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Prefacio 


El objetivo fundamental de este libro sigue siendo el mismo de la primera edición: pre- 
sentar los conceptos del electromagnetismo en forma más clara e interesante que en los 
textos anteriores. Tal objetivo se cumple de esta manera: 


1. Para no complicar la exposición con el tratamiento simultáneo de conceptos elec- 
tromagnéticos y matemáticos, el análisis vectorial se describe al principio del libro y se 
aplica gradualmente a lo largo del texto. Este método evita interrumpir repetidas veces 
la argumentación con fundamentos adicionales de análisis vectorial y permite separar el 
tratamiento de teoremas matemáticos y conceptos físicos, lo que facilita al estudiante la 
comprensión de las generalidades de tales teoremas. 

2. En la breve introducción de cada capítulo se hace una presentación del mismo y 
de su relación con el resto del libro. Así, se informa al estudiante del propósito del capí- 
tulo y de su vinculación con el capítulo anterior. En el desarrollo de la exposición se in- 
siste en los conceptos principales para llamar la atención del lector, y se retoman en el 
resumen final. 

3. Se destaca la definición de los términos básicos para asegurar su comprensión. 
Las fórmulas esenciales aparecen en recuadro para que el estudiante las identifique 
rápidamente. 

4. Cada capítulo contiene abundantes ejemplos con soluciones. Puesto que los ejem- 
plos forman parte del texto, se les explica con toda claridad, sin solicitar la intervención 
del lector para completarlos. De este modo, los estudiantes adquieren confianza para re- 
solver problemas y aplicar conceptos, uno de los objetivos primordiales de la enseñanza 
de la ingeniería. Después de cada ejemplo se incluye un problema, o “ejercicio”, con su 
respuesta. 

5. Al final de cada capítulo aparecen 10 preguntas de repaso, en forma de cuestionario 
objetivo de opción múltiple. Se ha comprobado que la mayoría de los estudiantes pasan 
por alto los cuestionarios sin respuestas opcionales, pese a que el propósito de éstos sea 
estimular la reflexión. En cambio, los cuestionarios objetivos de opción múltiple despier- 
tan el interés de los alumnos y les permiten obtener retroalimentación inmediata. 

Luego de las preguntas de repaso se proponen numerosos problemas, en el mismo 
orden temático del texto. Un asterisco identifica a los problemas de grado intermedio de 
dificultad, y dos a los problemas más difíciles. El profesor puede elegir como ejemplos al- 


o 
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gunos problemas y asignar otros como tarea. El apéndice C contiene las respuestas de los 
problemas de número impar. 

6. En razón de que la mayor parte de las aplicaciones prácticas suponen campos va- 
riables en el tiempo, a ellos se dedican seis capítulos. Sin embargo, los campos estáticos 
también reciben suficiente atención, ya que representan casos especiales de campos di- 
námicos. El amplio uso de la electrostática en grandes industrias manufactureras como 
las de fotocopiadoras y dispositivos periféricos de computadoras vuelve inaceptable el 
desconocimiento de esa área. 

7. El último capítulo, sobre métodos numéricos con aplicaciones prácticas y progra- 
mas de computación, debe su importancia al hecho de que casi todos los problemas prác- 
ticos sólo pueden resolverse con técnicas numéricas. 

8. El texto incluye más de 130 ejemplos y 400 figuras. En los apéndices se ofrecen re- 
cursos didácticos adicionales, como fórmulas e identidades matemáticas básicas. Después 
de este prefacio los estudiantes hallarán un mensaje dirigido a ellos. 


Esta edición ha sido aumentada con un nuevo capítulo sobre temas contemporáneos, 
como microondas, interferencia y compatibilidad electromagnéticas y fibra óptica. Asi- 
mismo, los códigos de Fortran de ediciones anteriores fueron sustituidos por códigos de 
Matlab, lenguaje de programación con el que hoy los alumnos están más familiarizados. 

Aunque la intención es que este libro se explique por sí solo y sea de utilidad al 
estudiante autodidacta, en él no se ha olvidado el contacto personal, indispensable en la 
enseñanza. El profesor puede elegir los temas de su preferencia y concederles mayor o 
menor importancia. Si considera, por ejemplo, que en esta obra se dedica demasiado es- 
pacio al análisis vectorial o los campos estáticos, puede omitir estos temas, que aun así los 
estudiantes podrán consultar. De igual forma, tras exponer los capítulos 1 a 3 podría pa- 
sar a los capítulos 9 a 15. Si no cree conveniente abordar al principio del curso el cálculo 
aplicado a vectores, puede pasar del capítulo 2 al 4 y volver al 3 cuando lo juzgue nece- 
sario. Este libro fue ideado para un curso de dos semestres. En cursos de un semestre es 
posible obviar, explicar brevemente o asignar como tarea las secciones marcadas con el 
signo de cruz (t). 

En la página siguiente se propone el programa del curso para un semestre de cuatro 
horas semanales. 


http:/libreria-universitaria.blogspot.com 


PREFACIO Mi xy 


Agradecimientos 


Agradezco a Peter Gordon y al personal editorial y de producción de Oxford University 
Press por su excelente labor. Esta edición se benefició de los agudos comentarios de los 
revisores siguientes: Leo C. Kempel, de la Michigan State University; Andrew Dienes, de 
la University of California, Davis; George W. Hanson, de la University of Wisconsin-Mil- 
waukee; Samir El-Ghazaly, de la Arizona State University, y Sadasiva M. Rao, de la Au- 
burn University. Muchas gracias a Raymond García, Jerry Sagliocca y al doctor Oladega 
Soriyan por su ayuda en el manual de soluciones, y al doctor Saroj Biswas en Matlab. 
Agradezco a la Temple University la licencia que me otorgó en el otoño de 1998 para la 
revisión de este libro. Gracias en particular a los doctores Keya Sadeghipour, director ad- 
ministrativo del College of Engineering, y John Helferty, director del Department of 
Electrical and Computer Engineering, por su constante apoyo. Y como siempre, muchas 
gracias a mi esposa, Chris, y a nuestras hijas Ann y Joyce, por su paciencia, plegarias y 
apoyo incondicional. 

Como ya es costumbre, agradeceré todos los comentarios, sugerencias y correcciones 
de este libro. 


MATTHEW N. O. SADIKU 


Propuesta de programa del curso de electromagnetismo 


Número 
aproximado 
Capítulo Título de horas 

1 Álgebra vectorial 2 
2 Sistemas de coordenadas y su transformación 2 
3 Cálculo aplicado a vectores 4 
4 Campos electrostáticos 6 
5 Campos eléctricos en el espacio material 4 
6 Problemas de electrostática con valor en la frontera 5 
7 Campos magnetostáticos 4 
8 Fuerzas, materiales y dispositivos magnéticos 6 
9 Ecuaciones de Maxwell 4 
10 Propagación de ondas electromagnéticas 5 
11 Líneas de transmisión 5 
12 Guías de ondas 4 
13 Antenas 5 

14 Temas actuales (3) 

15 Métodos numéricos (6) 
Exámenes 4 

Total 60 


http: //libreria-universitaria.blogspot.com 


Al estudiante 


La mayoría de los alumnos consideran la teoría electromagnética como uno de los cur- 
sos más difíciles de física o ingeniería eléctrica. Pero el lector descubrirá la falsedad de 
esa idea si toma algunas previsiones. Las sugerencias siguientes, extraídas de la experien- 
cia, le permitirán obtener el máximo provecho de este libro: 


1. Preste particular atención a la parte I, Análisis vectorial, ya que esta herramienta 
matemática es indispensable en el presente curso. Sin una clara comprensión de esa par- 
te, tendrá problemas con el resto del libro. 

2. No intente memorizar demasiadas fórmulas. Sólo memorice las básicas, las cuales 
aparecen en recuadro, e intente deducir de ellas todas las demás. Indague las relacio- 
nes entre ellas. Es obvio que no existe una fórmula general que permita resolver todos 
los problemas. Cualquier fórmula tiene algunas limitaciones a causa de los supuestos en 
que se apoya. Conozca esos supuestos y use la fórmula en consecuencia. 

3. Identifique los términos clave de una definición o ley. Comprender el significado 
de esos términos resulta esencial para aplicar correctamente la definición o ley de que 
se trate. 

4. Resuelva tantos problemas como pueda. Sin la práctica no adquirirá habilidad. Re- 
solver problemas es el mejor modo de comprender las fórmulas y asimilar el contenido 
de este libro. Realice al menos el ejercicio que aparece después de cada ejemplo. Antes de 
resolverlo matemáticamente, elabore un diagrama; esto le permitirá comprenderlo 
mejor, pues le obligará a simplificar y organizar sus ideas, y le facilitará, por tanto, re- 
solver el problema. A menos que se indique otra cosa, todas las distancias referidas en el 
texto corresponden a:metros. Así, (2, —1, 5) significa (2 m, —1 m, 5 m). 


En el apéndice D se incluyen una tabla de potencias de 10 y otra del alfabeto griego, 
de uso frecuente en el texto; el apéndice A, contiene importantes fórmulas de cálculo, 
vectores y análisis complejo, y el apéndice C las respuestas a los problemas de número 
impar. 
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1 Álgebra vectorial 


A A A AAA A a TE T VE A AAA ae E AED DA TET A A AA EE EAEE TE A Ol 


En mi ya larga vida he aprendido que, en comparación con la realidad, toda nuestra 
ciencia es ingenua y primitiva, y aun así es nuestro bien más preciado. 


ALBERT EINSTEIN 


1.1. Introducción 


El electromagnetismo puede ser visto como el estudio de las interacciones entre cargas 
eléctricas en reposo y en movimiento. Así, supone el análisis, la síntesis, interpretación fí- 
sica y aplicación de campos eléctricos y magnéticos. 


¡Sk es la ia E que « estudia losi 
fenómenos eléctricos y magnéticos ae de WPA 


Los principios del electromagnetismo se aplican en disciplinas afines como microon- 
das, antenas, maquinaria eléctrica, comunicaciones satelitales, bioelectromagnetismo, 
plasmas, investigación nuclear, fibra óptica, interferencia y compatibilidad electromag- 
néticas, conversión de energía electromecánica, meteorología por radar y detección 
remota.!? En medicina, por ejemplo, se usa potencia electromagnética —en forma de 
ondas cortas o microondas— para calentar tejidos profundos y estimular ciertas reaccio- 
nes fisiológicas a fin de aliviar algunas condiciones patológicas. Campos electromagnéti- 
cos se emplean en calentadores por inducción para operaciones de fundición, forja, 
temple, endurecimiento de superficie y soldadura. En equipo dieléctrico de calefacción 
se utilizan ondas cortas para unir o sellar finas hojas de materiales plásticos. La energía 
| electromagnética ofrece múltiples posibilidades novedosas e interesantes en la agri- 
| cultura. Ya se le usa, por ejemplo, para modificar el sabor de ciertos vegetales redu- 
| ciendo su acidez. 

Entre los dispositivos electromagnéticos se cuentan transformadores, releyadores 


eléctricos, radios y televisores, teléfonos, motores eléctricos, líneas de transmisión, guías. 
-de ondas, antenas, fibra óptica, radares y rayos láser. El diseño de estos dispositivos im- 


plica un conocimiento detallado de las leyes y los principios del electromagnetismo. 


| | Para numerosas aplicaciones de la electrostática, véase J. M. Crowley, Fundamentals of Applied 
| Electrostatics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1986. 

| 2 Para otras áreas de aplicación del electromagnetismo, véase, por: ejemplo, D. Teplitz (ed.), 
| Electromagnetism: Paths to Research, Plenum Press, Nueva York, 1982. 
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+1.2. Presentación del libro 


Los fenómenos electromagnéticos que se estudian en este libro pueden resumirse en las 
ecuaciones de Maxwell: 


V-D=p, (1.1) 

V-B=0 (1.2) 
ðB 

xE =-——> E 

VXE a (1.3) 

vxH=J+? (1.4) 


|; donde V = el operador diferencial del vector 

jj D = la densidad del flujo eléctrico 

| B = la densidad del flujo magnético 

y E = la intensidad del campo eléctrico 

| H = la intensidad del campo magnético 
p, = la densidad de la carga de volumen 

y J = la densidad de la corriente. 


Maxwell basó estas ecuaciones en resultados conocidos, tanto experimentales como teóri- 
cos. Al observarlas salta a la vista que trataremos con cantidades vectoriales. Es lógico, 
entonces, que en la parte T del libro hayan de examinarse las herramientas matemáticas 
indispensables para este curso. La deducción de las ecuaciones (1.1) a (1.4) respecto de 
condiciones invariables en el tiempo y la significación física de las cantidades D, B, E, H, 
J y p, serán nuestro propósito en las partes II y III. En la parte IV reexaminaremos estas 
ecuaciones en relación con situaciones variables en el tiempo y las aplicaremos al estu- 
dio de dispositivos electromagnéticos prácticos. 


1.3. Escalares y vectores 


El análisis vectorial es la herramienta matemática más práctica para expresar y compren- 
der los conceptos electromagnéticos. Pero para aplicarlo eficazmente es preciso conocer 
primero sus reglas y técnicas. En éste y en los dos capítulos siguientes dedicaremos 
| considerable atención a este tema, dado su generalizado desconocimiento entre los estu- 
diantes del curso de electromagnetismo.* En este capítulo se presentarán sólo los concep- 
tos básicos del álgebra vectorial en coordenadas cartesianas, mientras que en el siguiente 
nos ocuparemos de otros sistemas de coordenadas. 

Una cantidad puede ser un escalar o un vector. 


t Este símbolo indica que la sección respectiva puede omitirse, explicarse brevemente o asignarse 
como tarea si el contenido de este libro debe estudiarse en un solo semestre. 
3 El lector que no necesite repasar el álgebra vectorial puede avanzar al capítulo siguiente. 
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Un una cantidad que sólo posee magnitud. > 


Cantidades como tiempo, masa, distancia, temperatura, entropía, potencial eléctrico y po- 
blación son escalares. 


ME una cantidad que posee tanto magnitud como dirección. 


Velocidad, fuerza, desplazamiento e intensidad del campo eléctrico son cantidades vec- 
toriales. Los tensores son otra clase de cantidades físicas, de las que escalares y vectores 
son casos especiales. Aquí nos interesaremos casi exclusivamente en escalares y vectores.* 

Para distinguir entre vectores y escalares, los primeros suelen representarse con una 
letra rematada por una flecha, como A y B,o en negritas, como A y B, mientras que los 
escalares se representan con una letra en cursivas, como A, B, U y V. 

La teoría electromagnética consiste, en esencia, en el estudio de ciertos campos par- 
ticulares. 


cifica need gia aio auicalquier par- 


El 
AE 


PEF f 29101997 103 8 YA, ¿8 Y Sinar 


DEC: E 


Si la cantidad es escalar (o vectorial), se dice que el campo correspondiente es un campo 
escalar (o vectorial). Ejemplos de campos escalares son la distribución de temperaturas 
en un edificio, la intensidad del sonido en un teatro, el potencial eléctrico en una región 
y el índice de refracción de un medio estratificado. La fuerza gravitacional sobre un cuer- 
| po en el espacio y la velocidad de las gotas de lluvia en la atmósfera son, a su vez, ejem- 
| plos de campos vectoriales. 
| 


1.4. Vector unitario 


Un vector A posee tanto magnitud como o Baari s un escalar, el 
cual se escribe A o |A|. Un aalo o a es un vector cuya magnitud 
equivale a la unidad (es decir, daii sigue la dirección de A, esto es, 


(1.5) 


Si se tiene en cuenta que |a,| = 1, A podría expresarse como 
A = Aa, (1.6) 


lo que especifica completamente a A en términos de su magnitud A y su dirección a,. 
| . Un vector A en coordenadas cartesianas (o rectangulares) puede representarse como 


| (A, Ay A) 0 Axa, + Aa, + A,a, i (1.7) 


* Para un tratamiento elemental de los tensores, véase, por ejemplo, A. I. Borisenko e I. E. Tarapor, 
Vector and Tensor Analysis with Application, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1968. 
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+2 y ——> y 
y 

A,a 
A,a, 
] £ 
(b) 


Figura 1.1. (a) Vectores unitarios a,, a, y a,, (b) componentes de A a lo largo 
de a,, a, y a,. 
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donde A,, A, y A, se llaman las en las direcciones x, y y z, respectiva- 
mente, y a,, a, y a, son vectores irecciones x, y y z, respectivamente. Por 
ejemplo, a, es un vector adimensional de magnitud uno en la dirección del incremento 
del eje x. Los vectores unitarios a,, a, y a, se muestran en la figura 1.1(a), y las compo- 
nentes de A a lo largo de los ejes de las coordenadas 'se ilustran en la figura 1.1(b). La 
magnitud del vector A está dada por 


| A= ATRAE (1.8) 


y el vector unitario a lo largo de A por 
_ Aya, + Aya, + Aa, 


aa (1.9) 
VA + A+ A? 
le - > $, + ai ., p 
'1.5. Adición y sustracción de vectores 
Dos vectores A y B pueden sumarse para dar otro vector C; esto es, 
C=A+B (1.10) 


La Adio deveci se efectúa componente por componente. Así, si A = (A,, Ay, A) 
y B = (B,, B, B), 


iil 

il ! C=(4¿+ B,Ja, + (A, + B,)a, + (A, + B,Ja, (1.11) 
|k LalSustracción de vectorespe realiza en forma similar 

NA i D=A-B=A+(-B) 

| = (4, — ByJa, + (4, — B,)a, + (4, — B.Ja, (1.12) 
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B 
B 
(a) (b) 


Figura 1.2. Adición de vectores C = A + B: (a) regla del paralelogramo, 
(b) regla del triángulo (de punta a cola). 


Figura 1.3. Sustracción de vectores 


B 
D = A — B: (a) regla del paralelogramo, 
a D a  (b) regla del triángulo (de punta a cola). 
-B B 
(a) (b) 


Gráficamente, la adición y sustracción de vectores se obtiene ya sea mediante la regla del 
paralelogramo o la regla del triángulo (de punta a cola), como se observa en las figuras 
1.2 y 1.3, respectivamente. 

Cualesquiera vectores dados A, B y C obedecen estas tres leyes algebraicas básicas: 


Ley Adición Mo Multiplicación 
Conmutativa A+B=B+A kA = Ak 
Asociativa A+(B+C)=(A+B)+C k(€A) = (KO) A 
Distributiva k(A + B) = kA + kB 


donde k y £ son escalares. La multiplicación de vectores se explicará en la sección 1.7. 


1.6. Vectores dé posición y de distancia 


Un punto P en coordenadas cartesianas puede representarse con (x, y, z). 


El EN radiovector) del punto P esla distancia dirigida del ori- 
gen O a P; es decir, ` 


x 


rp = OP = xa, + ya, + za, (1.13) 
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Figura 1.4. Ilustración del vector de posición 
rp = 3a, + 4a, + Sa,. 


Figura 1.5. Vector de distancia rpo. 


El vector de posición del punto P es útil para definir la posición de éste en el espacio. Por 
ejemplo, el punto (3, 4, 5) y su vector de posición 3a, + 4a, + 5a, se muestran en la figu- 
ra 1.4. 


. ELECO es el desplazamiento de un punto a otro. 


Si dos puntos P y Q están dados por (Xp, Yp, Zp) Y (Xo, Yo» 2p), el vector de distancia (o 
vector de separación) es el desplazamiento de P a Q, como se indica en la figura 1.5; esto es, 


po = Po e Pp 
= (Xy 7 Xpja, + (Yo — Yp)a, + (Zo > 2p)a, (1.14) 


Cabe señalar la diferencia entre un punto P y un vector A. Aunque tanto P como A tam- 
bién pueden representarse como (x, y, Z) y (A, A,, A), respectivamente, el punto P no es 
| un vector; sólo su vector de posición rp es un vector. En cambio, el vector A puede depen- 
sii der del punto P. Por ejemplo, si A = 2xya, + y%a, — xz%a, y P es (2, —1, 4), entonces A en 


P sería —4a, + a, — 32a,. Se dice que un campo vectorial es constante o uniforme si no de- 
- pende de variables espaciales x, y y z. Por ejemplo, el vector B = 3a, — 2a, + 10a, es un 


vector uniforme, mientras que el vector A = 2xya, + ya, — x%a, no lo es, puesto que B es 
igual en cualquier parte en tanto que A varía de un punto a otro. 


Si A = 10a, — 4a, + 6a, y B = 2a, + a,, halle: a) la componente de A a lo largo de a,, 


Ib Ejemplo 1-1 | 5) la magnitud de 3A — B, c) un vector unitario a lo largo de A + 2B. 
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Solución: 
a) La componente de A a lo largo de a, es A, ==4. 
b) 3A — B = 3(10,-4,6) — (2,1, 0) 

= (30, —12, 18) — (2,1,0) 

= (28, —13, 18) 


De ahí que 
[3A — B| = V28? + (-13)? + (18) = V 1277 
= 35.74 
c) Sea C = A + 2B = (10, -4, 6) + (4,2, 0) = (14, —2, 6). 
Un vector unitario a lo largo de C es 


C (14, -2, 6) 


l: = — == zzz 2 
Lo VIE + (27 +6 
| a, = 0.9113a, — 0.1302a, + 0.3906a, 


Nótese que |a,| = 1, como era de esperar. 


Ejercicio 1.1 

Dados los vectores A = a, + 3a, y B = 5a, + 2a, — 6a,, determine 
a JA+B| 

b) 5A — B 


c) La componente de A a lo largo de a,. 
d) Un vector unitario paralelo a 3A + B. 


$ r 
iÐ 


Respuestas: a) 7, b) (0, 2,21), e) O y d) + (0.9117,0.2279, 0:3419). 


Ejemplo 127 | Los puntos P y Q se localizan en (0, 2, 4) y (=3, 1, 5). Calcule 


a) El vector de posición P. 
b) El vector de distancia de Pa Q. 
c) La distancia entre P y Q. 


d) Un vector paralelo a PO de magnitud 10. 


r 


Ejemplo 1.3 
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Solución: 

a) rp = 0a, + 2a, + 4a, = 2a, + 4a, 

b) rpo = Yo — Iip = (—3, 1,5) — (0,2, 4) = (-3, -1,1) o rpo = —3a; 7:8, + a, 

c) Puesto que rpo es el vector de distancia de P a Q, la distancia entre P y Q es la magni- 
tud de este vector; esto es, 


Alternativamente, 


d = Víxo-— xp) + (Yo — YP) + (zo — zp) 
= V9 ¥1 + 1 = 3.317 


d) Sea A el vector requerido; así, 


A = Aa, 


donde A = 10 es la magnitud de A. Puesto que A es paralelo a PQ, debe tener el mismo 
vector unitario que rg O Top. En consecuencia, 


, PQ ES 1,11 


= = + 
a a M 
y 
10(=3, =1, 21) 
A = 27 =+(-9.0458, — 3.0159, + 3.0152.) 


Ejercicio 1.2 
Dados los puntos P(1, —3, 5), D(2, 4, 6) y R(0, 3, 8), halle: a) los vectores de posición 
de P y R, y b) el vector de distancia rop. 


Respuestas: a) a, — 3a, + Sa, 3a, + 8a, y b) —2a, — a, + 2a,. 


Un río corre al sureste a 10 km/h y una lancha flota en él con la proa hacia la dirección 
del desplazamiento. Un hombre camina en la cubierta a 2 km/h en una dirección a la de- 
recha y perpendicular a la del movimiento de la lancha. Encuentre la velocidad del hom- 
bre respecto a la tierra. 


Solución: 
En la figura 1.6 se ilustra este problema. La velocidad de la lancha es 


u, = 10(cos 45° a, — sen 45° a,) 
= 7.071a, — 7.071a, km/h 
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| N Figura 1.6. Para el ejemplo 1.3. 


Bass 
SD Sin ro e 


La velocidad del hombre respecto de la lancha (velocidad relativa) es 


m = 2(-cos 45° a, — sen 45° a,) 
= -1414a, —1.414a, km/h 


Así, la velocidad absoluta del hombre es 


= u„ + u, = 5.657a, — 8.485a, 
ka = 10.2 /=56.3° 


esto es, 10.2 km/h a 56.3° al sur del este. A PS 
Aesi oreg ih A ~ A E e 


Ejercicio 1.3 
Un avión tiene una velocidad de 350 km/h en dirección al oeste. Si el viento sopla 
al noroeste a 40 km/h, calcule la velocidad real del aire y la verdadera orientación 


del avión. 


Respuesta: 379.3 km/h, 4.275” al norte del oeste. 


1.7. Multiplicación de vectores 


Cuando dos vectores A y B se multiplican, el resultado es un escalar o un yector, según 
cómo se multipliquen los vectores Así, hay dos 


3 Producto escalar (o punto): A - B 


Producto vectorial (o cruz) A X B 
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La multiplicación de tres vectores A, B y C puede resultar en: 


(6) Tiple producto escalar: A - (B x C) 


(4) Triple producto vectorial: A X (B x C) 


A. Producto punto 


c E o: secc A y B, el cual se escribe A : B, se define geo- 
m producto de las magnitudes de A y B y el coseno del ángulo 
entre ellos. y ll f 


f 
i 


Así, 


A-B=ABcos0,g (1.15) 


donde 0 ¿y es el ángulo menor entre A y B. El resultado de A - B se denomina producto 
escalar porque es un escalar, o producto punto a causa del signo de punto. 


Si A = (A, A,, A.) y B = (B,, B,, B;), entonces 


| A -B= A;B, +"A,B, + A,B, (1.16) 


lo cual se obti ipli o A y B componente por componente, Se dice que dos vec- 
tores perpendiculares) entre sí si A - B = 0. 
C cto punto obedece las leyes siguientes: 


@ Ley conmutativa: 


A BeAr (1.17) 
Ley distributiva: 
A-(B+C)=A-B+A-C (1.18) 
A-A = JAP = 4? (1.19) 
Nótese también que 
aAA 7 2,:95.0 > 0] (1.20a) 
Es ; . ; 
i $ dh A A miso a, a, =a a, -2a 2-1 (1.20b) 


Es fácil comprobar las identidades de las ecuaciones (1.17) a (1.20) aplicando la ecuación 
(1.15) o (1.16). 
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B. Producto cruz 


ld dos vectores A y B, el cual se escribe A x B, es una cantidad 
vi cuya magnitud es el área del paralelogramo formado por A y B (fig. 1.7) 
y cuya dirección equivale a la dirección de avance de un tornillo de rosca derecha 
cuando. A se hace girar acia B. o TN pa En E 


f A Ha Y i 


A X B = AB sen 04za, (1.21) 


donde a, es un vector unitario normal al plano que contiene a A y B. La dirección de a, 
puede entenderse como la dirección del pulgar derecho cuando los dedos de la mano de- 
recha giran de A a B, como se muestra en la figura 1.8(a). Alternativamente, la dirección 
de a, se toma como el avance de un tornillo de rosca derecha cuando A se hace girar 
hacia B, como se muestra en la figura 1.8(b). 

La multiplicación de vectores de la ecuación (1.21) se denomina producto cruz debi- 
do al signo por (X), o producto vectorial a causa de que su resultado es un vector. Si 
A = (4,, A, A.) y B = (B, B,, B), entonces 


Así, 


(1.22a) 


= (A,B, — A,B,)a, + (A,B, — A,B,Ja, + (4,B, — A,BJa, (1.22b) 


lo cual se obtiene “cruzando” términos en permutación cíclica, hecho que también expli- 
ca el nombre de producto cruz. 


A: 


Figura 1,7. El producto cruz de A y B es un vector con magnitud igual 
al área del paralelogramo y con la dirección indicada. 
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AXB A XB 


(a) (b) 


Figura 1.8. Dirección de A X B y a, aplicando (a) la regla de la mano derecha, 
(b) la regla del tornillo de rosca derecha. 


El producto cruz posee las propiedades básicas siguientes: 


i) No es conmutativo, 


AXBY*BXA (1.23a) 
sino anticonmutativo: 
AXB=-BXA (1.23b) 
ii) No es asociativo: 
A X (B X C)#(A X B) x C (1.24) 
iii) Es distributivo: 
AX(B+C=AXB+AXC (1.25) 
iv) 
AXA=0 (1.26) 
Nótese también que 
a, xX a, =a, 
a, X a, = a, (1.27) 
a, X a, = a, 


los cuales se obtienen en permutación cíclica y se ilustran en la figura 1.9. Las identidades de 
las ecuaciones (1.25) a (1.27) pueden comprobarse fácilmente con las ecuaciones (1.21) o 
(1.22). Cabe señalar que en la obtención de a, hemos aplicado la regla de la mano derecha 
o del tornillo de rosca derecha, para ser congruentes con el sistema de coordenadas pre- 
sentado en la figura 1.1, el cual es derecho. Un sistema de coordenadas derecho es el que 
satisface la regla de la mano derecha; esto es, obedece a, X a, = a,. Un sistema izquierdo 
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a, a, a, a, 
a, OS 0, pe 
a, a 
(a) (b) 


Figura 1.9. Producto cruz mediante permutación cíclica: (a) siguiendo la dirección 
de las manecillas del reloj se obtienen resultados positivos; (b) siguiendo la 
dirección contraria a la de las manecillas del reloj se obtienen resultados negativos. 


implica el uso de la regla de la mano izquierda o del tornillo de rosca izquierda y satisface 
a, X a, = —a,. En este libro nos apegaremos al sistema de coordenadas derecho. 

Así como la multiplicación de dos vectores da como resultado un escalar o un vec- 
tor, la multiplicación de tres vectores A, B y C también da como resultado un escalar o 
un vector, según cómo se multipliquen los vectores, de lo que se deriva un triple produc- 
to escalar o un triple producto vectorial. 


C. Triple producto escalar 


Dados tres vectores A, B y C, definimos SE como 


A-(BxC)=B-(CxXA)=C-(AxB) 


(1.28) 


obtenido en permutación cíclica. Si A = (A, A, A,);, B = (B,, B,, B,) y © = (Cy, Cy, C), 
entonces A + (B X C) es el volumen de un paralelepípedo conA, B y C por aristas, el cual 
puede obtenerse fácilmente hallando el determinante de la matriz de 3 X 3 formada por 
A, B y C; esto es, 


o Se > 
A-(BxC)=|B, B, B, (1.29) 
C RE 


Puesto que el resultado de esta multiplicación de vectores es un escalar, la ecuación 
(1.28) o (1.29) se llama triple producto escalar. 


D. Triple producto vectorial 


Para los vectores A, B y C definimos APO PROA NEAÓnA Pomo 


AX(BXxC)=B(A-C)-C(A - B) (1.30) 
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obtenido con la aplicación de la regla “bac-cab” o de inversión. Cabe destacar que 
(A - B)C#A(B - C) (1.31) 


pero 


(A - B)C = C(A - B). (1.32) 


1.8. Componentes de un vector 


Una aplicación directa del producto vectorial es su uso en la determinación de la proyec- 
ción (o componente) de un vector en una dirección dada. Tal proyección puede ser esca- 
lar o vectorial. Dado un vector A, definimos la componente escalar A g de A alo largo del 
vector B como [fig. 1.10(a)] 


Ag = A cos 0 4g = |A] [az] cos 84g 


La componente vectorial Ay de A a lo largo de B es simplemente la componente escalar 
de la ecuación (1.33) multiplicada por un vector unitario a lo largo de B; esto es, 


“Az = A gag e (A e az)az (1.34) 


Las componentes tanto escalar como vectorial de A se ilustran en la figura 1.10. Como se 
observa en la figura 1.10(b), el vector puede descomponerse en dos componentes orto- 
gonales: una componente A paralela a B y otra (A — A y) perpendicular a B. De hecho, 
nuestra representación cartesiana de un vector descompone en esencia el vector en tres 
componentes mutuamente ortogonales, como se comprueba en la figura 1.1(b). 

Ya hemos considerado la adición, sustracción y multiplicación de vectores, pero no la 
división de vectores A/B. Esto se debe a que es indefinida, excepto cuando A y B son pa- 
ralelos, de modo que A = kB, donde k es una constante. La derivación e integración de 
vectores se estudiarán en el capítulo 3. 


+ B 
la 


AA : (b) 


Figura 1.10. Componentes de A alo largo de B: (a) componente escalar Az, 
(b) componente vectorial Az. 
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Ejemplo 1.4 Dados los vectores A = 3a, + 4a, + a, y B = 2a, — Sa,, encuentre el ángulo entre A y B. 
Solución: 
El ángulo 04g puede hallarse mediante producto punto o producto cruz. 
A - B = (3,4,1) : (0,2, —5) 


=0+8-5=3 
|A| = V3? + 4? + 1? = V26 
IB] = VO? + 2? + (-5)? = V29 
A'B 93 


[ATIB]  26)29) 
0 ,p = cos”! 0.1092 = 83.73? 413.34 


cos 04 = 


Alternativamente, 


dy aS 
AXB=|3 4 1 


0% 2 95 
= (-20 — 2)a, + (0 + 15)a, + (6 — 0)a, 
= (-22, 15, 6) 
|A X B| = V(-22) + 15? + 6? = V745 
x vV 
E E V A 0.994 


lAl IBI VOI 
ag = sen”! 0.994 = 83.732 43.07 


Ejercicio 1.4 
Si A = a, + 3a, y B = Sa, + 2a, — 6a,, halle 604p. 
Respuesta: 120.6. 


Ejemplo 15 | Tres cantidades de campo están dadas por 
P = Za, — a, 
Q=2a,— a, +t 2a, 
R = 2a, — 3a, +a, 


Determine 


a) (P + Q) x (P - Q) 
b)Q:RXP 
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c)P:QXR 

d) sen Oor 

e) P x (Q x R) 

f) Un vector unitario perpendicular tanto a Q como a R. 
g) El componente de'P a lo largo de Q. 


Solución: 

a) (P + Q) x (P - Q) = P x (P - Q) + Q x (P - Q) 
=PxP-Px0Q+0QxP-0x0 
=0+0QxP+0QxP-0 


=20xP 
As L EA: 
=212 =I 2 
2 0 E 


= 2(1 — O)a, + 2(4 + 2)a, + 2(0 + 2)a, 
= 2a, + 12a, + 4a, 


b) La única manera en la que Q - R x P tiene sentido es 


a, a, a, 
Q :(R xP) = (2, -1,2) -|2 Ee 1 
2 0 -af 
= (2,—1, 2) -> (3,4, 6) 
=6— 4+ 12 = 14 
Alternativamente, 
di el 2 
Q:(RxP)=|2 -3 1 
2 0S 


Para hallar el determinante de una matriz de 3 X 3, se repiten las dos primeras hileras ho- 
rizontales y se multiplica en cruz; cuando la multiplicación en cruz se efectúa de derecha a 
izquierda, el resultado debe negarse, como se muestra abajo, Esta técnica para hallar 
un determinante sólo se aplica a una matriz de 3 X 3. De ahí que 


Q: (R x P) 


+6 + 0-2 + 12 — 0 —2 
14 


como se obtuvo antes. 
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c) Con base en la ecuación (1.28), 
P-(QxR)=0Q-(RxP)=14 


o 
P-(Q x R) = (2,0, -1) - (5,2, =4) 
=10+0%+4 
= 14 
d) sen Oor = JOFIRI IR] 10, -1,2)| |(2, =3,1)| 
vas v5 
= ——= = —= = 0.5976 
3114 V14 
e) P x (Q x R) = (2,0, —1) x (5,2, -4) 
= (2, 3, 4) 


Alternativamente, aplicando la regla “bac-cab”, 


P X (Q x R) = Q(P : R) — R(P - Q) 
= (2, —1,2)(4 + 0 — 1) — (2, —3,1)(4 + 0- 2) 
= (2,3, 4) 
f) Un vector unitario perpendicular tanto a Q como a R está dado por 
_ZOXR_ =(5,2,74) 
lQ XR] Vas 
+(0.745, 0.298, —0.596) 


1,a:Q =0=a-*R. Cualquiera de estas relaciones pue- 


Si se tiene en cuenta que la] 
de servir para comprobar a. 


g) La componente de P a lo largo de Q es 
Po = [P| cos Op ya, 

(P: Q)Q 
lQ]? 
_(4+0-2)2, “E 2) = 20,1 2) 

(4 +1 +4) 
= 0.4444a, — 0.2222a, + 0.4444a,. 


= (P : ay)a, = 


Ejercicio 1.5 


Sea E = 3a, PAYEE le — 109, a | 
a) Halle la componente de E a lo largo de F. ¿E 
b) Determine un vector unitario perpendicular tanto a E como a F. i: 


Respuesta: a) (—0.2837, 0.7092, -0.3546) y b) + (0.9398, 0.2734, —0.205). 
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Ejemplo 1.6 Obtenga la fórmula del coseno 
a = b? + œ — 2bc cos A 
y la fórmula de los senos 


sen A _senB _ senC 
a b c 


mediante el producto punto y el producto cruz, respectivamente. 


Solución: 

Considere el triángulo de la figura 1.11. En él se advierte que 
| a+b+c=0 

1 esto es, 


b+c=—a 


i Así, 

@=a:a= (b+c): (b+c) 
=b:b+c:c+2b:c 

a? = b? + œ — 2bc cos A 


donde A es el ángulo entre b y c. 
El área de un triángulo es la mitad del producto de su altura y su base. Por tanto, 


1 1 1 
=a X b| = |=>b x e| = |lŻe x 
za b| I5 b el e al 


Jii ab sen C = bc sen A = ca sen B 


La división entre abc da como resultado 


sen A — sen B _ sen C 
a b c 


Figura 1.11. Para el ejemplo 1.6. 


- Ejemplo 1.7 
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Ejercicio 1.6 


Demuestre que los vectores a = (4, 0, —1), b = (1,3, 4) y e = (-5, —3, —3) forman 
los lados de un triángulo. ¿Es éste un triángulo rectángulo? Calcule el área del 
triángulo. 


Respuesta: Sí; 10.5. 


Demuestre que los puntos P, (5, 2, —4), P,(1, 1,2) y Px(—3, 0, 8) se ubican en una línea 
recta. Determine la distancia más corta entre esa línea y el punto P,(3, —1, 0). 


Solución: 
El vector de distancia rp,p, está dado por 
Epp, = Ep, ~ rp, = (1,1,2) — (5,2, -4) 
= (-4, —1,6) 
En forma similar, 
Fp,p, = Tp) — rp, = (-3, 0,8) — (5,2, —4) 


= (-8, -2,12) 
rpp, = Ep, — Tp, = (3, —1, 0) — (5,2, -4) 
= (-2, -3,4) 
SL. + € 
Epp, X rpp = |-4 -1 6 
e: Ml AQ 2 
= (0, 0, 0) 


lo que demuestra que el ángulo entre rp,p, y Fp,p, es cero (sen 0 = 0). Esto implica que P}, 
P, y P, se ubican en una línea recta. 

Alternativamente, la ecuación vectorial de esa línea recta puede determinarse con fa- 
cilidad a partir de la figura 1.12(a). Respecto de cualquier punto P en la línea que une a 
P, y Pz, 

rp p = ÀFp p, 


donde A es una constante. De ahí que el vector de posición rp del punto P deba satisfacer 


rp — Ep, = À(rp, — Tp) 
esto es, 
rp = Tp, — ME», E rp,) 
= (5,2, -4) — A(4, 1, —6) 


rp = (5 = 44,2 — A,-4 +64) 


Ésta es la ecuación vectorial de la línea recta que une a P} y P,. Si P} se encuentra en esta 
línea, el vector de posición de P, debe satisfacer la ecuación; r, satisface la ecuación cuando 
A=2. 
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(a) 


Figura 1.12. Para cl ejemplo ay 


OIO 


La distancia más corta entre la línea y el punto P4(3, —1, 0) es la distancia perpendicu- 
lar del punto a la línea. De la figura 1.12(b) se deduce claramente que 
d = rpp,sen 0 = |rp,p, X nalii amn | 


i (027—354) x (-4, -1,6)| 
y 1(=4, -1, 6)| | 


Cualquier punto en la línea puede servir como punto de referencia. Así, en lugar de em- 
plear P, como punto de referencia, podríamos usar Pz, de modo que 


le Y) 
HFG) 


d= |rp,p.l sen 0’ = Ip, x ap,p,| 
) iF rod J ed 


101 195 JS j MIBYUBMTISJLE 


1. Un campo es una función que especificauna cantidad en el espacio. Por ejemplo, 

7 A(%y,2) esun campo vectorial, mientras que V(x, y, 2) es un campo escalar. 

2. Un vector A es propiamente especificado por su magnitud y un vector unitario a lc 
largo de ella, esto es A = Aaz- l c 
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3. La multiplicación de dos vectores A y B resulta en un escalar A - B = AB cos 04g O 
un vector A X B = AB sen 0¿za,. La multiplicación de tres vectores A, B y C produ- 
ce un escalar A - (B x C) o un vector A X (B x C). 

4. La proyección (o componente) escalar del vector A sobre B es Az = A + ag, mientras 
que la proyección vectorial de A sobre B es Ag = Apap. 


Preguntas de repaso 


1.1. Identifique cuál de las siguientes cantidades no es un vector: a) fuerza, b) momento, c) acele- 
ración, d) trabajo, e) peso. 


1.2. ¿Cuál de los campos siguientes no es un campo escalar? 


a) Desplazamiento de un mosquito en el espacio. 

b) Intensidad de la luz en una sala. 

c) Distribución de temperaturas en un salón de clases. 
d) Presión atmosférica en una región dada. 

e) Humedad de una ciudad. 


1.3. Los sistemas de coordenadas rectangulares que se muestran en la figura 1.13 son dere- 
chos, excepto: 


1.4. ¿Cuál de estas expresiones es correcta? 


a) A X A =|Al? 

b) AXB+BXA=0 
c) A-B-C=B-*C-A 
d) a,:a,= a, 
e) 2,=2,—2, 
donde a, es un vector unitario. 


y xX z 
x 
Xx y y 
Z Z 
(a) (b) (c) 
y y y 
y z 
z z x 
> 
(d) (e) (£) 


Figura 1.13. Para la pregunta de repaso 1.3. 
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1.5. 


1.6. 


1.7. 


1.8. 


1.9. 


1.10. 


¿Cuál de las identidades siguientes no es válida? 


a) a(b + c) = ab + be 
b)ax(b+c)=axb+axc 
c)a:b=b-:a 

d) c- (a X b) = —b- (a X ¢) 


e) a, * ag = COSO ¿y 
¿Cuál de los enunciados siguientes carece de sentido? 


a) A-B+2A=0 
b)A-B+5=2A 
c) A(A+B)+2=0 
d) A-A+B-B=0 


Sea F = 2a, — 6a, + 10a, y G = a, + G,a, + 5a,. Si F y G tienen el mismo vector unitario, 
G, es E 
y 


a) 6 c) 0 
b) -3 d) 6 


Puesto que A = a, + aa, + a, y B = aa, + a, + a,,si A y B son normales entre sí a: es 


a) -2 d) 1 
b) —1/2 e) 2 
c) 0 


La componente de 6a, + 2a, — 3a, a lo largo de 3a, — 4a, es 


a) —1a, — 9a, — 3a, 
b) 30a, — 40a, 

c) 10/7 

d) 2 

e) 10 


Dado A = —6a, + 3a, + 2a,, la proyección de A a lo largo de a, es 


a) —12 
b) -4 
c) 3 
d) 7 
e) 12 


Respuestas: 1.1d, 1.2a, 1.3b, e, 1.4b,1.5a, 1.6b, c, 1.7b,1.8b, 1.9d, 1.10c. 


- Problemas | 
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D Halle el vector unitario a lo largo de la línea que une el punto (2, 4, 4) con el punto (—3, 2, 2). 


1.2. 


1.3. 


1.6. 


1.7. 


Sea A = 2a, + Sa, — 3a,, B = 3a, — 4a, y C = a, + a, + a,. a) Determine A + 2B. b) Calcu- 
le |A — 5C]. c) ¿Respecto de cuáles valores de k es |kB| = 2? d) Encuentre (A X B)/ (A : B). 


Si 
A =2a, + a, — 3a, 
B=a,-a, 
C =3a, + Sa, + 7a, 

determine: 

a) A-2B+C 

b) C-4(A + B) 

c) 2A — 3B 

ICI 
d) A - C — |B}? 


e) 3B X GA + 4C) 
Si los vectores de posición de los puntos T y S son 3a, — 2a, + a, y 4a, + 6a, + 2a, respecti- 
vamente, determine: a) las coordenadas de T y S, b) el vector de distancia de T a S, c) la dis- 


tancia entre T y S. 


Si 
A = Sa, + 3a, + 2a, 
B = —a, + 4a, + 6a, 
C = 8a, + 2a, 


halle los valores de a y £ tales que «A + BB + C sea paralela al eje y. 


Dados los vectores 


A = aa, + a, + 4a, 
B = 3a, + Ba, + 6a, 
C = Sa, — 2a, + ya, 


determine a, B y y tales que los vectores sean mutuamente ortogonales. 
a) Demuestre que 

(A- BP + (A X BP = (ABP? 
b) Demuestre que 


a, X a, _ 2,Xa, o aX 


Er na a T A a 
a'a, Xa, a, a, X a, a, a, X a, 


JE 
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1.8. 


1.9. 


1.10. 


1.11. 


1.12. 


1.13. 


1.14. 


1.15. 


1.16. 


1.17. 


*1.18. 


Puesto que 
P=2a ta — 2a, 
Q = 4a, — 3a, + 2a, 
B.=-—2,78,F2Za, 


halle: a) |P + Q — R|,5b)P-QXR,c)QXP-R,d)(Px0Q):(QXR),e) (P xX Q) X (Q X R), 
f) CosO pr, 8) SENO pp. 


Dados los vectores T = 2a, — 6a, + 3a, y S = a, + 2a, + a,, halle: a) la proyección escalar de 
T sobre S, b) la proyección vectorial de S sobre T, c) el ángulo menor entre T y $. 


Si A = —a, + 6a, + Sa, y B = a, + 2a, + 3a,, halle: a) las proyecciones escalares de A sobre 
B, b) la proyección vectorial de B sobre A, c) el vector unitario perpendicular al plano que 
contiene A y B. 


Calcule los ángulos que el vector H = 3a, + 5a, — 8a, forma con los ejes x, y y z. 
Halle el triple producto escalar de P, Q y R cuando 


P=28, 98,70 
Q=a, +a, +a, 


z 


R = 2a, + 3a, 


Simplifique las expresiones siguientes: 


a) A X (A X B) 
b) A x [A x (A x B)] 


Demuestre que el punto y la cruz del triple producto escalar podrían intercambiarse, es 
decir, que A -+ (B.X C) = (A X B) : C. 


Los puntos P,(1, 2, 3), P,(—5, 2,0) y P}(2, 7, —3) forman un triángulo en el espacio. Calcule 
el área del triángulo. 


Los vértices de un triángulo se localizan en (4, 1, —3), (-2, 5, 4) y (0, 1, 6). Encuentre los tres 
ángulos del triángulo, 


Los puntos P, Q y R se localizan en (—1, 4, 8), (2, —1, 3) y (—1, 2, 3), respectivamente. Deter- 
mine: a) la distancia entre P y Q, b) el vector de distancia de P a R, c) el ángulo entre OP y 
OR, d) el área del triángulo POR, e) el perímetro del triángulo POR. 


Si r es el vector de posición del punto (x, y, z) y A es un vector constante, demuestre que: 


a) (r— A): A = 0 es la ecuación de un plano constante. 
b) (r — A) - r = 0 esla ecuación de una esfera. 


*Un asterisco indica problemas de grado intermedio de dificultad. 
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Figura 1.14. Para el problema 1.20. 


c) Demuestre asimismo que el resultado del inciso a) corresponde a la forma Ax + By + Cz + 
D =0, donde D = —(4? + B? + C?), y el del inciso b) a la forma x? + y? + 2? = r. 


*1,19, a) Compruebe que P = cos0,a, + sen0,a, y Q = cos0,a, + sen 0,a, son vectores unitarios 
en el plano xy, donde forman respectivamente los ángulos 6, y 6, con el eje x. 


b) Obtenga mediante producto punto la fórmula para cos(0, — 0,). Tras enunciar de igual 
manera P y Q, obtenga la fórmula para cos(0, + 0,). 


c) Si 0 es el ángulo entre P y Q, halle 5I P — Q| en términos de 6. 
4 2 x o sa 
1.20. Considere un cuerpo rígido que gira a una velocidad angular constante de w radianes por se- 
gundo alrededor de un eje fijo a través de O, como se muestra en la figura 1.14. Sea r el vector 
de distancia de O a P, la posición de una partícula en ese cuerpo. La magnitud de velocidad 
u del cuerpo en P es |u| = du = |r| sen 8 |w| o u = œ X r. Si el cuerpo rígido gira a 3 radianes 
por segundo en torno a un eje paralelo a, — 2a, + 2a, que pasa por el punto (2, —3, 1), deter- 
mine la velocidad del cuerpo en (1, 3, 4). 


1.21. Dado A = x?ya, — yza, + yz”a, determine: 


a) La magnitud de A en el punto 7(2, —1,3). 


b) El vector de distancia de Ta S si S se encuentra a 5.6 unidades de T y en la misma direc- 
ción que A en T. 


c) El vector de posición de $. 


E y F son campos vectoriales dados por E = 2xa, + a, + yza, y F = xya, — ya, + xyza,. 
Determine: 


a) |E| en (1,2, 3). 
b) La componente de E a lo largo de F en (1,2, 3). 
c) Un vector perpendicular tanto a E como aF en (0, 1, -3) cuya magnitud sea la unidad. 
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2 Sistema de coordenadas y su transformación 


eee HH aaa 


La educación facilita dirigir a los individuos, pero dificulta arrastrarlos; facilita gober- 
narlos, pero vuelve imposible esclavizarlos. 


HenrY P. BROUGHAM 


2.1. Introducción 


En general, las cantidades físicas que trataremos en el electromagnetismo son funciones 
de espacio y tiempo. Para describir las variaciones espaciales de esas cantidades debemos . 
poder definir inequívocamente todos los puntos en el espacio en forma conveniente. Esto 
requiere el empleo de un sistema de coordenadas adecuado. 

Un punto o vector puede representarse en cualquier sistema de coordenadas curvilí- 
neo, el cual puede ser ortogonal o no ortogonal. 


Los sistemas no ortogonales son imprácticos y, por tanto, su uso es escaso O nulo. Ejem- 
plos de sistemas de coordenadas ortogonales son los sistemas cartesiano (o rectangular), 
cilíndrico circular, esférico, cilíndrico elíptico, cilíndrico parabólico, cónico, esferoidal 
alargado, esferoidal achatado y elipsoidal.* La selección del sistema de coordenadas más 
adecuado a un problema permite ahorrar gran cantidad de trabajo y tiempo. Un proble- 
ma difícil en un sistema podría resultar fácil en otro. 

En este texto nos limitaremos a los tres sistemas de coordenadas más conocidos: el 
cartesiano, el cilíndrico circular y el esférico. Aunque en el capítulo 1 ya nos ocupamos 
del sistema cartesiano, lo consideraremos con detenimiento en éste. Téngase presente 
que los conceptos expuestos en el capítulo 1 y demostrados en coordenadas cartesianas 
son igúalmente aplicables a otros sistemas de coordenadas. Por ejemplo, el procedimien- 
to para hallar el producto punto o cruz de dos vectores en un sistema cilíndrico es el mis- 
mo que el que se empleó en el sistema cartesiano en el capítulo 1. 


| l Para una exposición introductoria sobre estos sistemas de coordenadas, véase M. R. Spigel, 
Mathematical Handbook of Formulas and Tables, McGraw-Hill, Nueva York, 1968, pp. 124-130. 


| 


A E 
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A veces es necesario transformar puntos y vectores de un sistema de coordenadas a 
otro. Las técnicas para hacerlo se presentarán e ilustrarán con ejemplos. 


2.2. Coordenadas cartesianas (x, y, Z) 


Como se mencionó en el capítulo 1, un punto P puede representarse con (x, y, z), como 
se ilustró en la figura 1.1. Los intervalos de las variables de las coordenadas x, y y z son 


00 << <:00 


=00 < y <oo (2.1) 


= << 00) 
En coordenadas cartesianas (o rectangulares), un vector A puede expresarse como 
(Ay, Ay, A.) o Aa tAn FAA (2.2) 


donde a,, a, y a, son vectores unitarios a lo largo de las direcciones x, y y z, como se 


mostró en la figura 1.1. 


2.3. Coordenadas cilíndricas circulares (p, $, z) 


El sistema de coordenadas cilíndricas circulares es muy práctico cuando se trata con 
problemas que implican simetría cilíndrica. 

Un punto P en coordenadas cilíndricas se representa como (p, $, z) y es como se 
muestra en la figura 2.1. Si se observa detenidamente esta figura se advertirá la defini- 
ción de cada variable espacial: p es el radio del cilindro que pasa por P o la distancia 
radial desde el eje z: $, el cual recibe el nombre de ángulo azimutal, se mide desde el 


Figura 2.1. Punto P y vectores unitarios en el sistema de 
coordenadas cilíndricas. 
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eje:x en el plano xy, y z es lo mismo que en el sistema cartesiano. Los intervalos de 
estas variables son 
0s p <œ 
0O=<4<2rT (2.3) 
=00<z<oo 


En coordenadas cilíndricas, un vector A puede expresarse como 
(Ap Ap A.) o A,a, + Agap + Aa, (2.4) 


donde a,, a, y a, son vectores unitarios en las direcciones p, $ y z, como se ilustra en la 
figura 2.1. Nótese que a, no está en grados; representa al vector unitario de A. Por ejem- 
plo, si una fuerza de 10 N actúa sobre una partícula en movimiento circular, tal fuerza 
puede representarse como F = 10a, N. En este caso, a, está en newtons. 

La magnitud de A es 


lA] = (42 + 43 + 43)! (2.5) 


Adviértase que los vectores unitarios a,, a, y a, son mutuamente perpendiculares, ya 
418) que nuestro sistema de coordenadas es ortogonal; a, apunta en la dirección de incre- 
miid mento de p, a, en la dirección de incremento de ¢, y a, en la dirección positiva de z. Así, 


H da aa 1 (2.6a) 
4 a, 2,=a,:a,=a,"a,=0 (2.6b) 
a, Xa¿=a, (2.6c) 
ap X a, =a, (2.6d) 
a, X a, =a; (2.6e) 


donde las ecuaciones (2.6c) a (2.6e) se obtienen en permutación cíclica (fig. 1.9). 

Las relaciones entre las variables (x, y, z) del sistema de coordenadas cartesianas y 
las variables (p, œ, z) del sistema cilíndrico se obtienen fácilmente con base en la figura 
2.2, de la manera siguiente: 


(2.7) 


| ; | x=pcosq, y = psen Q, Z2=2Z (2.8) 


Mientras que la ecuación (2.7) se aplica a la transformación de un punto de coordenadas 
cartesianas (x, y, Z) a cilíndricas (p, œ, z), la ecuación (2.8) se aplica a la transformación 


(P; $, 2) > (x, y, 2). 


s 
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Figura 2.2. Relación entre (x, y, z) y 
(p, ġ, z). 


P(x, y, z) = P(p, œ, 2) 


Las relaciones entre (a,, a,, a,) y (a,, ay, a,) se obtienen geométricamente a partir de 
la figura 2.3: 


a, = cos a, — senda, 


a, = sen ġ a, + cos ġ a, (2.9) 
a, => a, 

o 
a, = cos ġ a, + sen ġ a, 
a, = -senga, + cos ġa, (2.10) 
a, =a, 

y 


/ -a 
PA $ 
z send (-a 4) 


(a) (b) 


Figura 2.3. Transformación de un vector unitario: (a) componentes cilíndricas de a,, 
(b) componentes cilíndricas de a, gile 
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Finalmente, las relaciones entre (4,, A,, A) y (Ap, Ay» 4,) se obtienen mediante la 
simple sustitución de la ecuación (2.9) en la ecuación (2.2) y el agrupamiento de térmi- 
nos. Así, de 


A = (A, cos $ + A, sen ġ)a, + (—A, sen $ + A, cos p)a, + A,a, (211) 


(0) 
A, = A, cos $ +A, sen ġ 
A¿= —A, sen $ + A, cos $ (2.12) 
A; a A, 


En forma matricial, la transformación del vector A de (4,, A,, A¿) a (Ap, Ay, A) se 
expresa como 


cod send 0|| 4 


-seno coso 0|| A, (2.13) 
0 o LA 


La inversa de la transformación (A,, A A.) > (Å, A A,) se obtiene así: 


A, cosp send 0] A, 
A, | =|-senp cos 0 As (2.14) 
A, 0 6 - 1l La 


o directamente de las ecuaciones (2.4) y (2.10). En consecuencia, 


cosp -sen 0|| A, 
send coso - 0|| Ay (2.15) 


0 o illa 


Otra manera de obtener la ecuación (2.14) o (2.15) consiste en emplear el producto 
punto. Por ejemplo, 


A, El EE 8,4, [14 
A-|: >/.a,*2,: a,: 2, a,-2, || A, (2.16) 
A, ME O IBA LO 


La deducción de esta ecuación se deja como ejercicio. 


2.4. Coordenadas esféricas (r, 0, q) 


El sistema de coordenadas esféricas es ideal al tratar con problemas que implican cierto 
grado de simetría esférica. Un punto P puede representarse como (r, 0, 4) y se ilustra en 
la figura 2.4. En ella se advierte que r es la distancia del origen al punto P o el radio de 
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una esfera centrada en el origen y que pasa por P; 0 (llamado colatitud) es el ángulo en- 
tre el eje z y el vector de posición de P, y ġ se mide desde el eje x (igual que el ángulo 
azimutal en las coordenadas cilíndricas). De acuerdo con estas definiciones, los interva- 
los de estas variables son 

0O=<r<o 

0O=0=<T (2.17) 

0O=<4<2rT 


En coordenadas esféricas, un vector A puede expresarse como 
(A, Ag. Ay) o A,a, + Aya, + Aja, (2.18) 


donde a,, a, y a, son vectores unitarios a lo largo de las direcciones r, 0 y ġ. La magnitud 
de A es 


lA], = (4? + 43 + 43)" (2.19) 

Los vectores unitarios a,, a, y a, son mutuamente ortogonales; a, sigue la dirección a 

lo largo del radio o la dirección de incremento de r; a, sigue la dirección de incremento 
de 6, y a, sigue la dirección de incremento de 4. Por tanto, 
a, a, = ay a =a¿:a¿=1 


a, aj = ag * ap = agp" a = O 


a X ag = a, 
ap X a, = a 


x 


Figura 2.4. Punto P y vectores unitarios en coordenadas esféricas. 
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Las variables espaciales (x, y, z) en las coordenadas cartesianas pueden relacionarse 


con las variables (r, 0, ġ) de un sistema de coordenadas esféricas. De la figura 2.5 se de- 
duce claramente que 


r=Vxe+y+2, — (2.21) 


x=rsenĝcosġ, y= r sen 0 sen Q, z=rcosU (2.22) 


En la ecuación (2.21) tenemos la transformación del punto (x, y, z) > (r, 0, $), y en la 
ecuación (2.22) la transformación del punto (r, 6, $) > (x, y, 2). 
Los vectores unitarios a,, a,, a, y a,, Ay, A¿ SE relacionan de la manera siguiente: 


a, = sen 0 cos ġ a, + cos 0 cos $ a, — sen $ a, 


a, = sen 0 sen $ a, + cos 6 sen $ a, + cos $ as (2.23) 
a, = cos 0 a, — sen 0 a, 
o 
a, = sen O cos $ a, + sen 6 sen ġ a, + cos 0 a, 
a, = cos O cos ġ a, + cos 0 sen ġ a, — sen ô a, (2.24 


a, = —sen ġ a, + cos $ a, 


p=rsex0 


P (x, y, 2) =P(x 0, db) = Plp, $, 2) 


Figura 2.5. Relaciones entre las variables espaciales (x, y, 2), (1,0, $) y (p, b, z). 
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Las componentes del vector A = (4,, A,, A,) y A = (4,, Ay, Aș) se relacionan mediante 
la sustitución de la ecuación (2.23) en la ecuación (2.2) y el agrupamiento de términos. 
Así, 


A = (A, sen 0 cos $ + A, sen O sen ġ + A,cos O)a, + (A, cos 0 cos ġ 
+ A, cos 0 sen $ — A, sen O)a, + (—A, sen ġ + A, cos ġ)a, (2.25) 


de lo que se obtiene 


A, = A, sen 0 cos ġ + A, sen 0 sen ġ + A, cos 0 
A, = A, cos 0 cos $ + A, cos O sen $ — A, sen O (2.26) 
A¿= -A, sen q + A, cos ġ 


En forma matricial, la transformación del vector (A,, An A) > (Ar Ay Aj) se efectúa 
de acuerdo con 


sen O cos ġ sen ĝ sen q coso || A, 
A|=|-cosgcosp  cosgsend  —senQ A, 
As —sen Y cos $ 01LA, 


(2.27) 


La transformación inversa (A,, Ap, Aj) > (4; Ay A,) se obtiene en forma similar, o a 
partir de la ecuación (2.23). Así, 


sen O cos p cos 0 cos Y —sen $ 


senOsenp$ cos 0 sen ġ cos œ (2.28) 
—sen 0 0 


Alternativamente, podemos obtener las ecuaciones (2.27) y (2.28) usando el producto 
punto. Por ejemplo, 


A, arar 2,2, 282,2, || A, 
A) | =| apas aja, aja, || A, (2.29) 
As. aya, asa, a¿:a, LA, 


En afán de totalidad, sería muy ilustrativo obtener las relaciones de transformación 
de punto o vector entre coordenadas cilíndricas y esféricas empleando las figuras 2.5 y 
2.6 (donde ¢ se mantiene como constante, puesto que es común a ambos sistemas). El 
problema 2.9 consistirá precisamente en ello. Adviértase que un punto o vector no cam- 
bia al transformarse; sólo se le expresa de otro modo. Así, por ejemplo, la magnitud de un 
vector seguirá siendo la misma después de la transformación de éste, lo cual puede ser- 
vir para comprobar el resultado de la transformación. 

La distancia entre dos puntos suele ser necesaria en la teoría electromagnética. La 
distancia d entre dos puntos con vectores de posición r, y r, es generalmente dada por 


d= |r, — r| (2.30) 
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Figura 2.6. Transformaciones de un vector unitario para 
coordenadas cilíndricas y esféricas. 


0) 


P=(x, xX)? + (0 = y? + (2, — zı} (en coordenadas cartesianas) (2.31 

@ = p + p? — 2p,p,cos(d, — $1) + (2, — 21)? (en coordenadas cilíndricas) (2.32 

d? = 2. + r? — 2r,r,cos 0, cos 0, (2.33 
— 2r,r, sen 0, sen 0, cosl, — ġı) (en coordenadas esféricas) 


Dados el punto P(2, 6, 3) y el vector A = ya, + (x + z)a,, exprese P y A en coordena 


Ejemplo 2. nde Eb: > A a A ES ; 
jempo: das cilíndricas y esféricas. Evalúe A en P en los sistemas cartesiano, cilíndrico y esféricc 


Solución: 
En el punto P: x = — 2, y = 6,2 = 3. Por tanto, 


p = Vx? + y? = V4 + 36 = 6.32 
= 17 = A = o 
ġo = tan > tan "3 108.43 


g 


=3 
r= V+ y +z = V4 +36+9=71 


AMAR a VE 
Z 


0 = tan an”? > 64.62? 


Así, 
P(-2, 6,3) = P(6.32, 108.43",3) = P(7, 64.62”, 108.43") 
En el sistema cartesiano, A en P es 
A = 6a, + a, 
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Respecto del vector A, A, = y, A, = x + z, A, = 0. En consecuencia, en el sistema ci- 
líndrico - 


A, cosp send 0 y 
Ag = |- senh „coso 0Ol||x+z 
A, 0 Qe-1 0 


A, = y cos ġ + (x + z) sen q 
A¿= —y sen ġ + (x+ z) cos ġ 
A,=0 

Pero x = p cos d, y = p sen d, cuya sustitución da como resultado 


A = (Ap Aj A.) = [p cos ġ sen ġ + (p cos ġ + z) sen ola, 
+ [ -psen* h + (p cos $ + z) cos ġ]a, 


En P 6 
p = V40, tan $ = —5 
Por tanto, 
ds A, ANAMI 
40 40 
=2 6 Y 6 
A =| va TF d+ (va +3): a 
40 V40 40 va0)” 


En forma similar, en el sistema esférico 


A, sen O cosp sen 6 sen ġ cos Q y 


Aa | =|cosgcosp cosGsend —sen 0 K Z 
As sen q cos ġo 0 0 


A, = y sen 0 cos h + (x + z)sen 0 sen q 


A, = y cos O cos ġ + (x + 2)cos 0 sen h 
Ag = y send + (x + z)cos ġ 
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Pero x = r sen 0 cos q, y = r sen 0 sen ġ, y z = r cos 6, cuya sustitución da como resultad: 
A = (A, Ap As) 
= r[sen? 8 cos $ sen 4 + sen 8 cos $ + cos 6) sen 8 sen ¿]a, 
+ r[sen 0 cos 0 sen ġ cos $ + (sen 8 cos $ + cos 0) cos 0 sen pla, 
+ r[—sen 0 sen? q + (sen 0 cos $ + cos 0) cos la, 


En P 
6 
r=, tan $ = -7> tan O = 3 
Por tanto, 
=2 | 6 3 3 40 
cosd=—=, send=—=, cosg=7, senó = —— 
VA VA0 7 7 


V e 3 


YN e —— —— . 
7 7 4/40 V40 7 40 v40 

+7- [F 6, (M Za, -2 la, 
7 ¿20 A 7 40 7/ vVa0 

a 18. 38 | 


A TA 
T e A V 


= —0.8571a, — 0.4066a, — 6.008a, 


Nótese que |A| es igual en los tres sistemas; esto es, 


|A (x, y z)| = |A (p; d, z)| = |A(r, 0, $)| = 6.083 
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Respuestas: a) P(3.162, 71.56%, 5), P(5.916, 32.319, 71.56), T(4, 270°, 3), 
TO; 53.139, 270°), S(S, 233.12, 10), $11.18, 153.43", 233.19). 
A A O A a e 
b) —>== (cos $ a, — sen d a, — z sen e a,), sen 0 (sen O cos y — 
) UE ( A p $ ag $ a,) (se $ 


r cos? 0 sen ġ)a, + sen 0 cos 0 (cos p + rsen O sen d)a, — sen Ó sen $ ag. 
`c) 0.8a, +2.4a,,0.82, + 2.4a,, 1.44a, — 1.92a, + 0.88, 


Exprese el vector 


mplo 2.2 
10 
B Ea + rcos0 a, + ay 


en coordenadas cartesianas y cilíndricas. Halle B (—3, 4, 0) y B (5, 7/2, -2). 


Solución: 


Usando la ecuación (2.28): 


10 
B sen ð cosh cosĝð coso —sen ġ r 
B, |= 
B: 


sen O sen $ cos 0 sen dq cos || rcos8 
cos O —sen 0 0 1 


10 
B, = sen 8 cos $ + r cos? 8 cos h — sen q 


B 


10 
y == send sen q + r cos? O sen p + cos q 


B.= 


z 


10 
y cos? — r cos O sen O 


Pero r = VER PEO ELA y $ = tan Z. 


En consecuencia, 
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La sustitución de todo ello da como resultado 


STA AAA AA e. q _—_-—_----22 == EA _AAAAASAS<S<— 


== —— PRD AIN a e / 


A AAA) V(é + y) 
y E DELANTE, E 
ICAA) Vety Él Vir? vVe+y 


E A AA dl 
Pr? VÆ +y +z) Ve+y 
10z Ne 

A+ yz? Ve+y+z 


B = B,a, + B,a, + Ba, 


B, = 


donde B,, B, y B; corresponden a las expresiones ya indicadas. 
En È 3,4, 0). x = —3,y = 4 y z = 0, de modo que 


30 4 
= =— + -= — 
B, 25 0 5 2 
40 3 
= — + — — = 
A 77 +01 
B,=0-0=0 


Por consiguiente, 
B= =2a, + a, 


Para la transformación del vector de coordenadas esféricas a cilíndricas (véase el pro- 


blema 2.9), 
10 
B, sen 0 coso 0 r 
Bs l= 0 O 1||rcosó 
B; cosg —senð 0 1 
O 


10 
B, = 7 senó + r cos? 0 


Pero r= Vp +z y0 = tan™! E 
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Así, 
p z 
sen 0 = —==—, cos O = 
Vp? + z p? -+ z? 
10 2 
B= 5% pe -= 2 
PEZ paez 
10z pz 
IO Barr g PEZ 
Por tanto, 


B= (2 $ nin )a + ay + (+ = es ) 
AMA EA MARA! 
En (5, 7/2, -2), p = 5,p = 1/2 y z = —2, de modo que 


B- (L+ )a +a (+ 10 ) 
29n 7 IL $ 29 V29 a; 


= 2.467a, + a, + 1.167a, 


Nótese que en (—3, 4, 0), 
[B(x, y, z)| = |B(p, $,z)| = |B(r, 0, ġ)| = 2.907 


Esto puede servir para comprobar el resultado. 


Ejercicio 2.2 
Exprese los vectores siguientes en coordenadas cartesianas: 
a) A = pz sen $ a, + 3p cos da, + p cos ġ sen ġ a,. 
b) B = r’ a, + sen 0 a}. 
4 a 1 2 
Respuestas: a) A = VER? [(xyz — 3xy)a, + (zy? + 3x°)a, + xy a,]. 


b) B = Va [lx + y + 2) — y]a, 
+[y( + y+ z) + xla, + z(x + y? + z)a}. 


{2.5. Superficies de coordenadas constantes 


En los sistemas de coordenadas cartesianas, cilíndricas y esféricas es fácil generar super- 
ficies manteniendo constante una de las variables de las coordenadas y permitiendo que 
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las otras dos varíen. Si en el sistema cartesiano x se mantiene constante y se permite que 
y y z varíen, se genera un plano infinito. De esto se deduce la posibilidad de los planos 
infinitos siguientes: 


x = constante 
| y = constante (2.34) 
z = constante 


| los cuales son perpendiculares a los ejes x, y y z, respectivamente, como se muestra en la 
figura 2.7. La intersección de dos planos es una línea. Por ejemplo, 


x = constante, y = constante (2:35) 
es la línea RPQ paralela al eje z. La intersección de tres planos es un punto. Por ejemplo, 
x = constante, y = constante, z = constante (2.36) 


es el punto P(x, y, z). De este modo, el punto P podría definirse como la intersección de 
tres planos ortogonales infinitos. Si P es (1, —5, 3), entonces P es la intersección de los 
planos x = 1,y =-—3yz=3. 

En coordenadas cilíndricas es posible generar superficies ortogonales de la misma 
manera. Las superficies 


p = constante 
dh = constante (2.37) 
z = constante 


se ilustran en la figura 2.8, en la que se advierte fácilmente que p = constante es un cilin- 
dro circular; $ = constante es un plano semiinfinito con su borde a lo largo del eje z, y 
z = constante es el mismo plano infinito que en el sistema cartesiano. El encuentro de 
dos superficies da lugar a una línea o un círculo. Así, 


z = constante, p = constante (2.38) 
z Figura 2.7. Superficies de x, y y z 
x = constante constantes. 


z = constante 


Q 


y =constante 
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z Figura 2.8. Superficies de p, y z constantes. 


p= constante 


z = constante 


d = constante 


es un círculo QPR de radio p, mientras que z = constante, ġ = constante es una línea se- 
miinfinita. Un punto es una intersección de las tres superficies de la ecuación (2.37). Por 
tanto, 


p=2, ¿=60, z=5 (2.39) 


es el punto P(2, 60°, 5). 
La naturaleza ortogonal del sistema de coordenadas esféricas es evidente al considerar 
las tres superficies 


r = constante 
8 = constante (2.40) 
ġ = constante 


las cuales se muestran en la figura 2.9, donde se advierte que r = constante es una esfe- 
ra con su centro en el origen; 0 = constante es un cono circular con el eje z como eje y el 
origen como vértice, y $ = constante es el plano semiinfinito equivalente al del sistema 
cilíndrico. Una línea es producto de la intersección de dos superficies. Por ejemplo: 


r = constante, ġ = constante (2.41) 


Figura 2.9. Superficies de r, O y 4 constantes. 


0 = constante 


r = constante 


y 


d = constante 
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es un semicírculo que pasa por Q y P. La intersección de tres superficies da como resul- 
tado un punto. Así, 


r=S, 0 = 30", $ = 60° (2.42) 


es el punto P(5, 30°, 60°). En general, un punto en el espacio tridimensional puede iden- 
tificarse como la intersección de tres superficies mutuamente ortogonales. Asimismo, un 
vector unitario normal a la superficie n = constante es +a,„, donde n es x, y, Z, p, ġ,r 00. 
Con relación al plano x = 5, por ejemplo, un vector unitario normal es +a,, mientras que 
a, lo es con relación al plano 4 = 20°. 


Dos campos vectoriales uniformes est:.a dados por E = —5a, + 10a, + 3a, y F = a, + 
2a, — 6a,. Calcule 


a) |E x Fl 
b) La componente vectorial de E en P(5, 7/2, 3) paralela a la línea x = 2, z = 3. 
c) El ángulo que forma E con la superficie z = 3 en P. 


Ejemplo 2.3 


Solución: 
a, da a 
a) EXF=|-S. 10 3 
1 2 -6 
= (-60 — 6)a, + (3 — 30)a,+ (—10 — 10)a, 
= (—66, —27, —20) 


|E x F| = V66 + 27? + 20? = 74.06 


b) La línea x = 2,z = 3 es paralela al eje y, de modo que la componente de E paralela a 
la línea dada es 


(E + a,)a, 
Pero en P(S, 7/2, 3), 
a, = sen ġ a, + cos ġ a; 
= sen 7/2 a, + cos 7/2 a, = a, 
Por tanto, 
(E <a ja = (Erana Sa, | (0 —5a,) 


c) Con base en el hecho de que el eje z es normal a la superficie z = 3, el ángulo entre el 
eje z y E, el cual se muestra en la figura 2.10, puede hallarse mediante el producto punto: 


p 


E + a,= |E|(1) cos 6, >3= V134 cos br, 


= 0.2592 >0g, = 74.98” 


3 
cos 0 y, = T 


De ahí que el ángulo entre z = 3 y E sea 
90° — Oy, = 15.02° 
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Figura 2.10. Para el ejemplo 2.3 c). 


Ejemplo 2.4 Dado un campo vectorial ) 


D =rsenga, — sen 0 cos h a, + as, 


| determine 


a) D en P(10, 150°, 20) 

b) La componente de D tangencial a la superficie esférica r = 10 en P. j 

c) Un vector unitario en P pernil aD y tangencial al al cono 9 = 150°. 
Shaila 511199) cn 

a) EnP, r= - 10,0 = = 150° y $ = 330°. Por tanto, 


$ 
Í f s9131 7 5 


D = 10 sen 330° a, — 1 sen 150 150° cos 330° ay + 100 a, = (—5, 0.043, 100) 
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| 

| b) Cualquier vector D puede descomponerse siempre en dos componentes ortogonales: 
| 

| 
| 


D = D, + D, 


donde D, es tangencial a una superficie dada y D,, es normal a ésta. Puesto que, en nues- 
tro caso, a, es normal a la superficie r = 10, 


D, = r sen ġ a, = —Ía 


r 


En consecuencia, 


D, = D — D, = 0.043a, + 100a, 


| c) Un vector en P perpendicular a D y tangencial al cono 6 = 150° es igual al vector per- 
| pendicular tanto a D como a a,. Así, 


a, ay as 
DXa = |-5 0.043 100 
0 1 0 
= —100a, — Sa, 
Un vector unitario a lo largo de éste es 
Wj = 100a, — Sa, 
IN a = — 52 = —0.9988a, — 0.0499a;. 
Ei V100? + 5 


Ejercicio 2.4 


Si A = 3a, + 2a, — 6a, y B = 4a, + 3a,, determine 

a) A: B. 

b) lA X BI. j P 
c) La componente vectorial de A a lo largo de a, en a, 1/3, 57/4). | 
Respuestas: a) —6, b) 34.48 y c) -0.116 a, + 0.201a,. 


Resumen 1. Los tres sistemas de.coordenadas de empleo más frecuente que usaremos en este tex- 
to son el cartesiano (o rectangular), el cilíndrico circular y el esférico. 
2. Un punto P se representa como P(x, y, z), P(p, d, z) y P(r, 0, d) en los sistemas carte- 
siano, cilíndrico y esférico, respectivamente. Un campo vectorial A se representa co- 
| mo (A, A,, A,) o A,a, + Aya, + A,a, en el sistema cartesiano, como (A, Aj A¿) O 
il A,a, + Aya, + Aa, en el sistema cilíndrico y como (4,, Aj, A) 0 4,2, + Aya, + Agag 
Ii en el sistema esférico. Dada la conveniencia de efectuar operaciones matemáticas 
| (adición, sustracción, producto, etc.) en el mismo sistema de coordenadas, siempre que 
sea necesario deberán realizarse transformaciones de punto y vector. 
3. La fijación de una variable espacial define una superficie; la de dos, una línea, y la de 
iii; tres un punto. 
4. Un vector unitario normal a la superficie n = constante es +a,. 
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| preguntas de repaso 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


Los intervalos de 0 y p dados por la ecuación (2.17) no son los únicos posibles. Todos los in- 
tervalos siguientes son intervalos adicionales de 8 y ġ, excepto 


a) 0=0<2r,0=<p4< 7 

b)0=06<21,0=<4¿=<27 

c) -—r=0=<TU=<0ST 

d) -mi2 = 0 = 112,0 = 4<27 

e) 0O<0=<T,-Tr<p$< "7" 

f —r<0<T,-Tr<p$< "TT 

¿Cuál de las expresiones siguientes es incorrecta en el punto cartesiano (—3, 4, —1)? 
a) p=-=3 


b) r = V26 


=t “EL 
c) 0 an i 

4 
d) $ =tan "3 


¿Cuál de los enunciados siguientes no es válido en el punto (0, 4, 0)? 


a) a¿= -—a, 
b) a, = —a, 
c) a, = 4a, 
d) a, = a, 


Un vector unitario normal al cono 0 = 30° es: 
a) a, 

b) a, 

c) as 

d) ninguno de los anteriores. 

En todo punto en el espacio, a, a, = 1. 


a) Cierto. 
b) Falso. 


Si H = 4a, — 3a, + 5a,, en (1, 7/2, 0) la componente de H paralela a la superficie p = 1 es 
a) 4a, 

b) Sa 
E) -384 

d) —3a, + Sa, 
e) Sa, + 3a, 


z 
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2.7. 


2.8. 


2.9. 


2.10. 


Dado G = 20a, + 50a, + 40a,, en (1, 7/2, 7/6) la componente de G perpendicular a la super- 
ficie 0 = 7/2 es 

a) 20a, 

b) 50a, 

c) 40a; 

d) 20a, + 40a, 

e) —40a, + 20a, 

La intersección de las superficies p = 2 y z = 1 es 
a) plano infinito 

b) plano semiinfinito 

c) círculo 

d) cilindro 

e) cono 


Haga coincidir los elementos de la lista de la izquierda con los de la derecha. Cada respues- 
ta puede usarse una vez, más de una vez o ninguna. 


a) 0 = 1/4 i) plano infinito 

b) $ = 271/3 ii) plano semiinfinito 
c) x= —10 iii) círculo 

d) r=1,0=711/3,4 = 7/2 iv) semicírculo 


e) p=5 v) línea recta 
/ p=3,49 = 5113 vi) cono 
g) p=10,z=1 vii) cilindro a 
h) r=4,49 = 1/6 viii) esfera 
i) r= 5,0 = 1/3 ix) cubo 
x) punto 


Una cuña es descrita por z = 0,30? < œ < 60°. ¿Cuál de los enunciados siguientes es inco- 
rrecto? 

a) La cuña se ubica en el plano x — y. 

b) Su longitud es infinita. 

c) En la cuña, 0 < p < o0 

d) Un vector unitario normal a la cuña es + a,. 


e) La cuña no incluye el eje x ni el eje y. 


Respuestas: 2.1b, f, 2.2a, 2.3c, 2.4b, 2.5b, 2.6d, 2.7b, 2.8c, 2.9a-vi, b-ii, c-i, d-x, e-vii, f-v, g-iii, h-iv, 
i-iii, 2.10b. 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.8. 
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Exprese los puntos siguientes en coordenadas cartesianas: 

a) P(1,60°,2) 

b) Q(2, 90°, —4) 

c) R(3, 45°, 210?) 

d) T(4, 7/2, 7r/6) 

Exprese los puntos siguientes en coordenadas cilíndricas y esféricas: 
a) P(1, -4, -3) 

b) Q(3,0,5) 

c) R(-2, 6,0) 


a) Si V = xz — xy + yz, exprese V en coordenadas cilíndricas. 
b) Si U = x? — 2y? + 32?, exprese U en coordenadas esféricas. 


Transforme los vectores siguientes en coordenadas cilíndricas y esféricas: 
a) D = (x + z)a, 
b) E= (y? — r)a; + xyza, + (e — 23)a, 
Convierta los vectores siguientes a los sistemas cilíndrico y esférico: 
xa, + ya, + da, 


a) F = 
Vx + y +2 
xa ya za 
b) c-e | ES AS + AÑ | 
VWer+ry+2 Very+r2 Very+z2 
Exprese los vectores siguientes en coordenadas cartesianas: 
a) A = p(z? +1)a, — pz cos ġ a, 
b) B = 2r sen 0 cos ġ a, + rcos0 cos 0 a, — rsen ġ a, 
Convierta los vectores siguientes en coordenadas cartesianas: 


a) C = z sen ġ a, — p cos ġ a, +2pza, 


Compruebe lo siguiente: 
a) a,* a, = cos ġ 
a, * a, = —sen ġ 
a,:a, = sen ġ 
a, * a, = cos ġ 
b) a 


,* a, = sen 0 cos ġo 
a, * a, = cos 0 cos q 
a, * a, = sen ĝ send 
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a, * a, = cos O sen $ 
a, ° a, = cos 0 
a, * a, = —sen g 


2.9. a) Demuestre que la transtormación de puntos entre coordenadas cilíndricas y esféricas se 
obtiene mediante 


p=rsen0,  z=rcosð, ¢ġ=¢ 


b) Demuestre que la transformación de vectores entre coordenadas cilíndricas y esféricas se 
obtiene mediante 


A, senð 0 cos A, 

Ap|=|coso 0 —sen0|| A, 

As 0 1 0 A, 
o 

Åp senð cosðô 0|| A, 

As|=| 0 0 1 || A, 

A, cosg -senf OJLAj, 


(Pista: use las figuras 2.5 y 2.6). 


2.10. a) Exprese el campo vectorial 
H = xyza, + %yza, + xyz’a, 


en coordenadas cilíndricas y esféricas. 


b) Determine H en (3, —4, 5) en coordenadas tanto cilíndricas como esféricas. 


GD Sea A = p cos da, + pz? sen q a, 
a) Transforme A a coorderadas rectangulares y calcule su magnitud en el punto (3, —4, 0). 


b) Transforme A al sistema esférico y calcule su magnitud en el punto (3, —4, 0). 


2.12. La transformación (A,, Ay, A) —> (Ay, A,, A¿) en la ecuación (2.15) está incompleta. Com- 
plétela expresando cos $ y sen $ en términos de x, y y z. Haga lo mismo con la transforma- 
ción (Ay, Ay, Aj) — (Ax, Ay, Az) en la ecuación (2.28). 


2.13. En el ejercicio 2.2, exprese A en coordenadas esféricas y B en cilíndricas. Evalúe A en 
(10, 7/2, 37/4) y B en (2, 7/6, 1). 
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(EXA) Calcule la distancia entre los pares de puntos siguientes: 


a) (2,1,5) y (6, —1,2) 
b) (3,712, —1) y (5, 3712,5) 
c) (10, 7/4, 377/4) y (5, rr/6, 7714). 


2.15, Describa la intersección de las superficies siguientes: 


a) x=2, y=5 

b) x=2, =-1, z=10 
c) r=10, 8 = 30° 

d) p=85, $ = 40° 

e) ġ = 60°, z=10 

f) r=S, $ = 90° 


2.16. En el punto T(2, 3, —4), exprese a, en el sistema esférico y a, en el rectangular. 


*2.17. Dados los vectores A = 2a, + 4a, + 10a, y B = —5a, + a¿— 3a,, halle 


a) A + B en P(0, 2, —5) 
b) El ángulo entre A y B en P 
c) La componente escalar de A alo largo de B en P 


2.18. Puesto que G = (x + y?)a, + xza, + (z? + zy)a,, encuentre la componente vectorial de G a 
lo largo de a, en el punto P(8, 30°, 60°). Exprese su respuesta en el sistema cartesiano. 


p 


*2.19. Si J = r sen 0 cos ġ a, — cos 20 sen p a, + tan > 


In ra, en 7(2, 7/2, 37/2), determine la compo- 
nente vectorial de J 


a) Paralelo a a, 
b) Normal a la superficie ġ = 37/2 
c) Tangencial a la superficie esférica r = 2 


d) Paralelo a la línea y = —2,z = 0 


2.20. Sea H — 5p sen ġ a, — pz cos h a, +2pa,. En el punto P(2, 30°, —1), encuentre: 


a) Un vector unitario a lo largo de H 
b) La componente de H paralela a a, 


c) La componente de H normal ap = 2 


d) La componente de H tangencial a $ = 30° 
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*2.21. Sea 
A = p(z? — 1)a, + pz cos a, + pa, 
y 


B = cos ġ a, + 2r sen 0 a, 


En 7(-3, 4, 1), calcule: a) A y B, b) la componente vectorial en coordenadas cilíndricas de A 
a lo largo de B en T y c) el vector unitario en coordenadas esféricas perpendicular tanto a 
A como a B en 7. 


*2.22. Una definición opcional de un punto P en el espacio es (r, œ, B, y), variables que se describen 
en la figura 2.11. Con base en esta definición, halle (r, a, 8, y) con relación a los puntos si- 
guientes: 


a) (=2,3,6) 
b) (4,30%, —3) 
c) (3,30%, 60°) 


(Pista: r es la r esférica, 0 < a, B, y < 27). 


Figura 2.11. Para el problema 2.22. 


PE IE ( E a, 


p P 


Exprese G únicamente en el sistema esférico. 
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a nn E 


Loco es sólo quien no se interroga. 


CHARLES P. STEINMETZ 


3.1. Introducción 

== AAA tells cis e e o rt ide nana a lu s 
Mientras que en el capítulo 1 nos ocupamos de la adición, sustracción y multiplicación de 
vectores en coordenadas cartesianas y en el capítulo 2 hicimos lo propio con relación a 
otros sistemas de coordenadas, en éste abordaremos el cálculo aplicado a vectores: inte- 
gración y derivación de vectores. 

Los conceptos que se explicarán en este capítulo aportan una terminología eficaz pa- 
ra la expresión de ciertas ideas fundamentales del electromagnetismo en particular y las 
matemáticas en general. La utilidad de estos conceptos resultará clara al aplicarlos en ca- 
pítulos posteriores; por lo pronto, conviene que el lector se concentre en el aprendizaje 
de las técnicas matemáticas respectivas. 


3.2. Longitud, área y volumen diferenciales 


Los elementos diferenciales de longitud, área y volumen son útiles en el cálculo apli- 
cado a vectores. Los definiremos en sistemas de coordenadas cartesianas, cilíndricas y 
esféricas. 


A. Coordenadas cartesianas 


En la figura 3.1 se advierte que 


1. El desplazamiento diferencial está dado por 


di = dx a, + dy a, + dz a, (3.1) 
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"Figura 3.1. Elementos diferenciales en 
el sistema derecho de coordenadas 
cartesianas. 


2. El área normal diferencial está dada por 


(32) 


como se ilustra en la figura 3.2. 
3. El volumen diferencial está dado por 


dv = dx dy dz (3.3) 


i Am, 


x 


Figura 3.2. Áreas normales diferenciales en coordenadas cartesianas: 
(a) dS = dy dz a,, (b) dS = dx dz a, y (c) dS = dx dy a,. 
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Estos elementos diferenciales son muy importantes, de modo que nos referiremos 
constantemente a ellos a lo largo de este libro. Sin embargo, en lugar de memorizarlos 
aprenda a deducirlos de la figura 3.1. En las ecuaciones (3.1) a (3.3) se advierte que dl y 
dS son vectores, mientras que dv es un escalar. En la figura 3.1, observe que si nos move- 
mos del punto P a Q (o de Q a P), por ejemplo, dl = dy a,, porque nos desplazamos en 
la dirección y, en tanto que si nos movemos de Q a S (o de Sa Q), dl = dy a, + dz a,, 
porque tenemos que mover dy a lo largo de y, dz a lo largo de z y dx = 0 (no hay movi- 
miento a lo largo de x). De igual manera, el desplazamiento de D a O significaría que 
dl = dx a, + dy a, + dz a,. 

La definición de dS es importante. El elemento diferencial de superficie (o área) dS 
puede definirse por lo general como ( 


dS=dSa, (3.4) 


donde dS es el área del elemento de superficie y a, es un vector unitario normal a la su- 
perficie dS (y en dirección de alejamiento del volumen si dS forma parte de la superficie 
que describe un volumen). Si se considera la superficie ABCD de la figura 3.1, por ejem- 
plo, dS = dy dz a,, mientras que en el caso de la superficie PORS, dS = —dy dz a, pues- 
to que a, = —a, es normal a PORS. 

Lo que debe recordarse siempre acerca de los elementos diferenciales es dl y cómo 
obtener de él dS y dv. Una vez recordado dl, es fácil hallar dS y dv. Por ejemplo, dS a lo 
largo de a, puede obtenerse de dl en la ecuación (3.1) multiplicando los componentes de 
dl a lo largo de a, y a,; esto es, dy dz a,. En forma similar, dS a lo largo de a, es el produc- 
to de las componentes de dl a lo largo de a, y a,; es decir, dx dy a,. Asimismo, dv puede 
obtenerse de dl como el producto de las tres componentes de dl; esto es, dx dy dz. Pro- 
longuemos ahora a otros sistemas de coordenadas la idea ya desarrollada aquí en torno 
a las coordenadas cartesianas. 


B. Coordenadas cilíndricas 


De la figura 3.3 se deduce que, en coordenadas cilíndricas, los elementos diferenciales 
pueden hallarse de la siguiente manera: 


1. El desplazamiento diferencial está dado por 


dl = dp a, + p dọ a, + dz a, (3.5) 


-2. El área normal diferencial está dada por 


dS = p dọ dz a, 
dp dz a; 
p do dp a, 


(3.6) 


y se ilustra en la figura 3.4. 
3. El volumen diferencial está dado por 


dv =p dp dy dz (3.7) 


r 
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Como se mencionó en la sección anterior respecto de las coordenadas cartesianas, 
también en este caso basta recordar dl; dS y dv pueden obtenerse fácilmente a partir de 
ella. Por ejemplo, dS a lo largo de a, es el producto de las componentes de dl a lo largo 
de a, y as; esto es, dp p dọ a,. Asimismo, dv es el producto de las tres componentes de dl; 


P 


es decir, dp p dọ dz. 


C. Coordenadas esféricas 
En la figura 3.5 se advierte que, en coordenadas esféricas, 


1. El desplazamiento diferencial es 


dl = dr a, + r d0 a, +'r sen 0 dọ as 


pag ` Qi a, 
dz 
dz 
B dp &. 
P 
(a) (b) (c) 


x 


Figura 3.4. Áreas normales diferenciales en coordenadas cilíndricas: 
(a) dS = p dọ dz a,, (b) dS = dp dz aj y (c) dS = p do dp a.. 


Figura 3.3. Elementos diferenciales en 
el sistema de coordenadas cilíndricas. 


(3.8) 
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F Figura 3.5. Elementos diferenciales en 


el sistema de coordenadas esféricas. 
SÁ =rsen0 dọ 


2. El área normal diferencial es 


dS = r° sen 0 dô dd a, 


r sen Ó dr dọ a, (3.9) 
r dr dð a, 


y se ilustra en la figura 3.6. 
3. El volumen diferencial es 


dv = r° sen 8 dr de do (3.10) 


ag 
rd $ dr 
(c) 


r sen ĝdo r sen bdo 


a, 
; dr 
rd0 > de 
a, 
(a) (b) 


xX 


Figura 3.6. Áreas normales diferenciales en coordenadas esféricas: 
(a) dS = r?sen 0 d0 dd; a,, (b) dS = 7 sen O dr dọ a, y ` 
(c) dS = r dr d9 as. 
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Ejemplo 3.1 


También esta vez es suficiente recordar dl, de la que se obtienen fácilmente dS y dv. 
Por ejemplo, d$ a lo largo de a, se obtiene como el producto de las componentes de dl a 
lo largo de a, y a,; esto es, dr - r sen 0 dd; dv es el producto de las tres componentes de 
dl; es decir, dr - r d0 - r sen 0 dè. 


Considere el objeto que aparece en la figura 3.7. Calcule 


a) La distancia BC. 

b) La distancia CD. 

c) El área de la superficie ABCD. 
d) El área de la superficie ABO. 
e) El área de la superficie AOFD. 
f) El volumen ABDCFO. 


Solución: 


Aunque los puntos A, B, C y D están dados en coordenadas cartesianas, es obvio que el 
objeto posee simetría cilíndrica. Así, el problema debe resolverse en coordenadas cilín- 
dricas. Los puntos se transforman de coordenadas cartesianas en cilíndricas de la mane- 
ra siguiente: 


A(5, 0,0) > A(5, 0°, 0) 


B(0,5,0) > B (52,0) 


C(0, 5,10) > C (57, 10) 
D(5, 0,10) > D(5, 0°, 10) 


z Figura 3.7. Para el ejemplo 3.1. 


c (0,5,10) 
D (5,0,10) 


B (0,5,0) ž 
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a) A lo largo de BC, dl = dz; por tanto, 
10 
ac = Jar=| dz = 10 
0 


b) A lo largo de CD, dl = p dọ y p = 5, así 


T>2 


ni2 
ED- | pido =5b|.. =2.5% 
0 0 


c) En cuanto a ABCD, dS = p dp dz, p = 5. En consecuencia, 


= 257 


P=5 


ni2? p10 ni2 10 
área ABCD = [ads = | | pdġ dz =5 | d | dz 
=0 z= 0 


- =0 0 
d) En cuanto a ABO, AS 
dS = p dọ dp y z = 0, de modo que 


Tİ2 m2 5 
área ABO = | | p dd dp = | do | p dp = 6.257 
0 0 


$=0"p=0 


e) En cuanto a AOFD, dS = dp dz y $ = 0°, así 


5 10 
área AOFD = | l dp dz = 50 


p=0 “z=0 


f) Respecto del volumen ABDCFO, dv = p dọ dz dp. Por tanto, 


5 mi2 10 10 mi2 5 
= [gz] | | pag dzdo= | az | ab | pdp = 6257 
p=0 “p=0 “2=0 0 0 0 


Ejercicio 3,1 


Remítase a la figura 3.26; ignore las longitudes diferenciales e imagine que el obje- 
to forma parte de un cascarón esférico. Así, se le podría describir como 3 <= r £ 5, 
60° = 0 = 90°, 45° = ġ = 60°, donde la superficie r = 3 equivale a AEHD, la super- 
ficie 0 = 60° es ARLEN la superficie ġ = 45° es ABCD. Calcule 

a) La distancia DH. j 

b) La distancia FG. 

c) El área de la superficie AEHD. aia 

d) El área de la superficie ABDC. : 
e) El volumen del objeto. 


Respuestas: a) 0.7854, b) 2.618, c) 1 179, d) 4.189 y D 4.276. 
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3.3. Integrales de línea, superficie y volumen 


El ya conocido concepto de integración se prolongará en este apartado a casos en los que 
el integrando implica un vector. Por una línea se entiende la trayectoria a lo largo de una 
curva en el espacio. Usaremos indistintamente los términos línea, curva y contorno. 


Dado un campo vectorial A y una curva L, definimos la integral 


b 
laca= | |A|cos 6 dl (3.11) 


L a 


como la integral de línea de A alrededor de L (fig. 3.8). Si la trayectoria de integración es 
una curva cerrada, como abca en la figura 3.8, la ecuación (3.11) se convierte en una in- 


tegral de contorno cerrado 


$ A-d (3.12) 


L 
la cual recibe el nombre de circulación de A alrededor de L. 


Dado un campo vectorial A continuo en una región que contiene la superficie plana 
S, la integral de superficie o el flujo de A a través de S (fig. 3.9) se define como 


y= [lAlcos0ds = [a-a as 
s s 
o simplemente 


(3.13) 


Figura 3.8. Trayectoria de integración de un campo 
vectorial A. 


trayectoria 1 L 
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Figura 3.9. Flujo de un campo vectorial 
A a través de la superficie S. 


superficie S 


donde, en cualquier punto sobre S, a, es el vector unitario normal a S. En el caso de una 
superficie cerrada (que define un volumen), la ecuación (3.13) se convierte en 


p= $ A -dS (3.14) 
S 


o flujo neto hacia fuera de A desde S. Adviértase que una trayectoria cerrada define una 
superficie abierta, mientras que una superficie cerrada define un volumen (figs. 3.11 y 3.16). 
Definimos la integral 


| p, dv (3.15) 


como la integral de volumen del escalar p, sobre el volumen v. El significado físico de una 
integral de línea, superficie o volumen depende de la naturaleza de la cantidad física repre- 
sentada por A o p,. Cabe señalar que dl, dS y dv son como se les definió en la sección 3.2, 


Puesto que F = xa, — xza, — y?a,, calcule la circulación de F alrededor de la trayectoria 
(cerrada) que aparece en la figura 3.10. 


Solución: 
La circulación de F alrededor de la trayectoria L está dada por 


jra- ([ [pra 


donde la trayectoria ha sido dividida en segmentos numerados de 1 a 4, como se muestra 
en la figura 3.10. 
Respecto del segmento 1, y = 0 = z 


F = xa, d| = dx a, 


Repárese en que dl siempre se considera a lo largo de +a,, de modo que en el segmento 
1 la dirección se considera tomando en cuenta los límites de la integración. Así, 


> 1 


1 


0 Y 
[r-a- Pra == 
1 1 3 
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Figura 3.10. Para el ejemplo 3.2. 


Respecto del segmento 2, x = 0 = z, F = —y?a,, dl = dy a, F + dl = 0. Por tanto, 


[r.a=o 


2 


Respecto del segmento 3, y = 1, F = xa, — XZA, — A, y dl = dx a,, + dz a,, de ma- 
nera que 


[r-a= [tr az= az) 


Pero en 3, z = x; esto es, dx = dz. Así, 


z 2 
0 3 


1 
fra- f e E y 
h 3 


3 


Respecto del segmento 4, x = 1, de modo que F = a, — za, — y°a,, y dl = dy a, + dz a,. 
En consecuencia, 


jr ‘d= 5 dy — y?dz) 


Pero en 4, z = y; es decir, dz = dy, de manera que 


0 2 310 
y y 5 
F . dl = Da pe d = ——=—_==_ =-— 
l | Ey = y)dy zak 
De la reunión de todos estos elementos obtenemos 
1 2 FS 1 
F-d =-= +0- +- 
f 3 ZG 6 
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Figura 3.11. Para el ejercicio 3.2. 


E 


Ejercicio 3.2 
Calcule la circulación de o o | 
A = pcos ġa, + z sen ġ a, 


alrededor del borde L de la cuña definida prO0=p<=2,0=<4=<607, z = 0 que 
aparece en la figura 3.11. 


111-321 


Respuesta: 1. 


3.4. Operador del 


El operador del, el cual se escribe V, es el operador diferencial del vector. En coordena- 
das cartesianas, 


(3.16) 


Este operador diferencial del vector, también llamado operador gradiente, no es un vec- 
tor en sí mismo, pero cuando, por ejemplo, opera sobre una función escalar, genera un 
vector. Este operador es útil para definir 


1. El gradiente de un escalar V, el cual se escribe VV. 

2. La divergencia de un vector A, la cual se escribe V - A. 
3. El rotacional de un vector A, el cual se escribe V X A. 
4. El laplaciano de un escalar V, el cual se escribe V?V. 


Cada uno de estos conceptos se definirá pormenorizadamente en las secciones posterio- 
res. Sin embargo, antes debemos obtener expresiones para el operador del V en coorde- 
nadas cilíndricas y esféricas. Esto se consigue sin problema empleando las fórmulas de 
transformación referidas en las secciones 2.3 y 2.4. 
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Para obtener V en términos de p, $ y z, recordemos que, de acuerdo con la ecua- 


ción (2.7),' 
p= Vx + y, tan $ == 
De ahí que 
ð ð send ð 
—= -e PA = 3; 
a go ap a (3.17) 
ð coso ð ; 
-= AE AA (3.18) | 


| sen 
| y dp p ð$ 


De la sustitución de las ecuaciones (3.17) y (3.18) en la ecuación (3.16) y el empleo de la 
ecuación (2.9) obtenemos V, en coordenadas cilíndricas, 


(3.19) 


para obtener 


ð ð cosócoshb ð send ð 
— = 0 — +t == == ——=— 3 
3y Sen cos $ 2 i z ET (3.20) 


ð ð  cosósend ð coso ð 
— z= 0 — E AIM — — — 2 
3 sen send z 30 > (3.21) 


i ð ð 0 ð 
—= 080 == (3.22) 
Óz dr r 00 


La sustitución de las ecuaciones (3.20) a (3.22) en la ecuación (3.16) y el empleo de la 
ecuación (2.23) da como resultado V que, en coordenadas esféricas: 


1 ð 
rN + a t 
Ae rsen0 0) 62 
| Nótese que en las ecuaciones (3.19) y (3.23) los vectores unitarios están colocados a la 
0 derecha de los operadores diferenciales, puesto que dependen de los ángulos. 


1 Un método más general para deducir V, V © A, V X A, VV y V?V consiste en emplear coordenadas 
`. curvilíneas. Véase, por ejemplo, M. R. Spiegel, Vector Analysis and an Introduction to Tensor 
Analysis, McGraw-Hill, Nueva York, 1959, pp. 135-165. 
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2.5. Gradiente de un escalar 


ias D 


a 


Una expresión matemática para este gradiente puede obtenerse evaluando la diferencia 


E”. en el campo dV entre los puntos P, y P, de la figura 3.12, donde V,, V, y V3 son contor- 
; nos en los que V es constante. Con base en el cálculo, 
A 
aV aV yv 
-j1 dyste ype E 
i ay dy e (3.24) 


V V 
= (Zat Za +2) * (dxa, + dya, + dza,) 


Para simplificar, sea 


= — + — — ñ 
pp a, 3y C + əz a, (3.25) 
Por tanto, 
dV = G-dl = G cos dl 
o 
` 
dV 
FTN G cos 0 (3.26) 


Figura 3.12. Gradiente de un escalar. 
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donde dl es el desplazamiento diferencial de P, a P, y 0 es el ángulo entre G y dl. De la 
ecuación (3.26) se deduce que dV/dl es máximo cuando 0 = 0; esto es, cuando dl está en 
la dirección de G. En consecuencia, 


=— = 32 
dl máx dn ( 7 
donde dV/dn es la derivada normal. Así, la magnitud y dirección de G son las de la máxima 
rapidez de cambio de V. Por definición, entonces, G es el gradiente de V. De este modo: 
aV oV oV 
E e a T N (3.28) 
El gradiente de V puede expresarse en coordenadas cartesianas, cilíndricas y esféri- 
cas con base tanto en la ecuación (3.28) como en las ecuaciones (3.16), (3.19) y (3.23). En 
el caso de las coordenadas cartesianas 


y en el de las coordenadas esféricas, 


mua, ERE LS ns 

a ro de rsen dp > 

He aquí las principales fórmulas de cálculo relacionadas con el gradiente, las cual 
pueden comprobarse con facilidad: 


e a) V(V + U)=VV + VU (3.31a 
| b)  V(VU)= VVU + UVV (3.31b 
V] UWV -VVU : 
c) J] = pr (3.31 
d) VV” = nV"! VV (3.31 


donde U y V son escalares y n es un entero. 
Las siguientes son a su vez las propiedades fundamentales del gradiente de un 
po escalar V: 


1. La magnitud de VV equivale a la máxima rapidez de cambio en V por unidad 
distancia. 


2. VV apunta en la dirección de la máxima rapidez de cambio en V. 


3. VV en cualquier punto es perpendicular a la superficie constante V que pasa pi 
ese punto (véanse los puntos P y Q de la figura 3.12). 


le 


Y 


Ejemplo 3.3 
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4. La proyección (o componente) de VV en la dirección de un vector unitario a es 
VV - a y se llama derivada direccional de V a lo largo de a. Ésta es la rapidez de 
cambio de V en la dirección de a. En la ecuación (3.26), por ejemplo, dV/dl es la 
derivada direccional de V a lo largo de P,P, en la figura 3.12. Así, el gradiente de 
una función escalar V proporciona tanto la dirección en la cual V cambia con 
mayor rapidez como la magnitud de la derivada direccional máxima de V. 


5. Si A = VV ,se dice que V es el potencial escalar de A. 


Halle el gradiente de los siguientes campos escalares: 
a) V= e™ sen 2x cosh y 

b) U = p?z cos 24 

c) W = 10r sen? O cos $ 


Solución: 
V ôV 
a) aL 
ôx dy ðZ 
= 2e™7 cos 2x cosh y a, + e™ sen 2x senh y a, — e”? sen 2x cosh y a, 
ðU 1 ðU oU 
b) VU = — a, + =— a, + — 
) e o? a” 
= 2pz cos 24 a, — 2pz sen 24 a, + p° cos 24 a, 
aW 19W 1 oW 
VW = —a, + -=— a + — 
c) A o AE p sen dd E 


= 10 sen? 6 cos $ a, + 10 sen 20 cos $ a, — 10 sen 0 sen $ as 


Ejercicio 3,3 


Determine el gradiente de los campos escalares siguientes: 
a) U= Y E YZ 0 

b) V = pz sen $ + z? cos? q + p? 

c) f = cos 0 sen $ Inr + ro 

Respuestas: a) y(2x + z)a, + x(x + z)a, + xya, 


b) (z sen $ + 2p)a, + (z cos $ E sen 2b)a, + 
(p sen $ + 2z cos? da, 


c) [2 Pi E 2rġ )a, 


s 


sen gsehibr e: 
A A 


(2. cos din $ r cosec 0 Ja, 
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Ejemplo 3.5 


Dado W = x?y? + xyz, calcule VW y la derivada direccional dW/dl en la dirección 
3a, + 4a, + 12a, en (2,1, 0). 


oW oW oW 
Solución: VW =a an a 
dx 


= (2xy* + yz)a, + (2x°y + x2)a, + (xy)a, 


En (2, 1, 0): VW = 4a, — 8a, — 2a, 


Por tanto, 
dW (3, 4,12) 4 
a E EE 
AOLE i $ 
Dado $e W + yz + xZ, alle el; gradiepie De en. wel punto (1, 27 ,3) y la derivada di 
reccional de ® en el mismo punto enla dirección Utd | punto (3, 4, 4). 
Ñ Respuesta: 5a, + 4a, + 3a, S AGE de y e COSA 3 


Encuentre el ángulo en el que la línea x = y = 2z interseca la elipsoide x? + y? + 22? = 1 


Solución: 


Sea que la línea y la elipsoide se encuentran en el ángulo y, como se muestra en la figu 
ra 3.13. La línea x = y = 2z puede representarse como 


r(A) = 24a, + 2ìa, + Aa, 
donde A es un parámetro. En el punto en el que la línea y la elipsoide se encuentran, 
(QA)? + (24)? + 22? = 10>A = +1 
Considerando A = 1 (por el momento), el punto de intersección es (x, y, z) = (2,2, 1). 


este punto, r = 2a, + 2a, + a. 


a, Figura 3.13. Para el ejemplo 3.5; plano de intersección de 


una línea con una elipsoide. 
Elipsoide 


Línea 
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La superficie de la elipsoide está definida por 
fx, y,2) = 2 + y? + 222 - 10 
El gradiente de f es 
Vf =2x a, + 2y a, + 4z a, 


En (2,2, 1), Vf = 4a, + 4a, + 4a,. Por tanto, un vector unitario normal a la elipsoide en 
el punto de intersección es 


Vf a, +a, +a, 
EE eeo P A 
Ivfl V3 
x ` 3 : Adoptando el signo positivo (por el momento), el ángulo entre a, y r está dado por 


a, 1 2+2+1. 5 


Así, Y = 74.21, Puesto que dispusimos de opciones de + o — para A y a,, en realidad hay 
cuatro ángulos posibles, dados por sen y = +5/(3 v3). 


3.6. Divergencia de un vector y teorema de la divergencia 


ME: En la sección 3.3 se señaló que de la integral $ A - dS se obtiene el flujo neto hacia fuera 
de un campo vectorial A desde una superficie cerrada S. Ahora definiremos la divergen- 
cia de A como el flujo neto hacia fuera por unidad de volumen por un incremento de su- 
perficie cerrada. 


Por tanto, 
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rl Ni MIN 


Aeae N 


Figura 3.14. Ilustración de la divergencia de un campo vectorial en P; 
(a) divergencia positiva, (b) divergencia negativa y (c) divergencia cero. 


donde Av es el volumen encerrado por la superficie cerrada S en la que se ubica P. Físi 
camente, la divergencia del campo vectorial A en un punto dado puede considerarse 
medida del grado en que ese campo diverge o emana de tal punto. En la figura 3.14(a) sẹ 
muestra que la divergencia de un campo vectorial en el punto P es positiva cuando el veg 
tor diverge en (o se aparta de) P. En la figura 3.14(b) aparece un campo vectorial] con di 
vergencia negativa (o convergencia) en P, y en la figura 3.14(c) un campo vectorial co 
| divergencia cero en P. La divergencia de un campo vectorial también puede concebirsi 
PE simplemente como el límite de la resistencia de origen del campo por unidad de volumer 
| (o densidad de origen); es positiva en un punto de origen en el campo, negativa en ui 
punto de confluencia y cero cuando no hay confluencia ni origen. 


| fi De la definición en la ecuación (3.32) puede obtenerse una expresión para V - A er 
¡ | H coordenadas cartesianas. Supóngase que deseamos evaluar la divergencia de un campo veg 
torial A en el punto P(xp, Yo, Zo); sea que ese punto esté encerrado por un volumen diferen 


cial, como en la figura 3.15. La integral de superficie de la ecuación (3.32) se obtiene de 


UN 
a Maa [apo] |) a 
| | | S anterior posterior izquierdo derecho superior inferior i 
a Un desarrollo tridimensional en series de Taylor de A, alrededor de P es 
JA, x 
A(x, y, 2) = A (Xo Yo, 20) + (x= Xo) 75 p (Y = Yo) TR (3.31 


JA y s 
+ (z — zo) ~| + términos de orden superior 
ðZ P 


Respecto del lado anterior, x = x, + dx/2 y dS = dy dz a,. Así, 


dx 0A, 


A - dS = dy dz | A,(Xo, Yo A 
1 A 4 e| alo Yo zo) 2 0% 


| + términos de orden superior 
P 


Respecto del lado posterior, x = xy — dx/2, dS = dy dz (—a,). Así, 


: ; dx ôA, 
| A: ds = =dy dz [do Yo» Zo) E E 
posterior f 


| + términos de orden superior 


2 0x P 
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z Figura 3.15. Evaluación de V - A en el 
punto P(Xy, Yo» Zo). 


Lado superior 


ja 


A Lado derecho 
y 
y 


Lado 
anterior 


En consecuencia, 


JA, 


f aas + | A + dS = dx dy dz 
` Janterior 


posterior ðx 


+ términos de orden superior (3.35) 
P 


Siguiendo pasos análogos obtenemos 


ðA, 
[ A-ds + | A + dS = dx dy dz — 
izquierdo y 


derecho ð 


+ términos de orden superior (3.36) 
P 


»/ 


+ términos de orden superior (3.37) 


JA 
| Ads + | A-dS = dx dy dz — 
superior 0Z P 


inferior 
Al sustituir las ecuaciones (3.35) a (3:37) en la ecuación (3.33), considerando que 
Av = dx dy dz, obtenemos 


£ 


lím 
Av>o Av 


BEE pe, 
ðx dy 0z 


(3.38) 


en P 


puesto que los términos de orden superior tienden a cero conforme Av — 0. En un siste- 
ma cartesiano, así, la divergencia de A en el punto P(x;, Yo, Zo) está dada por 


(3.39) 


Expresiones similares para V - A en otros sistemas de coordenadas pueden obtener- 
se directamente de la ecuación (3.32) o transformando la ecuación (3.39) en el sistema de 
coordenadas que corresponda. En el caso de las coordenadas cilíndricas, la sustitución 
de las ecuaciones (2.15), (3.17) y (3.18) en la ecuación (3.39) da como resultado 
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Al sustituir las ecuaciones (2.28) y (3.20) a (3.22) en la ecuación (3.39), obtenemos la di- 
vergencia de A en coordenadas esféricas 


1 04; 
rsend9 0) 


TRYN sen 0) + 


rsen 0 00 641) 


Las siguientes son las propiedades de la divergencia de un campo vectorial: 


1. Produce un campo escalar (ya que está implicado el producto escalar). 
2. La divergencia de un escalar V, div V, carece de sentido. 

3. V-(A+B)=V-A+V-:B 

4. V-(VA)=VV-A+A-VV 


Con base en la definición de la divergencia de A en la ecuación (3.32), cabe espe- 
rar que 


Para comprobar el teorema de la divergencia, el volumen v se subdivide en gran nú- 

. . . >A 

` mero de pequeñas celdas. Si la celda de orden k tiene un volumen Av, y está circunscri- 
ta por la superficie S, 


fa -as = Zf A-as= AR (3.43) 
Ss k Js k Avg ' 


k 
| 


Puesto que el flujo hacia fuera de una celda es para algunas celdas vecinas un flujo hacia 
dentro, hay anulación en la superficie interior, de modo que la suma de las integrales de 
superficie sobre la de S, es igual a la integral de superficie sobre la superficie S. La adop- 
ción del límite del miembro derecho de la ecuación (3.43) y la incorporación de E 
ecuación (3.32) resulta en 


faias- [v Aa (3.44) 
S y A | 


es decir, el teorema de la divergencia. Este teorema se aplica a todo volumen v circunscri- 
to por la superficie cerrada $, como se muestra en la figura 3.16, siempre que A y V-A 
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Figura 3.16. Volumen v encerrado por 
la superficie S. 


Volumen v: 
Superficie cerrada S 


sean continuos en la región. La experiencia demuestra que las integrales de volumen son 
más fáciles de evaluar que las de superficie. Así, para determinar el flujo de A a través de 
una superficie cerrada es preferible proceder con el miembro derecho, no con el izquier- 


do, de la ecuación (3.42). 


Determine la divergencia de estos campos vectoriales: 


a) P = x?yz a, + xz a, 
b) Q = p sen ġ a, + pza, + z cos ġ a, 


c) T= c050 a, + rsen0cos $ ay + cos 02 


r2 


Solución: 


a) V- P=ŽP, EAN Le 


ð ð ð 
= a 3 + yO taze? 


=2xyz +x 
b) V-Q= ioo) + 7500) + 
AG seng) tSS TF 
NERO 
c) TÍ (PT) + t- — 5 Tsen 0)+ a Es) 
= a (0090) + ag ag ren 0cos 6) + ensag 9) 


1 
=0+ + 
7 sen G 77 Sen Ê cos Ó cos ġ 0 


= 2 cos O cos ġ 
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Ejemplo 3.7 Si G(r) = 10e™™ (pa, + a,), determine el flujo de G hacia fuera de la superficie entera 
del cilindro p = 1,0 < z < 1. Compruebe el resultado con el teorema de la divergencia. 


Solución: h a l 
Si Yes el flujo de G a través de la superficie dada, como se muestra en la figura 3.17, en 
tonces B | 


v= $G-as= Y+ Y, + Y, 


donde Y,, %,, y Y, son los flujos a través de la parte superior, la parte inferior y los lados 
(superficie curva) del cilindro, como se observa en la figura 3.17. 
Respecto de Y, z = 1,d8= p dp dọ a,. Así, 


1 
10e “p dp dọ = 100 27)5 
0 


$=0 


fear, ; 


p=0 
= 10re~? 


e LA 
` Figura 3.17. Para el ejemplo 3.7. 
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Respecto de Y,, z = 0, y dS = p dp dy(—a,). Por tanto, 


1 27 P 1 
| G-dS = | | 10ep dp dọ = —10(2r) E 
b =0 4=0 2 lo 


p= 


Y, 


= —107 
Respecto de Y,, p = 1, dS = p dz dọ a,. Así, 


22 | 1 


e 
—2 lo 


1 27 
Y, = | G-:dS= | | 10e%p%dz dy = 10(1)127r) 
s 2=0*"49=0 


= 10r(1 — e`?) 


En consecuencia, 

P= Y, + Y, + Y, = 107 e? — 107 + 107(1— e?) =0 
Alternativamente, puesto que S es una superficie cerrada, podemos aplicar el teorema de 
la divergencia: 

Y = faas = [7-64 


Pero 
Za 
p 


L9 ð 


ð 
V-G=== += Ge + 
20 A APET G; 


tonoz 
= ——(p"10e7%) — 2067% = 0 
PE (p ) 
lo que demuestra que G no tiene origen. Por tanto, 


Y = (7-6) 4v=0 


Ejercicio 3.7 


Determine el flujo de D= p? cos? h a, + z send a, sobre la superficie cerrada del 
cilindro 0 = z = 1, p = 4. Compruebe con el teorema de la divergencia. 


Respuesta: 647. 


3.7. Rotacional de un vector y teorema de Stokes 


En la sección 3.3 definimos la circulación de un campo vectorial A alrededor de una tra- 
yectoria cerrada L como la integral $,A - dl. 
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| 
4 
| 
| 


Hiii Esto es, 
| 
1 


! $, A- dl 
rtA=VXA=| lím eS) a, (3.45) 
as>0 AS máx 


| p donde el área AS está circunscrita por la curva L y a, es el vector unitario normal a la su- 


| perficie AS, el cual se determina aplicando la regla de la mano derecha. 
HI A fin de obtener una expresión para V X A a partir de la definición en la ecuación 


(3.45), considérese el área diferencial en el plano yz de la figura 3.18. La integral de línea 
de la ecuación (3.45) se obtiene de la manera siguiente: 


jaa ğü ak $ j x | dd [jaa (3.46). 


Se desarrollan entonces las componentes del campo en desarrollo en serie de Taylor al- 
rededor del punto central P(x,, Yo» Zo) como en la ecuación (3.34), y se evalúa la ecuación 
(3.46). En el lado ab, dl = dy a, y z = Z — dz/2, de modo que 


A-a = dY] Ayro s Zo) == | 3.47 
| y (Xo Yo 0) 2 az |p ( ) 


En el lado bc, dl = dz a, y y = yọ + dy/2, de manera que 


dy ðA, 
A + dl = dz| Alxo, Yos Zo) + 57 (3.48) 
he 2 ðy lp 
En el lado cd, dl = dy a, y z = Zo + dz/2, de modo que 
dz 0A, 
A -dl = —dy | Ay(%o, Yo» 20) + 5737 (3.49) 
ed 2 0z lp 


Figura 3.18. Contorno usado para 


Aih: 1) } . 

ha NM | Z : 

i i evaluar la componente x de V X A 
en el punto P(xo, Yo» Zo). 
| i L j 
E 

LSD 

W WENI 1] dz 

IN 

ita a De hey 

M 2e A <_—MMNW 

AAA: dy 
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En el lado da, dl = dz a, y y = yọ — dy/2, de tal forma que 


dy ðA 
A -dl = —dz [Awo Yo» Zo) -7 i e 


k (3.50) 


La sustitución de las ecuaciones (3.47) a (3.50) en la ecuación (3.46), considerando que 
AS = dy dz, resulta en 


í $ A-d 04, 04, 
ím y — = — -— 
aso J, AS ðy ÓZ 
0) 
(rot A), = De TE (3.51) 


Las componentes y y x del rotacional de A pueden hallarse de la misma manera. Así 
obtenemos 


UA +0A, 
(rot A), = 32 T (3.52a) 
JA, JA 
tA), = — 222 .52b 
(rot A), Ew > (3.52b) 


La definición de V X A en la ecuación (3.45) es independiente del sistema de coor- 
denadas. En coordenadas cartesianas, el rotacional de A se encuentra fácilmente me- 
diante 


ES a 
ð ð ð , 
VxA=|=2 > — i 
əx ðy əz (33) 
A As “As 
(0) 
JA, JA, | | JA, JA, | 
>< = | —— ps la e 
DA | ðy 3 ôz ox |? 
ðA, (3.54) 
+ E p 
Ox 


La transformación de la ecuación (3.54) por medio de las técnicas de transformación de 
puntos y vectores referida en el capítulo 2 nos proporciona el rotacional de A en coorde- 
nadas cilíndricas, como 


a| Pap 2, 
1181-98 2 
plop ô əz 

G pir As 
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0) 


JA; DA, 


ia 
a, + əz == 3p as 


dd ðz 
t i 2%, (3.55) 
dp dp |* 
y en coordenadas esféricas, 
a, ra, rsen0a, 
1 od 0 ð 
VXA= A 
rsend lor 00 ð$ 
A, TrAg rsen0 As 
o 
ðA, sen 0 JA 
UE | (As ) J | 
r sen 0 
(3.56) 


| le sde e R 1 190%) 247 


rl sen 6 dd dr r dr EJ 


Las siguientes son las propiedades del rotacional: 


1. El rotacional de un campo vectorial es otro campo vectorial. 

2. El rotacional de un campo escalar V, Y X V, carece de sentido. 

3. Vx(A+B)=VXA+VXB 

4. v x (A X B) = A(V - B) — B(V - A) + (B - VA) — (A : V)B 

5. VX(VA)=VVxXA+VWVxA 

6. La divergencia del rotacional de un campo vectorial tiende a cero, esto es, 
V-(VxA)=0. 

7. El rotacional del gradiente de un campo escalar tiende a cero, esto es, vVXxvV=0. 


AA ANTI a ATI 
ES ZA AS = 


SES 


En el apéndice A se encuentran otras propiedades del rotacional. 
LIA El significado físico del rotacional de un campo vectorial es evidente en la ecuación 
EEN] (3.45); el rotacional proporciona el valor máximo de la circulación del campo por unidad 
HIDE de área (o densidad de circulación) e indica la dirección a lo largo de la que ocurre este 
| valor máximo. El rotacional de un campo vectorial A en un punto P puede considerarse 
una medida de la circulación o del grado en que el campo gira alrededor de P. En la fi- 
y gura 3.19(a), por ejemplo, se muestra el rotacional de un campo vectorial alrededor de P 
MIRAE dirigido hacia fuera de la página, mientras que en la figura 3.19(b) aparece un campo vec- 
torial con rotacional cero: 


Figura 3.19. Ilustración de un 

8 A rotacional: (a) rotacional en P que 
apunta hacia fuera de la página; 
(b) rotacional en P igual a cero. 


x 
x 
me. 


“Je 6 
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Figura 3.20. Determinación del sentido 
de dl y dS implicado en el teorema de 
Stokes. 


Trayectoria cerrada L 


Superficie S$ 


Asimismo, de la definición del rotacional de A en la ecuación (3.45) cabe esperar que 


baca | (1xA)-as (3.57) 
L S 


Esto se conoce como el teorema de Stokes. 


La comprobación del teorema de Stokes es similar a la del teorema de la divergen- 
cia. La superficie $ se subdivide en gran número de celdas, como en la figura 3.21. Si la 
celda de orden k tiene un área superficial AS, y está circunscrita por la trayectoria Ly, 


-dl 
A cae a (3.58) 


LO) p Figura 3.21. Ilustración del teorema de Stokes. 
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Como se muestra en la figura 3.21, la anulación de las trayectorias interiores ocasiona que 
la suma de las integrales de línea alrededor de la de L, equivalga a la integral de línea al- 
rededor de la curva delimitadora L. Así, la adopción del límite del miembro derecho de 
la ecuación (3.58) conforme AS, — 0 y la incorporación de la ecuación (3.45) resulta en 


f aca | (vxa)-ds 
L S 


es decir, el teorema de Stokes. 

La dirección de dl y dS en la ecuación (3.57) debe determinarse con base en la regla de 
la mano derecha o del tornillo de rosca derecha. Si, en el primer caso, concedemos que los 
dedos apuntan en la dirección de dl, el pulgar indicará la dirección de dS (fig. 3.20). Adviér- 
tase que mientras el teorema de la divergencia relaciona una integral de superficie con una 
integral de volumen, el teorema de Stokes relaciona una integral de línea (circulación) con 
una integral de superficie. 


Determine el rotacional de los campos vectoriales del ejemplo 3.6. 


(E 5 
Hips ]a 
Ox dy 


Solución: 
POTA S ÉS aP, a E E ZA 
dy  ðz se AO) > 
(0 0)a, + (y — z)a, + (0 — x22)a, 
(y — z)a, — x2za, 
b) 1 90, 00, aQ, ðQ, 
ea l N 


le (pOs) — Cr a 


Ear ġ-p 2)a, + (0 — 0)a, + 5 Gz — p cos ġ)a, 


-4 (z sen $ + p°)a, + (3pz — cos ¢)a, 


1 ð 
c) VXT= o (T ¿sen 0) — zans 


E E 
| -E A 
| once) 

a? > (cos 29 + r sen 0 sen $)a, + Ž (0 — cos 0)a, 


r sen 


1 sen O 
+1 (2rsenocos $ + 7 Ja 


cos 0 


( cos 20 


1 
- a 
EE ag (200 + 5) sen ô ay 


+ sen $) dh, 
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Si A = p cos q a, + sen $ as, evalúe $ A » dl alrededor de la trayectoria que se muestra 
en la figura 3.22. Compruebe con el teorema de Stokes. 


Solución: 
Sea 


b c d a 
À faal] +] de] +faca 
L a b c d 
donde la trayectoria L se ha dividido en los segmentos ab, bc, cd y da, como se indica en 
la figura 3.22... 
A lo largo de ab, p = 2 y dl = p dọ as. Por tanto, 


= -(V3-1) 


b 30° i 
Pa.a- f p sen ġ dọ = 2(—cos 4») 


30° 
a ġ=60° 60° 


Figura 3.22. Para el ejemplo 3.9. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


82 M CÁLCULO APLICADO A VECTORES 


A lo largo de bc, $ = 30° y dl = dp a,. Así, 


c 5 215 
laca] p cos $ dp = cos 30° — 2 
b E 2 12 4 


p=2 
A lo largo de cd, p = 5 y dl = p dọ aș. Por tanto, 


d 60? 
Pa-a=| psend dé =S(=00s 4) =3(V3=1) 
$=30 902 


(> 


A lo largo de da, $ = 60° y dl = dp a,. Así, 


a 2 212 
Para] p cos $ dp = cos 60° 5 ES 
d = 


p=5 


La reunión de todos estos elementos da como resultado 


2 2 4 


E pe 
L 


| =Z V3- 1) = 494 


== AZ - 


| 
| Aplicando el teorema de Stokes (puesto que L es una trayectoria cerrada) 


er 


-— = 


ji 

| f a-a= [(vxa)-as 

i L s 

|i Pero dS = p dọ dp a, y 

T ôA, =] pe =] 1 
MES $ 


vx = | + 2 A £] 


RR ea 


ðz dp 


| 1 
h a A UA 7 As 
Por consiguiente, 


60° Se bi 
[uxa)-as=| | AE dpdh 
S $=30° “p=2 P 


f sen $ df (1 + p)dp 


30° 2 


—cos $ 
30 


= E - 1) = 4.941 
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ES 
Con relación a un campo vectorial A, demuestre explícitamente que V : V X A = 0; es 
decir, que la divergencia del rotacional de cualquier campo vectorial es cero. 


Solución: 


Lo mismo que la que se refiere en el ejercicio 3.10, esta identidad vectorial es muy útil 
en electromagnetismo. Para efectos de simplificación, supongamos que A se encuentra en 
coordenadas cartesianas. l 


So E 
a a a\ |əx ay az 

. X = | —. — —,).. y$ 
N ONAA (Sg) Ae A A 


zi (2 LA 2) (2-2) - (2-2) (2 -)] 
dx' dy” ðz dy 07) dx 03) Nox ð 
ES -1 -2(E- 2) (2-4) 
dy \ 0x Oz Ox X 0x dy 
PA, A, A, E PA, A ZA, PA, 


0xX0y 0x0z 0dy0x  0yó0z  0z0x  0z0y 


YA, A, 


uesto que así sucesivamente. 
p q y 


ðôxðy  0yóx 
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3.8. Laplaciano de un escalar 


Para efectos prácticos es conveniente contar con un solo operador que sea el compuesto 
de los operadores gradiente y divergencia, Tal operador es el laplaciano. 


'ergenc 12 f 


Así, en coordenadas cartesianas, 
laplaciano V = V + WV = VV 
= Pa giti +a] [Za E La, 
dx EnitagiPla gozi 5 $ 
esto es, 


_ Y Y e 


= — + — + — 
ae y az 


Adviértase que el laplaciano de un campo escalar es otro campo escalar. 
El laplaciano de V en otros sistemas de coordenadas puede obtenerse medianti 
transformación a partir de la ecuación (3.60). En coordenadas cilíndricas, 


¿LP 
pP ap? 8z? 


y en coordenadas esféricas, 


109 av qu 3 aV 1 3Y 
oeoa 
a á ðr r sen 0 00 di 00 r sen? 0 ag? 


r? dr 


Se dice que un campo escalar V es armónico en una región dada si su laplaciano tiend 
a cero en esa región. En otras palabras, si 


VV=0 (3.6 


se satisface en la región, la solución para V en la ecuación (3.63) es armónica (de la fo 
ma de seno o coseno). La ecuación (3.63) se llama ecuación de Laplace. Dedicaremos 
ESI resolverla buena parte del capítulo 6. 

f Sólo hemos considerado e! laplaciano de un escalar. Pero puesto que el operador l 
placiano V? es un operador escalar, también es posible definir el laplaciano de un vect 
A. En este contexto, V?A no debe interpretarse como la divergencia del gradiente de 4 
lo cual carece de sentido, sino como el gradiente de la divergencia de A menos el rol 
cional del rotacional de A. Es decir, 
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Esta ecuación puede aplicarse al cálculo de V?A en cualquier sistema de coordenadas. En 
el sistema cartesiano (y sólo en él), la ecuación (3.64) se convierte en 


WA = VAa, + VAa, + VA,a, (3.65) 


Halle el laplaciano de los campos escalares del ejemplo 3.3; es decir, 
a) V = e? sen 2x cosh y 

b) U = p?z cos 249 

c) W = 10r sen? 6 cos $ 


Solución: 


En el sistema cartesiano, el laplaciano puede hallarse tomando la primera derivada y des- 
pués la segunda. 


i 2 2 2 
i a) VV = ay Xa A E oV E 
w ? d) 
. ð 
= — 32 h + — (e~? 
pA (3 cos 2x cosh y) ay (e7* cos 2x senh y) 


ob: 


ð 
ti Ea Fm (—e™ sen 2x cosh y) 


—4e™ sen 2x cosh y + e sen 2x cosh y + e“ sen 2x cosh y 


—2e * sen 2x cosh y 
2 2 


pô dp peor” a? 
-= aget z cos 2) — at z.cos 24 +0 
52 = 4z cos 2ġ — 4z cos 24 
=0 
A 1 ð ge cu aW 13 
sd AAA ( 0) + 
3 Por + r? sen 0 a0 Ni” r’ sen? 0 e 
1 
63) - > Sl z 0” sen? O cos q) ta EET A tube sen 20 sen 0 cos q) 
'or Y 248 sen? 0 cos $ 
Si r? sen? 0 
; _20 sen? 0 cos ġ G 20r cos 20 sen O cos d 
to r r? sen 0 
A > 10r sen 28 cos O cos $ _ 10cosġ 
xa r° sen 0 r 
_10 cos $ 


(2 sen? 0 + 2 cos 20 + 2 cos? 9 — 1) 


ý ETA + 2 cos 28) 
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migi IDU! 


13.9. Clasificación de los campos vectoriales 


Un campo vectorial se caracteriza inequívocamente por su divergencia y rotacional. ir 
guno de ellos sería suficiente por sí solo para describir por completo un campo. Tod 
campo vectorial puede clasificarse en términos de la tendencia o no tendencia a cero d 
su divergencia o rotacional, de esta manera: 


' 


a) V:-A=0,VXA=0 
b) V-A#0, VYXA=0 
c) V-A=0,VXAXO 
d) V-A#0,VXA#0 


En la figura 3.23 aparecen campos representativos de estas cuatro categorías. 


} rá 
$ — ANG 
dan coa EL og 2% Ñ 
kaia LES ME RA 
EN RMN Y | 
E Zino o co Zo pla È LE place! 
(a) (b) (e) (d) > 


Figura 3.23. Campos representativos con tendencia y no tendencia a cero de divergencia .. 
o rotacional. T 
(a) A=ka,V:A=0,VXA=0, 

(b) A=kr,V:A=3k,VXA=0, 

œ) A=kXr,V:A=0,V XA = 2k, : 

(d) A=kXr+ cr, V:A = 3c, V X A = 2k. 4 
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El flujo de tal campo carece de origen y confluencia. Con base en el teorema de la di- 
vergencia, 


faas = [vaa =0 (3.66) 
S dy 
Por ende, las líneas de flujo de A que entran en una superficie cerrada, también deben 
dejarla. Ejemplos de campos solenoidales son los fluidos incompresibles, los campos mag- 
néticos y la densidad de corriente de conducción en condiciones de estado estacionario. En 
general, el campo del rotacional de F (para cualquier F) es puramente solenoidal, pues- 
to que V * (V X F) = 0, como se demostró en el ejemplo 3.10. De este modo, un campo 
solenoidal A siempre puede expresarse en términos de otro vector F; es decir, 


si 


entonces (07) 


Esto es, un vector sin-rotacional es irrotacional. Con base en el teorema de Stokes 


[oxa as = fana =o (3.68) 
S 


L 


Así, en un campo irrotacional A, la circulación de A alrededor de una trayectoria cerra- 
da es idéntica a cero. Esto implica que la integral de línea de A es independiente de la 
trayectoria elegida. En consecuencia, a un campo irrotacional también se le conoce como 
campo conservativo. Ejemplos de campos irrotacionales son el campo electrostático y 
el campo gravitacional. En general, el campo del gradiente de V (para cualquier escalar V) 
es puramente irrotacional, ya que (véase el ejercicio 3.10) 


VX(VV)=0 (3.69) 
Por tanto, un campo irrotacional A siempre puede expresarse en términos de un campo 
escalar V; esto es, 
si 
(3.70) 


entonces 


Por esta razón, a A se le puede llamar campo potencial y a V el potencial escalar de A. 
Los motivos, de carácter físico, de la inserción del signo negativo en la ecuación (3.70) se 
volverán evidentes en el capítulo 4. 
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Un vector A es inequívocamente prescrito dentro de una región por su divergenci 
y su rotacional. Si hacemos que 


V:A=p, (3.71a) 


V XA =P, (3.71b) 


Helmholtz. Así, podemos expresar 
A= VVI+VXB (3.72) 


Si hacemos que A, = —VV y A, = V X B, es evidente, con base en el ejemplo 3.10 y e 
ejercicio 3.10, que V X A, =0yV X A, =0,lo que demuestra que A, es irrotacional y A, 
es solenoidal. Finalmente, de las ecuaciones (3.64) y (3.71) se deduce claramente que to: 
do campo vectorial posee un laplaciano que satisface 


VA = Vp,- Y X ps (3. 3) 


Demuestre que el campo vectorial A es conservativo si A posee una de estas dos propie 
dades: 

a) La integral de línea del componente tangencial de A a lo largo de una trayectoria que 
se extiende de un punto P a un punto Q es independiente de la trayectoria. 

b) La integral de línea de la componente tangencial de A alrededor de cualquier trayec 
toria cerrada es igual a cero. 


Solución: 
! j a) Si A es conservativo, V X A = 0, de modo que existe un potencial V; así 
E 
| 4 
| 
ra oV aV aV 
H a A r AT NT, 
| l kog n Yao 1i0Z .] 
i Por tanto, 


Q Q 
aV oV aV 
f aa=-] [Z ax + Xay + Dar 


i P p Lox 
| Es aV dy xk 
| p Lôx ds dy ds ðz ds 
Q 
=-| ds =-| dV 
p As P 


b 
| 
| 
o | 
10) 
Q 
| A-a =V(P) = V(O) 
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lo que demuestra que la integral de línea sólo depende de los puntos extremos de la curva. 
a é 
En el caso de un campo conservativo, así, | A * dl es simplemente la diferencia de po- 
B 
tencial en los puntos extremos. 


b) Si la trayectoria es cerrada, esto es, si P y Q coinciden, entonces 


faa = V(P) - V(P)=0 


1. Los desplazamientos diferenciales en los sistemas cartesiano, cilíndrico y esférico 
son, respectivamente 


dl = dx a, + dy a, + dz a, 
dl = dp a, + p do a, + dz a, 
dl = dra, + r d8 a, + rsen0 dọ a, 
Cabe señalar que dl siempre se considera en la dirección positiva; la dirección del 


desplazamiento tiene en cuenta los límites de la integración. 
2. Las áreas normales diferenciales en los tres sistemas son, respectivamente 


dS = dy dz a, 
dx dz a, 
dx dy a, 
dS = p dọ dz a, 
dp dz a; 
p dp dd a, 
` dS = r° sen 0 d0 de a, 
r sen 0 dr dọ a, 
r dr dô a, 
Note que dS puede estar en la dirección positiva o negativa, según la superficie en con- 
sideración. 
3. Los volúmenes diferenciales en los tres sistemas son 
dv = dx dy dz 
dv = p dp dọ dz 


dv = r° sen 0 dr d do 
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4. La integral de línea del vector A a lo largo de una trayectoria L está dada por f; A - dl. 
Si la trayectoria es cerrada, tal integral de línea se convierte en la circulación de A 
alrededor de L; es decir, $, A -+ dl. 

5. El flujo o integral de superficie de un vector A a través de una superficie S se define 
como fs A - dS. Cuando la superficie S es cerrada, tal integral de superficie se con- 
vierte en el flujo neto hacia fuera de A a través de S; es decir, $ A - dS. 

6. La integral de volumen de un escalar p, sobre un volumen v se define como f, p, dy, 

7. La derivación de vectores se realiza empleando el operador diferencial del vector 
V. El gradiente de un campo escalar V se denota con VV, la divergencia de un camp 
vectorial A con V : A, el rotacional de A con V X A y el laplaciano de V con V?y, 

8. El teorema de la divergencia, $; A + dS = f, V + A dv, relaciona una integral de su- 
perficie sobre una superficie cerrada con una integral de volumen. 

9. El teorema de Stokes, $, A : dl = fs (V X A): dS, relaciona una integral de líne 
sobre una trayectoria cerrada con una integral de superficie. 

10. Si la ecuación de Laplace, V?V = 0, es satisfecha por un campo escalar V en una re 
gión dada, se dice que V es armónico en esa región. 

11. Un campo vectorial es solenoidal si V - A = 0, e irrotacional o conservativo si V X A =() 

12. En la guarda posterior de este libro se presenta un resumen de las operaciones de 
cálculo aplicado a vectores en los tres sistemas de coordenadas. 

13. Las identidades vectoriales V - V X A = 0 y V X VV = 0 son muy útiles en electr 
magnetismo. Otras identidades vectoriales aparecen en el apéndice A.10. 


4) 
| | Preguntas de repaso 


| 
| 3.1. Considere el volumen diferencial de la figura 3.24. Haga coincidir los elementos de la col 


l | na de la izquierda con los de la derecha. 
| 1 a) dìde A a B i) dy dz a, 
HS 
| hi b) dde AaD ii) —dx dz a, 
fE c) ddeAaE iii) dx dy a, 
| d) dS para la cara ABCD iv) —dx dy a, 
J e) dS para la cara AEHD v) dxa, 
Í i f) dS para la cara DCGH vi) dy a, 
g) dS para la cara ABFE vii) dz a, 
3.2. Con relación al volumen diferencial de la figura 3.25, haga coincidir los elementos de la li 
de la izquierda con los de la derecha. 
H a) dde EaA i) —p dġ dz a, 
b) dde BaA ii) —dp dz a, 
| c) dideDaA iii) —p dp dọ a, 
d) dS para la cara ABCD iv) p dp do a, 
e) dS para la cara AEHD v) dpa, 
f) dS para la cara ABFE vi) p dọ a; 
| g) dS para la cara DCGH vii) dz a, 
i 


3.3. 


3.4. 


3.5. 
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Figura 3.24. Para la pregunta de repaso 3.1. 


En la figura 3.26 aparece un volumen diferencial en coordenadas esféricas. Haga coincidir 
respecto del elemento volumen los componentes de la columna de la izquierda con los de la 
derecha. 


a) dìde A a D i) —r sen 8 d9 de a, 
b) dde Ea A ii) —r sen 0 dr dọ a, 
c) dide A a B iii) rdr d0 a, 

d) dS para la cara EFGH iv) dra, 

e) dS para la cara AEHD v) r dô a, 

f) dS para la cara ABFE vi) rsen0 dọ a, 


Sir = xa, + ya, + za,, es el vector de posición del punto (x, y, z) y r = |r|, ¿cuál de las expre- 
siones siguientes es incorrecta? 

a) Vr = rir 

b) V:«r=1 

c) VW(r-r)=6 

d) Vxr=0 

¿Cuál de las combinaciones sigvientes carece de sentido? 


a) grad div 
b) div rot 
c) rot grad 
d) rot grad 
e) div rot 


Figura 3.25. Para la pregunta de repaso 3.2. 
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F Figura 3.26. Para la pregunta de repaso 3.3 
E (y también para el ejercicio 3.1). 
A rdo 
G 
D r sen 0 dy 
ag dr 
Y, K 
wa k 
r 
3.6. ¿Cuál de las expresiones siguientes es igual a cero? 


3.7. 


3.8. 


3.9. 


3.10. 


a) grad div 
b) div grad 
c) rot grad 
d) rot rot 


Dado el campo A = 3x?yz a, + x°z a, + (y — 22)a,, puede decirse que A es 


a) Armónico. 

b) Sin divergencia. 
c) Solenoidal. 

d) Rotacional. 

e) Conservativo. 


En la figura 3.27 aparece la densidad de corriente superficial J en una guía de ondas rectan- 
gular. En ella se observa que J diverge en la cara superior de la guía, mientras que carece de 
divergencia en la cara lateral. 

a) Cierto. 

b) Falso. 

El teorema de Stokes sólo es aplicable en presencia de una trayectoria cerrada y cuando € 
campo vectorial y sus derivadas son continuos en esa trayectoria. 

a) Cierto. 

b) Falso. 

c) No necesariamente. 


Si un campo vectorial Q es solenoidal, ¿cuál de las expresiones siguientes es cierta? 


a) $,Q:d=0 
b) $$0:aS=0 
c) VxQ=0 
d) YxQx0 
e) WQ=0 
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Figura 3.27. Para la pregunta de repaso 3.8. 


Respuestas: 3.1a-vi, b-vii, c-v, d-i, e-ii, f-iv, g-iii, 3.2a-vi, b-v, c-vii, d-ii, e-i, f-iv, g-iii, 3.3a-v, b-vi, c-iv, 
d-iii, e-i, f-ii, 3.4b, 3.5c, 3.6c, 37e, 3.8a, 3.94, 3.10b. 


3.1. Con base en la longitud diferencial dl, halle la longitud de cada una de las curvas siguientes: 


a) p=3,1/4< 49 < 11/2,z = constante 
b) r= 1,0 = 30°,0 < ġ < 60° 
c) r = 4,30° < 0 < 90°, ġ = constante 


3.2. Calcule las áreas de las superficies siguientes con base en el área diferencial dS: 


a) p=2,0 <z < 5,mr/3 << rl2 
b) z=1,1<p<3,0< ¢ < mi4 
c) r = 10, 7/4 < 0 < 2713,0 < p < 27 
p! d) 0 < r < 4,60° < 8 < 90°, $ = constante 


3.3. Use el volumen diferencial dv para determinar el volumen de las regiones siguientes: 


a) 0<x<1,1 <y.<2,=3 <<3 
b)2<p<5,TB3<H<rT,-1<2<4 
c) 1<r<3,7/2<0< 21/13, r/6 < h < rr/2 


3.4, Puesto que p, = x? + xy, calcule fs p,dS sobre la región y £ x?,0 < x < 1. 


3.5. Puesto que H = va, + y”a,, evalúe | H - dl, donde L es a lo largo de la curva y = x? de 
L 


(0, 0) a (1,1). 


3.6. Halle el volumen cortado a partir del radio de la esfera r = a por el cono 0 = a. Calcule el 
volumen cuando a = 77/3 y a = 1/2. 
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3.7. Sila integral Pr * dl se considera como el trabajo realizado para mover una partícula de A 
A 
a B, encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerza 
F= 2xy a, + (x — 2?) a, - 3x2? a, 
sobre una partícula que viaja de A(0, 0, 0) a B(2, 1, 3) a lo largo de 


a) El segmento (0, 0, 0) > (0, 1,0) > (2, 1, 0) > (2, 1,3) 
b) La línea recta (0, 0, 0) a (2, 1, 3) 


3.8. Si 
H = (x — y)a, + (+ + zy)a, + 5yz a, 


evalúe f H * dl a lo largo del contorno de la figura 3.28. 


3.9. SiV = (x + y)z, evalúe $ V dS, donde S es la superficie de la cuña cilíndrica definida po; 
s 


0 < ġ < 7/2,0< z < 2 y d$ es normal a esa superficie. 


3.10. Sea A = 2xya, + xza, — ya, Evalúe f A dv sobre: 


a) una región rectangular 0 = x = 2,0 sy £2,057 =2 
b) una región cilíndrica p =3,0 =< z = 5 
c) una región esférica r = 4 


3.11. La aceleración de una partícula está dada por a = 2.4a, m/s?. La posición inicial de la partícul 
es r = (0, 0, 0), mientras que su velocidad inicial es v = —2a, + Sa, m/s. a) Halle la posició 
de la partícula en el instante f = 1. b) Determine la velocidad de la partícula como una 
ción de t. 


3.12. Encuentre el gradiente de estos campos escalares: 


a) U = 4x2? + 3yz 
b) W = 2p(2? + 1) cos $ 
c) H = r° cos 0 cos y 


Figura 3.28. Para el problema 3.8. 
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3.13. Determine el gradiente de los campos siguientes y calcule su valor en el punto especificado. 
a) V = e +») cos 5z, (0.1, —0.2, 0.4) 
b) T = 5pe”* sen d, (2, 1/3, 0) 
sen ĝ sen Y 


c) Q= e (1, 7/6, 7/2) 


3.14. Determine el vector unitario normal a S(x, y, z) =x? + y? — z en el punto (1, 3, 0). 


3.15. La temperatura en un auditorio está dada por T = x? + y? — z. Un mosquito ubicado en 
(1, 1,2) en el auditorio desea volar en la dirección que le permita calentarse lo más pronto 
posible. ¿En qué dirección debe volar? 


3.16. Halle la divergencia y el rotacional de los vectores siguientes: 
a) A = e” a, + sen xy a, + cos xz a, 


b) B = pz? cos ġ a, + z sen? ġ a, 


c) C= r cos 0 a, — Ž sen 0 ay + 27? sen Ø ag 


GD) Evalúe V X Ay V-V XA si: 
a) A = xya, + y?za, — 2xza, 
b) A = pza, + pa, + 3pz%a, 
sen $ cos $ 
2 a, — E as 
3.18. Dado el vector de flujo de calor H = kVT, donde T es la temperatura y k es la conductividad 
térmica, demuestre que cuando 


c) A= 


TX TY 
T = 50 sen > cosh 7 


entonces V - H = 0. 
3.19. a) Compruebe que 


V-(VA)=VV:A+A-VV 


donde V es un campo escalar y A un campo vectorial. 
b) Evalúe V - (VA) cuando A = 2xa, + 3ya, — 4za, y V = xyz. 


3.20. a) Compruebe que 
Vx (VA) =VVxXA)+WVxA 


donde V y A son campos escalar y vectorial, respectivamente. 


1 
b) Evalúe V x (VA) cuando V PeT y A = rcos 0 a, + r sen 0 a, + sen 0 cos ġ aj. 


3.21. Si U = xz — x?y + y?z?, evalúe div grad U. ; 
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3.22. 


I 3.23. 


3.25. 


3.29. 


R 3.30. 


3.26. 


3.27. 


3.28. 


Demuestre que V In p = V X ġa, 


r Vo 
Vp=VX 
Demuestre que Ve (2 9 ) 


(24) Evalúe VV, V ‘VV yV X VV: 


a) V = 3x?y + xz 
b) V = pz cos ġ 
c) V = 4r? cos O sen $ 


Sir = xa, + ya, + za, y T = 2zya, + xy?a, + x?yza,, determine 
a) (V-mT 

b) (r - V)T 

c) V- r(r - T) 

d) (r- Vr 


Sir = xa, + ya, + za, es el vector de posición del punto (x, y, z), r = |r| y n es un entero, d 
muestre que: 


a) Y r’r = (n + 3)” 
b) Vxrr=0 


Si r y r son como se les definió en el problema anterior, compruebe que: 


a) V (nr) =* 


b) V (nr) = 


| 


Halle V?V en cada uno de los campos escalares siguientes 


a) V)=%+yY+2 
b) V, = pz? sen 24 
c) V; = (1 + cos.6 sen 4) 


Encuentre el laplaciano de los campos escalares siguientes y calcule su valor en el punto 
pecificado. 


a) U= *ye*, (1, -1,1) 
b) V = p?z(cos ġ + sen q), (5, 1/6, -2) 
c) W = e™ sen O cos d, (1, 7/3, 7r/6,) 


Si V = y y A = ya, + rza, — ya, halle: a) V?V, b) V2A, c) grad div A y d) rot rot 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


PROBLEMAS W 97 


Figura 3.29. Para el problema 3.31. 


631) Puesto que F = x”ya, — ya,, halle 
a) $, F + dl, donde L se muestra en la figura 3.29. 
b) fs (V X F) : dS, donde S es el área circunscrita por L. 
c) ¿Se cumple el teorema de Stokes? 
3.32. Sea D = 2p7%a, + p cos? pa,. Evalúe 


a) $¿D- ds 
b) f, V+ Ddv 


sobre la región definida por. 0.£ p = 5,—1 = z = 1,0 < $ < 2r. 


3.33. Si F = xa, + ya, + (2? — 1)a,, halle $ F - dS, donde S está definida por p = 2,0 < z < 2, 
s 
0=<d4=<27. 


3.34. a) Puesto que A = xya, + yza, +xza, evalúe $; A - dS, donde S es la superficie del cubo de- 
finido pr0=x=<1,0=<y<1,0=<z=<1. 


b) Repita el inciso a) sin cambios en S pero A = yza, + xza, + xya,. 


3.35. Compruebe el teorema de la divergencia 


faas = [vea dv 
S v 


en cada uno de los casos siguientes: 

a) A = xy’a, + ya, + y?za, y S es la superficie del cuboide definido por0<x<1, 
VETO EZ Sl. 

b) A = 2pza, + 3z sen $ a, — 4p cos q a, y S es la superficie de la cuña 0 < p< 2, 
0<9<45%0<Z2<5S,. 


c) A = Pa, + r sen 0 cos $ a, y S es la superficie de un cuarto de una esfera definida por 
0<r<3,0<4< mi2, 0 <9 < 712. 
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y y 


il 
y ——_p | 

x — Xx 
0 2 -2 -1 0 1 2 


(a) (b) 
Figura 3.30. Para el problema 3.37. 


3.36. El momento de inercia alrededor del eje z de un cuerpo rígido es proporcional a 


[e + y?) dx dy dz 


v 


Exprese esto como flujo de un campo vectorial A a través de la superficie del cuerpo. 


*3.37. Sea A = p sen ġ a, + p° ay. Evalúe $, A * dl cuando 


a) L es el contorno de la figura 3.30(a). 
b) L es el contorno de la figura 3.30(b). 
3.38. Calcule el flujo total hacia fuera del vector 
F = p? sen $ a, + z cos ġ a, + pza, 
a través del cilindro hueco definido por 2 = p = 3,0 = z £ 5. 


3.39. Halle el flujo del rotacional del campo 


T = = cos 0 a, + r sen 0 cos q a, + Cos 0 ag 


1 
A 
a través del hemisferio r = 4, z < 0. 


**3,40. Un campo vectorial está dado por 


Væ 
ex ls - y)a, + (x + y)a, 


Evalúe las integrales siguientes: 


a) f; Q : dl, donde L es el borde circular del volumen en forma de cono para helado 
aparece en la figura 3.31. 


b) fs, (V X Q)- dS, donde S, es la superficie superior del volumen. 
E) c) $5, (V X Q) : dS, donde S, es la superficie inclinada del volumen. 


Ñ | **Dos asteriscos indican problemas de alto grado de dificultad. 


*3,41. 


3.42. 


3.43. 


3.44. 


3.45. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


PROBLEMAS M 99 


z Figura 3.31. Volumen en forma de cono para helado 
para el problema 3.40. 


d) fs Q:dS 

e) fs, Q-aS 

I) SV- Qdv 

¿Qué obtiene al comparar los resultados de los incisos a) a f)? 


Un cuerpo rígido gira alrededor de un eje fijo que pasa por su centro con una velocidad an- 
gular «w. Si u es la velocidad en cualquier punto del cuerpo, demuestre que w = 1/2 V X u. 


Sean U y V campos escalares. Demuestre que 


$ UV -d = $ VVU - dl 
L L 
Demuestre que 


1 
[ rav = 5 $ rra 


donde r,r y n son como se les definió en el problema 3.26. 
Dado el campo vectorial 

G = (lóxy — z)a, + 8x%a, — xa, 
a) ¿Es Girrotacional (ó conservativo)? 


b) Halle el flujo neto de G sobre el cubo 0 < x,y,z, < 1. 
c) Determine la circulación de G alrededor del borde del cuadrado z = 0,0 < x,y < 1. 


Suponga la dirección contraria a las manecillas del reloj. 
Si el campo vectorial 
T = (axy + Bz)a, + (3x? — yz)a, + (3x2? — y)a, 


es irrotacional, determine «, £ y y. Halle Y + T en (2,-1, 0). 
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4 Campos electrostáticos 


Corre riesgos: si ganas, serás dichoso; si pierdes, serás sabio. 


r PETER KREEFT 


4.1. Introducción 
—_—— o————o——————ÁÁÁ—Á—— — — 0 — _—_ —Ká—a 


En dominio de algunas de las herramientas matemáticas esenciales para este curso, ya 

E estamos preparados para estudiar los conceptos básicos del electromagnetismo. Co- 
menzaremos por los conceptos fundamentales aplicables a campos eléctricos estáticos 
(o invariables en el tiempo) en el vacío, Un campo elecrostático es producido por una 
distribución de carga estática. El ejemplo clásico de este tipo de campos es un tubo de ra- 
yos catódicos. 

Pero antes examinemos brevemente la importancia de estudiar la electrostática, fas- 
cinante tema que presenta varias áreas de aplicación. La transmisión de energía eléctri- 
ca, los aparatos de rayos X y los pararrayos se asocian con potentes campos eléctricos; el 
diseño del equipo adecuado para tales actividades implica conocimientos de electrostáti- 
ca. También los dispositivos que se emplean en la electrónica de estado sólido se basan 
en la electrostática; entre ellos están las resistencias, los capacitores (o condensadores) y 
dispositivos activos como transistores bipolares y de efecto de campo, los cuales se basan 
en el control del movimiento de electrones mediante campos electrostáticos. Casi todos 
los dispositivos periféricos de computadoras, excepto la memoria magnética, se fundan 
en campos electrostáticos; las pantallas sensibles al tacto, los teclados de capacitancia, los 
tubos de rayos catódicos, las pantallas de cristal líquido y las impresoras electrostáticas 
son ejemplos representativos. En la labor médica, el diagnóstico suele efectuarse con la 
ayuda de la electrostática, incorporada en electrocardiogramas, electroencefalogramas y 
otros registros de órganos con actividad eléctrica como ojos, oídos y estómago. La electros- * 
tática posee asimismo numerosas aplicaciones industriales, como pintura por aspersión, 
electrodeposición, maquinaria electroquímica y separación de partículas finas, mientras 
que en la agricultura se le emplea para seleccionar semillas, rociar plantas, medir el con- 
tenido de humedad de los cultivos, hilar algodón y acelerar el horneado del pan y el ahu- 
mado de la carne.!»? , 


| Para varias aplicaciones de la electrostática, véase J. M. Crowley, Fundamentals of Applied Electros- 
tatics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1986; A. D. Moore, ed., Electrostatics and Its Applications, 
John Wiley & Sons, Nueva York, 1973, y C. E. Jowett, Electrostatics in the Electronics Environ- 
ment, John Wiley & Sons, Nueva York, 1976. 

2 Una interesante exposición sobre la magia de la electrostática se encuentra en B. Bolton, Electro- 
magnetism and lts Applications, Van Nostrand, Londres, 1980, p. 2. 
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Empezaremos nuestro estudio de la electrostática analizando las dos leyes fund; 
mentales que rigen a los campos electrostáticos: 1. la ley de Coulomb y 2. la ley de Gay 
Estas dos leyes se basan en estudios experimentales y son interdependientes. Aunque 
ley de Coulomb es aplicable a la determinación de campos eléctricos debidos a cualqui 
configuración de carga, es más fácil usar la ley de Gauss cuando la distribución de care 
es simétrica. En este capítulo se presentará el concepto de intensidad de campo eléctrig; 
el cual se desprende de la ley de Coulomb y se aplicará a casos que implican cargas pun 
tuales, lineales, superficiales y volumétricas. Problemas especiales cuya resolución con: 
ley de Coulomb es muy compleja se resolverán fácilmente aplicando la ley de Gauss, E 
este capítulo partiremos del supuesto de que el campo eléctrico se encuentra en el vací 
en el siguiente nos ocuparemos del campo eléctrico en el espacio material. 


4.2. Ley de Coulomb e intensidad de campo 


La ley de Coulomb es una ley experimental que debe su nombre al coronel francés Cha 
les Augustin de Coulomb, quien la formuló en 1785. Versa sobre la fuerza que una carg 
puntual ejerce en otra carga puntual. Por carga puntual se entiende una carga localizad; 
en un cuerpo cuyas dimensiones son mucho menores que las demás dimensiones perf 
nentes. Por ejemplo, una serie de cargas eléctricas en la cabeza de un alfiler son una car 
ga puntual. Esta carga se mide por lo general en coulombs (C). Un coulomb equiva 
aproximadamente a 6 X 10'* electrones; se trata, así, de una unidad de carga muy gran 
de, puesto que la carga de un electrón e = —1.6019 x 107% C. 


Eser ley de Coulomb establece que la fuerza Fentre dos cargas puntuales Qiy O, S 

OGAR E 1015 aby gorai Md SOTO AET OROS OOO EDO jaoqaib 7 
J2 ob: De dirección igual a la- de la línea que las une. A Wir 
-= 2. Directamente proporcional al producto QQ, de las cargas. DZO 

NES Inversamente proporcional, al cuadrado de la distancia R entre ellas.* 


Expresado matemáticamente, 


k Q10) 


F=% 
R* 


(41 


donde k es la constante de proporcionalidad. En unidades del sistema internacional (SI) 
las cargas O, y O, están en coulombs (C), la distancia R en metros (m) y la fuerza Fé 
newtons (N), de manera que k = 1/47re,. La constante £, se conoce como permitividad de 
- vacío (en farads por metro) y posee el valor 


= 9 X 10? F/m 


ÁTE, 


3 Para detalles adicionales de la comprobación experimental de la ley de Coulomb, véase W. E 
Magie, A Source Book in Physics, Harvard University Press, Cambridge, 1963, pp. 408-420. 


2) 
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Así, la ecuación (4.1) se convierte en 


- 20 43) 
4TE R 
Si las cargas puntuales O, y Q, se localizan en puntos con vectores de posición r; y 
r, entonces la fuerza F}, sobre O, debida a Q}, la cual se muestra en la figura 4.1, está da- 
da por E 


_ 210» 


brea haig R ar, (4.4) 
donde 
` R2 A CN y | í (4.5a) 
; R = |R,| (4.5b) 
R 
MR Fa (4.5c) 


Al sustituir la ecuación (4.5) en la ecuación (4.4), podemos expresar la ecuación (4.4) 
como 


Fi, = Riz (4.6a) 
T. 


n 00, (T2 — r;) 


— Arreg lr, = rl? 


12 (4.6b) 


Cabe señalar lo siguiente 


1. Como se observa en la figura 4.1, la fuerza F,, sobre O, debida a O, está dada por 
F; = |F2lar, z |F2|(-ar,) 


Fz > -F2 (4.7) 


puesto que 


aR AR, 


Figura 4.1. Fuerza vectorial de Coulomb sobre las 
cargas puntuales Q, y O). 


Origen 
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| RAT - - + - Figura 4.2. (a), (b) Cargas iguales se re 
l senties : A ISEA TEO pelen; (c) cargas distintas se atraen. 

| (a) _ (b) (c) 


2. Caii iguales (del mismo signo) se repelen, mientras que cargas distintas s se 
atraen. Esto se ilustra en la figura 4.2. 
3. La distancia R entre los cuerpos cargados Q, y Q, debe ser grande en compar; 
ción con las dimensiones lineales de los cuerpos; esto es, O, y O, deben ser carga a 
puntuales, 
.4. Q, y Q, deben ser estáticas (hallarse en reposo). 
5. Los signos de Q, y Q, deben tenerse en cuenta en la ecuación (4.4). 


Si se tienen más de dos cargas puntuales, es posible usar el principio de superposición 
para determinar la fuerza sobre una carga particular. Este principio establece que si N car: 
gas Q,, O), ..., Oy se ubican respectivamente en puntos con vectores de posición r}, E», ... 
Yy, la fuerza resultante F sobre una carga Q localizada en el punto r es la suma vectorial de 
las fuerzas ejercidas sobre Q por cada una de las cargas O,, O,, ... , Oy. En consecuencia 


_QQs(r=") , Q0kr=") , .., QQMr— 1») 


dre lr— nl?  4rre,|r — rol? 4rre,|r — ryl? 


o simplemente 


La intensidad de campo eléctrico E es, obviamente, de dirección igual a la de la fug 
za F y se mide en newtons/coulomb o volts/metro. La intensidad de campo eléctrico en € 
| punto r debida a una carga puntual localizada en r' se obtiene fácilmente de las ecuacic 
1145) nes (4.6) y (4.10), de la manera siguiente 


Q AE 


48 ia TE 4.11 
i ; A ATER E 4me,lr — r'|? ag 
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. Ty, la inten- 


sidad de campo eléctrico en el punto r se obtiene de las ecuaciones (4.8) y (4. 10) en esta 


forma 
ad O, (r — E) O,(r — r) 
4rreplr — nl? > 478, |r ~il? 
O 
r-r 
Ame, k=1 a T eel: 


Cargas puntuales de 1 mC y -2 mC se localizan en (3,21). y. (5 1, 


$ Oír — ry) 


4rre,|r — ryl? 


(4.12) 


zil 4), respectiva- 


mente. Calcule la fuerza eléctrica sobre una carga de 10 nC localizada en (0, 3, 1) y la 


intensidad de campo eléctrico en ese punto. 
Solución: 


00; 


k=1,2 4rre,R? $ 


_ Y Ope =) 
¿a tre, |r — ra 1? 
Q 107[(0, 3,1) =(,2-21] 

rŠ [(0,3,1).- (3,2 =1) 
10? -10- 107? (3,1, 2) 

ro a Pan » 


2(1, 4, —3) 


(=3, 1,2) a (2, -8, = 
14V14 26 V26 
F = —6.507a, — 3.817a, + 7.506a, mN 


En ese punto, 


=9. 107 


E = 


= (6.507, -3.817, 7.506): 


(1+ 16 + | 


2.10™°[(0, 3,1) — (-1, -1,4)] ) 
[(0, 3, 1) — (-1, —1, 4)1? 


F. 107° 
:= —650.7a, — 381. 7a, + 750.6a, kV/m f> 
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LESS NR y 


emplo 


LES 


A 


ADF 


Dos cargas puntuales de igual masa m y carga Q están suspendidas en un punto com 
por dos hilos de masa despreciable y longitud £. Demuestre que, en equilibrio, el án 
de inclinación æ de cada hilo respecto de la vertical está dado por 


O = 167 smg? sen? a tan a 
Si a es ínfimo, demuestre que 


y 2 


lg l6rremgl? 


Solución: 


Considere el sistema de cargas que aparece en la figura 4.3, donde F, es la fuerza eléct; 
ca o de coulomb, 7 la tensión en cada hilo y mg el peso de cada carga. En A o B 


T sen a = F, 


T cos a = mg 


Por tanto, 

sena sy E, t Elo) Q? 

cosa mg mg mer? 
Pero 

r= 2f sen a 
Así, 
Q? cos a = 16re mgl? sen? a 

o 


Q? = 16rre,mgt? sen? a tan a 
como se solicitó. Cuando « es ínfimo 


tan Y = a = sen q 


Figura 4.3. Partículas cargadas suspendidas; para 
ejemplo 4.2. 


ri 


emplo 4.3 
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de manera que 
Q? = 16rre,mgt? a? 


2 
00 * 
l6rreymgt? 


Qu = 


Ejercicio 4.2 


Tres pequeñas esferas idénticas de masa m están suspendidas de un punto común 
por hilos de masa despreciable e igual longitud €. Una carga O se divide en partes 
iguales entre las esferas, lás cuales alcanzan el equilibrio en los vértices de un trián- 


gulo equilátero horizontal cuyos lados son d: Demuestre que 


má, aan 
0%= 12remgd'| € -= z] 


donde g = aceleración debida a la gravedad. 


4 
RS 
$ 


$ 
t $ eE 


Respuesta: Comprobación. 


La separación electrostática de sólidos es una aplicación práctica de la electrostática. 
El mineral de fosfato de Florida, consistente en pequeñas partículas de cuarzo y roca 
fosfatada, por ejemplo, puede separarse en sus componentes aplicando un campo eléc- 
trico uniforme, como se muestra en la figura 4.4. Si se supone una velocidad y un des- 
plazamiento iniciales de cero, determine la separación entre las partículas tras caer 80 
cm. Sea E = 500 kV/m y Q/m = 9 uC/kg para partículas de carga tanto positiva como 
negativa. 


Figura 4.4. Separación electrostática de sólidos; para 
el ejemplo 4.3. 
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|! Solución: 
Ignorando la fuerza de Coulomb entre partículas, la fuerza electrostática actúa horizon: 
talmente sobre éstas, y la fuerza gravitacional (peso) verticalmente. Así, 


Px 
OE =m ae a, 
$ O 
f Px 0 
| dé  m 


Al integrar dos veces 


Q 


r= p + cit + 0) 


donde ç y c, son constantes de integración. De igual forma, 


æ 
in 
(0) 
dy l 
gaT TE 


Al integrar dos veces obtenemos 
y = —1/2gÉ + ct + c, 
Puesto que el desplazamiento inicial es de cero, 
x(t=0)=0>c=0 
y(t = 0) = 0—>c=0 


Asimismo, a causa de la velocidad inicial de cero, 


dx 
aat =0 = 
al >c=0 
dy ; 
FA aT a= 
lii Así 
| A 2 a 
H z- | Ir 
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Cuando y = —80 cm = —0.8 m 


_08x2 
9.8 


P = 0.1633 


x = 1/2 X 9 X 1076 x 5 x 105 x 0.1633 = 0.3673 m 


La separación entre las partículas es 2x = 73.47 cm. 


Ejercicio 43. i GDETUZJTOMOVAGD HON 


Un electrodo en forma de cuña en un cohete de iones emite iones positivos de ce- 
sio en dirección a la región descrita por x > |y]. El campo eléctrico es E = —400a, 
+ 200a, kV/m. Los iones poseen cargas electrónicas únicas e = —1.6019 x 10719 Č 
y masa m = 2.22 X 107” kg y viajan en el vacío con velocidad inicial cero. Si la 
emisión se confina a —40 cm < y < 40 cm, halle el valor máximo de x que es posible 
alcanzar. 


iy { 


(estimulo pe ) 
Respuesta: 0.8 m. 


4.3. Campos eléctricos debidos a distribuciones continuas de carga 


Hasta aquí sólo hemos considerado fuerzas y campos eléctricos debidos a cargas puntua- 
les, las que ocupan un espacio físico muy reducido. Sin embargo, también es posible una 
distribución continua de carga a lo largo de una línea, sobre una superficie o en un volu- 
men, como se ilustra en la figura 4.5. 

Se acostumbra denotar la densidad de carga lineal o carga de línea, la densidad de 
carga superficial y la densidad de carga volumétrica con Pı (en C/m), ps (en C/m?) y p, 
(en C/m?), respectivamente. Estos símbolos no deben confundirse con el de p (sin subín- 
dice), el cual designa la distancia radial en coordenadas cilíndricas, 

El elemento de carga dQ y la carga total O debidos a esas distribuciones de carga se 
obtienen, en referencia a la figura 4.5, de la manera siguiente: 


dQ = p,dl>0= | p dl (carga de línea) (4.13a) 
L 


Figura 4.5. Diversas distribuciones de 
carga y elementos de carga. 


PL + 
+ 
Q 42 
+0 + 
Carga Carga Carga Carga 


puntual de línea superficial volumétrica 
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dQ = psds>0 = | ps dS (carga superficial) (4.13b 
5 4) 


dQ = p,dv>0 = | p, dv (carga volumétrica) (4.130) 


La intensidad de campo eléctrico debida a cada una de las distribuciones de carga p, 
Ps Y P, puede considerarse como la sumatoria del campo al que contribuyen las numero. 
sas cargas puntuales que componen la distribución de carga. Así, el reemplazo de Q en la 
ecuación (4.11) por el elemento de carga dQ = p, dl, ps dS o p, dv y la posterior integra- 
ción dan como resultado 


dl 
E = | he 7 paar (carga de línea) (4.14) 
p o 

dS 
5 pz par (carga superficial) (4.15) 
py dv E l 
E = me RE ar (carga volumétrica) (4.16 

O 


Cabe indicar que R? y az varían al evaluarse las integrales de las ecuaciones (4.13) 4 
(4.16). Apliquemos ahora estas fórmulas a distribuciones de carga específicas. 


A. Carga de línea 


Considérese una carga de línea con densidad de carga uniforme p, que se extiende de 4 
a B alo largo del eje z, como se muestra en la figura 4.6. El elemento de carga dQ aso 
ciado con el elemento dl = dz de la línea es 


dQ = p, dl = p, dz 


Figura 4.6. Evaluación del campo E debido. 
una carga de línea. 
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y de ahí que la carga total O sea 


Q= | ps (4.17) 


Za 


La intensidad de campo eléctrico E en un punto arbitrario P(x, y, z) puede hallarse 
mediante la ecuación (4.14). Es importante aprender a deducir y sustituir cada término 
de las ecuaciones (4.14) y (4.15) en referencia a una distribución de carga dada. Se acos- 
tumbra denotar el punto del campo? con (x, y, z), y el punto de origen con (x', y”, z’). Así, 
con base en la figura 4.6, 


dl = dz' 
R = (x, y, 2) — (0,0,z') = xa, + ya, + (z — 2)a, 


R = pa, + (2-2') a, 
Rem REDE +HP IP= py 


Al sustituir todo esto en la ecuación (4.14) obtenemos 


SHE. | a EOS kag (4.18) 


T Ame, +29” dz 


Para evaluar esta expresión, es conveniente que definamos a, a, y &, como en la fi- 
gura 4.6. 


R = [p? + (z — 29] = p seca 
z' =OT-—ptana,- dz' = —p se? a da . 


Así, la ecuación (4.18) se convierte en 


MES [tesga [cos æ a, + sen a a,] da » 
AMES da p sec a 
PL | F [ ] 
= — cos a a, + sen a a,] da (4.19) 
4e P Ja 
De este modo, respecto de una carga de línea finita, 
E = a [—(sen a, — sen ay)a, + (cos a, — cos a )a,] (4.20) 


* El punto del campo es el punto en el que el campo será evaluado. 
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En el caso especial de una carga de línea infinita, el punto B está en (0, 0, 00) y A ey 
(0, O, —00), de manera que a, = 7/2, a, = —11/2; la componente z tiende a cero y la ecua: 
ción (4.20) se convierte en 


= a 
2rre.p ” 


Téngase en mente que la ecuación (4.21) se obtiene con relación a una carga de línea 
finita a lo largo del eje z, de modo que p y a, mantienen su significado usual. Si la líneg 
no sigue la dirección del eje z,p es la distancia perpendicular de la línea al punto de in: 
terés y a, un vector unitario a lo largo de esa distancia dirigido de la carga de línea al p In 
| to del campo. 
| 


IÈ 


B. Carga superficial 


Considérese una lámina infinita de carga en el plano xy con densidad de carga unifo me 
ps La carga asociada con un área elemental dS es 


dQ = p; dS 


y de ahí que la carga total sea 
Q= Pos ds (4.22 


A partir de la ecuación (4.15), la contribución al campo E en el punto P(0, 0, A) por la su: 
perficie elemental 1 de la figura 4.7 es 


d 
dE = Q 


ar (4.23) 


4re,R? 


Xx 


| j d Figura 4.7. Evaluación del campo E debido a una lámina infinita de carga. 
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Con base en la figura 4.7, 
R = p(-a,) + ha,, R = |R| = [p? + k?}2 
R 


ar= p “Q= psdS = psp dọ dp 


La sustitución de estos términos en la ecuación (4.23) da como resultado 


_Ppspdódp[—pa, + ha,] 


ur 4re.[p? + pepa 


(4.24) 


A causa de la simetría de la distribución de carga, para cada elemento 1 hay un corres- 
pondiente elemento 2 cuya contribución a lo largo de a, anula la del elemento 1, como se 
ilustra en la figura 4.7. Así, las contribuciones a E p Yesultan en cero, de manera que E sólo 
tiene componente z. Esto también puede demostrarse matemáticamente reemplazando 
a, por cos ġ a, + sen $ a,. La integración de cos $ o sen $ sobre 0 < $ < 277 da cero. En 


consecuencia, 
27 
hp dpd 
E = | a£, = Ps | | 2? a 
4r8o loza do=0 [p? + A?) 


AN 
0 


fo, ca - [p? + mea, 


0 


E=%a, (4.25) 


lo cual quiere decir que E sólo tiene componente z si la carga está en el plano xy. En ge- 
neral, respecto de una lámina infinita de carga 


E = "a a, (4.26) 
o 


donde a,, es un vector unitario normal a la lámina. De-la ecuación (4.25) o (4.26) se dedu- 
ce que el campo eléctrico es normal a la lámina y, sorpresivamente, independiente de 
la distancia entre la lámina y el punto de observación P. En un capacitor de placas pa- 
ralelas, el campo eléctrico existente entre las dos placas con cargas igual y opuesta está 
dado por 

Ps AS 


Ps 
E = — + —— (— = — 
E a, 2e, ( an) Eo a, (4.27) 


C. Carga volumétrica 


Sea la distribución de carga volumétrica con densidad de carga uniforme p, como se 
muestra en la figura 4.8. La carga dQ asociada con el volumen elemental dv es 


dQ = p, dv 


http:/Mlibreria-universitaria.blogspot.com 


116 $ CAMPOS ELECTROSTÁTICOS 


dv en (r',0',p') 


Figura 4.8. Evaluación del campo E debido a una distribución 
volumétrica de carga. 


y de ahí que la carga total en una esfera de radio a sea 


| orav =p, | av a 


= Ara? 
Py 3 


Q 


El campo eléctrico dE en P(0,0,z) debido a la carga volumétrica elemental es 


p, dv 
dE = 
drre,R? "e 


donde az = cos q a, + sen & a,. A causa de la simetría de la distribución de carga, las ci 
tribuciones a E, O E, resultan en cero. Así, sólo resta E., dado pór 


Py [dvcosa 
E= Eco | dE cosa = 2 | ee (4 
En este caso debemos deducir expresiones para dv, R? y cos a. 


dv = r° sen 0' dr' de' dọ' (4. 
La aplicación de la regla del coseno a la figura 4.8 produce Sui | 


R=2+r?-— 2zr' cos 0' 


| 
ME r2 = z? + R — 2zR cos a 
| 


(4.28 


S CO; 


Ejemplo 4.4 
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Es conveniente evaluar la integral de la ecuación (4.29) en términos de R YT Por tanto, 
expresamos cos 0”, cos a y sen 0' d’ en términos de R y r'; esto es, 


z ¿le Re E r’? 


cos a = ZR (4.31a) 
24 2 R2 
cos 0' = Aca (4.315) 


2zr 


Tras derivar la ecuación (4.31b) respecto de 0’ y mantener fijas z y r', obtenemos 


Rd 


sen 0' d0" = — (4.32) 
zr 
La sustitución de las ecuaciones (4.30) a (4.32) en la ecuación (4.29) produce 
An a z+r' 2 2.2 
E, = Py | do' | | ¿aer y o k 
4me, $'=0 r'=0 "R=z-r' zr 2zR R 
p em pa ptr 22. 
= | | r E + rd TE | dR dr 
BTE S) o PEt R? 
e 2 _ p 2 ]2+r" 
= peo | dE = Ea dr' 
= ATEZ b R gier 
pronfi shoq lug Ab ( 4 ) 
= 4 d =r no) pá a Ñ 
Are? | dl ATE 223 p 
o 
F 4.33 
Are" (4.33) 


Este resultado corresponde a E en P(0, 0, z). A causa de la simetría dé la distribución de 


carga, el campo eléctrico en P(r, 6, ġ) se obtiene fácilmente de la ecuación (4.33), así 


= AREA a, (4.34) 


lo cual es idéntico al campo eléctrico en el mismo punto debido a una carga puntual O 
ubicada en el origen o en el centro de la distribución esférica de carga. La razón de esto 
será obvia cuando nos ocupemos de la ley de Gauss en la sección 4.5. 


Un anillo circular de radio a porta una carga uniforme P; C/m y está situado en el plano 
xy con eje en el eje z. 


a) Demuestre que 


pah 


E(0, 0, A) = 2w + e 
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b) ¿Qué valores de h produce el valor máximo de E? 
c) Si la carga total en el anillo es O, halle E cuando a > 0. 


Solución: 


a) Considere el sistema de la figura 4.9. Como ya sabemos, el truco para hallar E con la 
ecuación (4.14) es deducir cada término de la ecuación. En este caso, 


dl=adġ,,  R=a(-a, + ha, 


R= |R| = [2 +], az= z 


a R- 74a, + ha, 


RO ¡RP = [a? + hf”? 


Por tanto, 


PL M (aa, + ha,) sli 
21372 
Ae [a + 1?) 
Por simetría, las contribuciones a lo largo de a, resultan en cero. Esto es evidente si si 
considera que para cada elemento dl hay un correspondiente elemento diametralment 
opuesto que produce un dE, igual pero de signo contrario, de manera que las dos contr 
buciones se anulan entre sí. De esta forma, sólo resta la componente z. Es decir, 


E= paha, | te de paha, 
gre [hk+ a? o 2e [h + ar 


como se solicitó. 


Figura 4.9. Anillo cargado; para 
ejemplo 4.4. 
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b) i y 3/24 y — 3 2 my 
dlEl pra [P + 21) > (1)2h[H? + a°] 
dh 28, [h +a} 
À o dEl, MEA | 
Respecto de E máxima, ga 0, lo que implica que 
[A2 + a [h+ a? — 3h?] = 0 


a 
a-2H=0 o h=== 


c) Puesto que la carga está uniformemente distribuida, la densidad de carga de línea es 
r y Q < 


A Sy 


de manera que 


a4 a Oh 
T pme [h + aa 


Cuando a — 0 
o en general 


lo que es igual que en el caso de una carga puntual, como era de esperar. 


` 
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Ejemplo 4.5 La lámina finita 0 =x<1,0< y <= 1 en el plano z = 0 tiene una densidad de car 
ps = xyGe? + y? + 25) nC/m?. Halle 


a) La carga total en la lámina. 
b) El campo eléctrico en (0, O, 5). 
c) La fuerza experimentada por una carga de —1 mC localizada en (0, 0, 5). 


Solución: 


ipi 
a) Q= | osas = | | xy(x? + y? + 25) dx dy nC 
o % 


Puesto que x dx = 1/2 d(x?), ahora integramos respecto de x? (o cambiamos variables 
x? = u de manera que x dx = du/2). 


1 1 
o=5[y| (1 + y? + 257 d(x?) dy nC 
0 0 


E sa | 
z [750+ +25) dy 
-5f 7107+20- O? + 25)°?] d0?) 
= 2 i + 2677 - (2 + 2577] 
10 7 0 
== (27)? + (25)? — 2(26)"2] 
O = 33.15nC 
_ [psaSar AT 
PiE: pe der? leas 4rre,|r — r'| 


donde r — r' =(0,0,5) — (x, y,0) = (-x, —y, 5). Así, 


i ff 107?xy(x? + y? + 25)(—xa, — ya, + 5a,)dx dy 
$ 107? 
0 -0 pr sE + 3/2 
ie (x? + y? + 25) 


Ñ 1 1 1 1 1 1 
| -o| - Í Pax | ydya.= | xdx| Yaya, +5[ xax | yaya.| 
| 0 0 0 o 0 0 


| e E 
| | 5 olez aa) 


= (—1.5, —1.5, 11.25) V/m 


| 
| 
| i c) F = qE = (1.5, 1.5, —11.25) mN 


es; 


“Ejemplo 4.6 
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Ejercicio 4.5 


Una placa cuadrada descrita por —2 = x £ 2, —2 = y =2,z = 0 porta una carga de 
12 |y| mC/m?. Halle la carga total sobre la placa y la intensidad de campo eléctrico 


en (0,0, 10). 


Respuesta: 192 mC, 16.46 a, MV/m. 


Los planos x = 2 y y = —3 portan cargas de 10 nC/m? y 15 nC/m?, respectivamente. Si la 
línea x = 0,z = 2 porta una carga de 107r nC/m, calcule E en (1, 1, —1) debida a las tres 
distribuciones de carga. 


Solución: 
Sea 


E = E + E, + E, 
donde E,, E, y E, son, respectivamente, las contribuciones a E en el punto (1, 1, —1) de- 


bidas a la lámina infinita 1, la lámina infinita 2 y la línea infinita 3, como se muestra en la 
figura 4.10(a). La aplicación de las ecuaciones (4.26) y (4.21) da como resultado 


Ps, y io ago sgo sl ab 
E, = Ze, a,):= : 07” 180ra, 
367 
Ps 15 1072 
E, = ze, Y = Fe = 2707 a, 
3671 


(b) 


Figura 4.10. Para el ejemplo 4.6: (a) tres distribuciones de carga; 
(b) determinación de p y a, en el plano y = 1. 
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a Pp 


AÑ 

l 
i donde a, (no a, e pero de significado semejante) es un vector unitario a lo largo 
i LP perpendicular a la carga de línea y p es la longitud LP por determinar con base en 
K, figura 4.10(b). Esta última figura se desprende de la figura 4.10(a) si se considera el pla ar 
CEIM y = 1 en el cual reside E,. A partir de la figura 4.10(b), el vector de distancia de L a P 


Así, sumando E,, E, y E,, obtenemos el campo total, de esta manera 
UNE 20000 E=- 162ma, + 270ra, — 54ra, V/m 


y Nótese que para ere Aa a, a, O a, lo cual siempre es indispensable para hallar F 
1 E, debemos ir de la carga (en el vector de posición r') al punto del campo (en el vect 
. de posición r); de ahí que a, a, o a, sèa un vector unitario a lo largo de r — r”. Obse 
esto atentamente en las figuras 4.6 a 4.10. 


Al 
| | R = —3a, + a, 
jA í 
Ri | ¡ 3 
2 j f = |R- = V10, === AS 
C e ia TETT 
¿Mi | r Por tanto, 
E -9 
EN _ 107-107? 1 
-api rai E a a) 
AÚN "6 
¿EEN = 18m(a, — 3a,) 

pe 

H 

da 


4.4. Densidad de flujo eléctrico 


El flujo debido al campo eléctrico E podría calcularse usando la definición oda) de fl l 
jo en la ecuación (3.13). En la práctica, sin embargo, tal cantidad no suele considerars 4 
electrostática como el flujo más útil. Asimismo, las ecuaciones (4.11) a (4.16) demues 
que la intensidad de campo eléctrico depende del medio en el que se localiza la carl) 
vacío en este capítulo). Supongamos que un nuevo campo vectorial D independien 


del medio está definido por 
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Definimos el flujo eléctrico W en términos de D usando la ecuación (3.13), es decir, 


Y = | D -dS (4.36) 


En unidades del sistema internacional (SI), una línea de flujo eléctrico emana de + 1 C 
y termina en —1 C. En consecuencia, el flujo eléctrico se mide en coulombs. Así, el cam- 
po vectorial D se llama densidad de flujo eléctrico y se mide en coulombs por metro cua- 
drado. Por razones históricas, a la densidad de flujo eléctrico también se le conoce como 
desplazamiento eléctrico. 

La ecuación (4.35) deja ver claramente que todas las fórmulas deducidas para E de 
la ley de Coulomb en las secciones 4.2 y 4.3 pueden usarse para calcular D, salvo que se 
les debe multiplicar por s,. En el caso de una lámina infinita de carga, por ejemplo, las 
ecuaciones (4.26) y (4.35) resultan en 

D=*%a, (4.37) 
2 
mientras que en el de una distribución de carga volumétrica, las ecuaciones (4.16) y (4.35) 
resultan en 


py dv 
D = A (4.38) 


Nótese en las ecuaciones (4.37) y (4.38) que D es sólo una función de carga y posición; es 
independiente del medio. 


Determine D en (4, 0, 3) en presencia de una carga puntual de — 5r mC en (4, 0, 0) y de 
una carga de línea de 377 mC/m a lo largo del eje y. 


Solución: 


Sea D = Do + D,, donde D, y'D, son densidades de flujo debidas a la carga puntual y 
la carga de línea, respectivamente, como se muestra en la figura 4.11: 


PEN QS 
a 


4rR © dr ir— rP 


donde r — r' = (4,0,3) — (4,0,0) = (0, 0,3). Por tanto, 


Do = £E = 


Do em 57 : 107%0, 0, 3) = —(.138 a mC/m? 
4rr[(0, O, 3) : 

Asimismo, 
bi dem pi? 


En este caso, 
e (4, 0,3) — (0, 0, 0) i; (4, 0. 3) 
APA E ARE E 1 OA 
p = |(4, 0, 3) = (0, 0,0)| = 5 
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eun Q=-5rC 


x 


Figura 4.11. Densidad de flujo D debida a una carga puntual 
y una carga de línea infinita. 


En consecuencia, 


37 
+ 24a, +0. $ 
EE (25) ac (4a, + 3a,) = 0.24a, + 0.18a, mC/m 
Así 
D = Do ar D, 
= 240a, + 42a, uC/m? 
EJES! 4.7 aja isio 3181 ole sm) mé al pantf ob eso sas | ; 


j 


Una carga rl: de 30 nC se localiza en el origen, ip lano y y= 


e 


porta ana carga gep aom H paz Halle D e ak El E Bei iO 
Respect 5.076a, + 00578 ¿0CIMR 0 ES sta SESSI el: 


N 
1 mts 


4.5. Ley de Gauss—Ecuación de Maxwell 


La ley de Gauss” es una de las leyes fundamentales del electromagnetismo. 


JE 5 Karl Friedrich Gauss (1777-1855), matemático alemán, elaboró el teorema de la divergencia ( : 

puesto en la sección 3.6), popularmente conocido con su nombre. Fue el primer físico en medir ca 
| tidades eléctricas y magnéticas en unidades absolutas. Para detalles sobre las mediciones de Gal 

MEE véase W. F. Magie, op. cit., pp. 519-524. 
4 
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Por tanto, 
Y= Qane (4.39) 
esto es, 
y= $ dt = $ D -dS 
s 
= Carga total encerrada Q = lo. dv (4.40) 
o 
(4.41) 


Si se aplica el teorema de la divergencia al término intermedio de la ecuación (4.41), 


f D-as= | v-Dav (4.42) 


S v 


La comparación de las dos integrales de volumen de las ecuaciones (4.41) y (4.42) re- 


sulta en 


la cual es la primera de las cuatro ecuaciones de Maxwell por deducir. La ecuación (4.43) 
establece que la densidad de carga volumétrica es igual a la divergencia de la densidad 
de flujo eléctrico. Esto no es de sorprender si se considera la definición de divergencia de 
un vector en la ecuación (3.32) y el hecho de que p, en un punto es simplemente la car- 
ga por unidad de volumen en ese punto. 

Cabe destacar lo siguiente: 


1. Las ecuaciones (4.41) y (4.43) enuncian básicamente la ley de Gauss de diferentes 
maneras: la ecuación (4.41) es la forma integral y la ecuación (4.43) la forma diferencial 
o puntual. 

2. La ley de Gauss es una formulación alterna de la ley de Coulomb; la adecuada apli- 
cación del teorema de la divergencia a la ley de Coulomb da como resultado la ley de Gauss. 

3. La ley de Gauss aporta un medio simple para hallar E o D en el caso de distribu- 
ciones simétricas de carga como las de carga puntual, carga de línea infinita, carga super- 
ficial cilíndrica infinita y distribución esférica de carga. Una distribución continua de 
carga posee simetría rectangular si sólo depende de x (o y o z), simetría cilíndrica si sólo 
depende de p y simetría esférica si sólo depende de r (es independiente de 0 y $). Cabe 
destacar que la ley de Gauss se sostiene aun si la distribución de carga no es simétrica. 
Considérese, por ejemplo, la distribución de carga de la figura 4.12, donde v, y v, son su- 
perficies cerradas (o volúmenes cerrados). El flujo total que sale de v, es 10 — 5 = 5 nC, 
puesto que 10 nC y —5 nC son las únicas cargas encerradas por v,. Aunque las cargas 
20 nC y 15 nC fuera de v, contribuyen al flujo que cruza por ella, de acuerdo con la ley 
de Gauss el flujo neto que cruza v, no toma en cuenta las cargas fuera de ella. De igual 
forma, el flujo total que sale de v, es de cero, puesto que esta superficie no encierra ningu- 
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v Figura 4.12. Ilustración de la ley 
Ya de Gauss; el flujo que sale de 
v, es de 5 nC, y el que sale 
e 15nC de v, de 0 C. 


e201nC 


na carga. Esto confirma que la ley de Gauss, Y = Oencerrada» NO pierde validez pese a qu 
la distribución de carga no sea simétrica. Aun así, no podemos utilizarla en esa circuns 
tancia en la determinación de E o D, caso para el que debemos recurrir necesariamenti 
„a la ley de Coulomb. 


4.6. Aplicaciones de la ley de Gauss 


El procedimiento para aplicar la ley de Gauss al cálculo del campo eléctrico supon 
saber antes si existe simetría. Una vez detectada una distribución simétrica de carga, s 
elabora una superficie cerrada matemática (llamada superficie gaussiana). D debe se 
normal o tangencial a la superficie gaussiana. En el primer caso, D - dS = D dS, puesi 
que D es constante sobre la superficie; en el segundo, D - dS = 0. Así, debe elegirse un 
superficie que reproduzca en cierto grado la simetría exhibida por la distribución de ca 
ga. Apliquemos ahora estas ideas básicas a casos específicos. 


A. Carga puntual 


Supongamos una carga puntual Q localizada en el origen. Para determinar D en un punt 
P, las condiciones de simetría serían evidentemente satisfechas por una superficie esféric 
que contenga a P. Así, en este caso la superficie gaussiana es una superficie esférica cer 
trada en el origen como la que aparece en la figura 4.13. 


z Figura 4.13. Superficie gaussiana alrededor de una: 
carga puntual. 


Superficie geussiana 


AY Av 
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Puesto que D es normal en todas partes a la superficie gaussiana, esto es, D = D, a 
la aplicación de la ley de Gauss (Y = Ooncerrad,) da como resultado 


r? 


Q= fo «dS = D, $ dS = D, 4rr? (4.44) 
donde $ dS = fo fj-07” sen O d9 do = 4rrr? es el área de la superficie gaussiana. Así, 
D = — a (4.45) 


como era de esperar de las ecuaciones (4.11) y (4.35). 


B. Carga de línea infinita 


Supongamos que la línea infinita de carga uniforme p, C/m se ubica a lo largo del eje z. 
Para determinar D en un punto P, elegimos una superficie cilíndrica que contenga a P para 
satisfacer la condición de simetría, como se muestra en la figura 4.14. D es constante en 
y normal a la superficie gaussiana cilíndrica; es decir, D = D,a,. Si aplicamos la ley de 
Gauss a una longitud arbitraria € de la línea 


pil =0= fo -dS =D, $ dS = D, 2pt (4.46) 


donde $ dS = 2rpf es el área de la superficie gaussiana. Nótese que f D - dS evaluada 
en las superficies superior e inferior del cilindro es cero, puesto que D carece de compo- 
nente z; esto significa que D es tangencial a esas superficies. Así, 


(4.47) 


como cabía esperar de las ecuaciones (4.21) y (4.35). 


Figura 4.14. Superficie gaussiana alrededor de una 


__ Carga de línea p, C/m carga de línea infinita. 
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C. Lámina infinita de carga 


Considérese la lámina infinita de carga uniforme ps C/m? situada sobre el plano z 
Para determinar D en un punto P, elegimos una caja rectangular simétricamente cortag 
por la lámina de carga y con dos de sus caras paralelas a la lámina, como se muestra € 
la figura 4.15. Puesto que D es normal a la lámina, D = D,a,, y la aplicación de la ley q 
Gauss da como resultado 


ps Jas =0=$D-as=D, | as + Í as| (4.48 
superior inferior 


Nótese que D - dS evaluada en los lados de la caja es cero porque D carece de comp 
nentes a lo largo de a, y a,. Si las superficies superior e inferior de la caja poseen cag 
cual un área A, la ecuación (4.48) se convierte en 


l 
E 


psA = D¿(A:+ A) (4,49 
de manera que 
D = y a, 
o 
E = z = 2% (4.51 


como cabía esperar de la ecuación (4.25). 


D. Esfera con carga uniforme 


Considérese una esfera de radio a con una carga uniforme p, C/m?. Para determinar! 
en cualquier punto, se elaboran por separado superficies gaussianas para los casos r < 
y r = a. Puesto que la carga posee simetría esférica, es obvio que la superficie gaussia 
apropiada es una superficie esférica. 


4l 


se Figura 4.15. Superficie gaussiani 
alrededor de una lámina infinita 
de carga lineal. 


Lámina infinita 
de carga p, C/m? 


Superficie gaussiana 
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En el caso de r < a, la carga total encerrada por la superficie esférica de radio r, co- 
mo se muestra en la figura 4.16(a),es 


2r m fr 
0 fo, dv = p| dv =p, | | | Y sen O dr dð do (4.51) 
$=079=0"r=0 
= par 


27 m 
p= fp- as == D, $ as = p, | | r° sen 0 de do 


$=070=0 
= D, 4rr (4.52) 
Por tanto, Y = Q,,, da como resultado 
(oc | 4rr? 
D, 4nr =p, 
3 
45 o 
D=30,3, O<r<a (4.53) 
En el caso de r > a, la superficie gaussiana es la que aparece en la figura 4.16(b). 
a Esta vez la superficie encierra la totalidad de la carga; es decir, 
27 T a a 
na O= [dv= [av=] | | r“ sen 0 dr d0 dy 
$=0 J0=0 “r=0 
rs 4 
ssiani | SiP Ta (4.54) 


mientras que 


p= $ D + dS = D,4rr? (4.55) 


Figura 4.16. Superficie gaussiana para una 
esfera uniformemente cargada cuando: 
(a)r=ay(brs<a. 


Superficie gaussiana 
MA 
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IDI Figura 4.17. Diagrama de |D] contra r en el caso de n; 
esfera con carga uniforme. 


como en la ecuación (4.52). Por tanto: 


D,4rr? = $ rap, 


a 3 
D = za Par r=a (4.56 


Así, a partir de las ecuaciones (4.53) y (4.56), D en cualquier punto está dada por 


zia O<rsa | 
D = e i (4.5 
zp Y r=4a 


y |D] es como se indica en la figura 4.17. 


Adviértase en las ecuaciones (4.44), (4.46), (4.48) y (4.52) que la posibilidad de exi 
mir a D del signo de la integral es la clave para hallar D mediante la ley de Gauss. En 
otras palabras, D debe ser constante en la superficie gaussiana. 


Puesto que D = zp cos? $ a, Cim?, calcule la densidad de carga en (1, 7/4, 3) y la carga 
total encerrada por el cilindro de radio 1 m con —2 = z = 2 m. 


H Ejemplo 4.8 
Solución: 
ðD 
Py = V-D =- TPO 


SAR En (1, 7/4, 3), p, = 1 + cos?(7/4) = 0.5 C/m?. La carga total encerrada por el cilindro pue 
] $ : de hallarse de dos maneras. 
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Método 1. Este método se basa directamente en la definición de la carga volumétrica total. 


Q= foa = | pco 6 pag dp dz 


1 


-f "de E cosg dó | pdp = 41) 


=0 p=0 ds. 


| Método 2.  Alternativamente, es posible aplicar la ley de Gauss. 


o-=v-pm-0s=|[+[+/]0-as 


=Y + Y+ Y, 


donde Y,, Y, y Y, son el flujo a través de los lados, la superficie superior y la superficie 
inferior del cilindro, respectivamente (fig. 3.17). Puesto que D carece de componente a lo 
largo de a,, Y, = 0, respecto de Y,, dS = p do dp a,, de modo que 


1 27 1 27 
y,-| | zp cos? 4 p dọ dp =2 | ap | cos? ġ d 
p=0$=0 200 0 0 


y respecto de ¥,, dS = —p dọ dp a,, de manera que 


1 27 
Y, =-| | zp cos? $ p db dp 


p=0 "p9=0 


z=- 


1 2n 
=2 [pap | cos? d do 
0 


0 


Así 
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Una distribución de carga con simetría esférica posee la densidad 


Ejemplo 4.9 
Lo O=<r<R 
P= 5 8 
0, r>R 


Determine E en cualquier punto. 


Solución: 


La distribución de carga es similar a la de la figura 4.16. Puesto que existe simetría, es 
sible aplicar la ley de Gauss para hallar E. 


cof E- dS = Que = [oa 


a) Respecto de r < R 


enc 


rfm [2m 
eE, rr =0 = | | | p, r’ sen 0 dọ dð dr 
0-0 0 


j r mri 
3 [anr P ar = PZE 
o 


R R 
o 
na 
E = 4e,R a, 
b) Respecto de r>R, 3 
r (m [2m 
EEATr = Q n = | | | p,” sen 0 de de dr 
o 
R por r 
| — 4rrr? dr + | 0- 4rrr? dr 
0 R R 
= Tp, R? 
o 
PR á 
der? * 
Ejercicio 4.9 


AR AS | ers . P > 
1 + . 


- Una distribución de carga en el vacío posee P, = 2rnC/m*enelcasode0O<r<1i 
y cero en las demás condiciones. Determine E en r = 2 myr= 12m. 


Respuesta: 226a, V/m, 3:927a, kV/m. 000 a 
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stencial eléctrico 


Con fundamento en las secciones anteriores, la intensidad de campo eléctrico E debida a 
una distribución de carga puede obtenerse de la ley de Coulomb en la generalidad de los 
casos o de la ley de Gauss cuando la distribución de carga es simétrica. Sin embargo, tam- 
bién es posible obtener E a partir del potencial escalar eléctrico V, que definiremos en la 
presente sección. Este método para determinar E es, en cierto sentido, más sencillo, ya 
que resulta más fácil manejar escalares que vectores. 
Supongamos que se desea mover una carga puntual Q del punto A al punto B en el cam- 
po eléctrico E que aparece en la figura 4.18. Con base en la ley de Coulomb, la fuerza sobre 
Q es F = QE, de modo que el trabajo realizado en el desplazamiento de la carga por dl es 


dW=-F-d= -QE-dl (4.58) 


El signo negativo indica que el trabajo es realizado por un agente externo. Así, el traba- 
jo realizado total, o la energía potencial requerida, para mover Q de Aa B es 


(4.59) 


La división de W entre Q en la ecuación (4.59) da como resultado la energía poten- 
cial por unidad de carga. Esta cantidad, denotada con se conoce como, 


¡potencial entre los puntos A y B. Así 


(4.60) 


Conviene destacar lo siguiente 


@ Al determinar V4, A es el punto inicial y B es el final. 
Si V ¿y es negativo, hay una pérdida de energía potencial en el desplazamiento de 
Q de A a B; esto implica que el trabajo es realizado por el campo. Si, en cambio, 
Vas es positivo, hay una ganancia de energía potencial en el desplazamiento; un 
agente externo realiza el trabajo. ] sn $ 
Vag es independiente de la trayectoria adoptada (lo que se demostrará más ade- 
lante). 


©) Väg se mide en joules por coulomb, unidad comúnmente llamada volt (V). 


Figura 4.18. Desplazamiento de una carga 
puntual Q en un campo electrostático E. 
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Si, por ejemplo, el campo E en la figura 4.18 se debe a una carga puntual Q situ 
en el origen, entonces 


do bla a ii (46 


de manera que la ecuación (4.60) se convierte en 


, Van = y Amer a, dra, 
CO: E El 1| 
4T, LiB Fa 
o 
Vas = Vem Va (4.62 


donde V; y V, son losratericiales (o potenciales absolutos en B y A, respectivamen 
De este modo, la diferencia de potencial V, p puede considerarse como el potencial er 
en referencia a A. En problemas que implican cargas puntuales se acostumbra ele gir 
infinito como referencia; es decir, se parte del supuesto de que el potencial en el infini 


es cero. Por tanto, si V} = 0 cuando r, > œ en la ecuación (4.62), el potencial en cualqui 
punto (ři —> r} debido a una carga puntual Q situada en el origen es 


5 


Nótese en la ecuación (4.62a) que puesto que E apunta en la dirección radial, cualqui 
contribución de un desplazamiento en la dirección de 9 o œ es anulada por el produc 
punto E » dl = Ecos 9 dl = E dr. De ahí que la diferencia de potencial V 4g sea indepe 
diente de la trayectoria, como ya se indicó. 


O 04 Eluzanso oD rekasa En PE OVRdOS 29 TN y 
> cualquier punto es la diferencia de potencial entre ese punto y u 


GINU RT-D GNUR ORTES SINTRA a 

„punto elegido como referencia en el que el potencial sea cero. ~- de 
En otras palabras, al suponer un potencial cero en el infinito, el potencial en una dista 
cia r desde la carga puntual es el trabajo por unidad de carga realizado por un agente €) 
terno para transferir una carga de prueba del infinito a ese punto. Así, 


V=- | E: dl (4.6 
Si la carga puntual Q de la ecuación (4.63) no se localiza en el origen sino en un pun 
cuyo vector de posición es r’, el potencial V(x, y, z) o simplemente V(r) en r se convierte: 


vn) = 


4re,|r — r'| 


(4.6 
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Hasta aquí sólo hemos considerado el potencial eléctrico debido a una carga puntual. 
No obstante, las ideas básicas a este respecto también se aplican a otros tipos de distribu- 
ciones de carga, de todas las cuales es posible afirmar que consisten en cargas puntuales. 
El principio de superposición, que ya aplicamos a campos eléctricos, se aplica asimismo 


a potenciales. En el caso de n cargas puntuales Q,, O), . . - O, situadas en puntos con vec- 
tores de posición T}, f», . . + , Y,» €l potencial en r es 
V(r) = == yA Ho... + — n 
Arer — r|. 4re,|r — ro] Are, |r — r,l 
10) . 


ve 9 


GEN cargas puntuales | 4.66 
A ES el (cargas p ) (4.66) 


En el caso de distribuciones continuas de carga, en la ecuación (4.66) se reemplaza Q, 
por el elemento de carga p, dl, ps dS o p, dv y la sumatoria se convierte en integración, 
de manera que el potencial en r se convierte en 


_ 1 [peral : 
> Vs Pr i Fer] (carga de línea) (4.67) 
1 (penas me 
—> Vr) = dE | PeP] (carga superficial) (4.68) 
a: py (r)dv' j 
—> = —— 
V(r) Ao | KEPI (carga volumétrica) (4.69) 


donde las coordenadas primas denotan habitualmente la ubicación del punto de origen y las 
coordenadas no primas se refieren al punto del campo (el punto en el que se determinará y): 
Cabe señalar lo siguiente: 


1. Recuérdese que en la obtención de las ecuaciones (4.63) a (4.69) se eligió arbitra- 
riamente el infinito como punto (de referencia) de potencial cero. De elegirse como re- 
ferencia cualquier otro punto, la ecuación (4.65), por ejemplo, se convierte en 


Q 


Amer 


V = +C (4.70) 
donde C es una constante que se determina en el punto de referencia elegido. Esta idea 
también se aplica a las ecuaciones (4.63) a (4.69). 

2. El potencial en un punto puede determinarse de dos maneras, según sea lo que se 
conoce, la distribución de carga o E. Si lo que se conoce es la distribución de carga, se em- 
plea una de las ecuaciones (4.65) a (4.70), según la distribución de carga de que se trate. * 
Si lo que se conoce es E, se emplea sencillamente 


v=-[r-a+c (4.71) 


La diferencia de potencial V 4g puede hallarse generalmente a partir de 
B 
Vas = Vs = Va ==] Els (4.72) 
Á Q 
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Ejemplo 410 Dos cargas puntuales —4 uC y 5 uC se localizan en (2, 1,3) y (0,4, —2), respectiv: 
Ese | te. Halle el potencial en (1,0, 1), suponiendo potencial cero en el infinito. 
Solución: 
Sea 


Qr= —4 uC, Q,=5uC 
(r) Qi O, 


= ———áÁ + ——UÁ— +4 
4re,|r — ri] 4rre,|r — r| Co 
Si V(oo) = 0, C, = 0, 
lr]: = 0, 1X5 (2,51,3)|.= (51,1, -2) =-V6 


lr. r| = [(1,0, 1) — (0,4, -2)| = (1, 4,3) = V26 d 


4 
| Por tanto É 
1076 —4 5 
V(1,0,1) SEA E E + | 
dr EV V26 
T.X 
` 367 
= 9 X108 (-1.633 + 0.9806) 
= 5.872 kV 
Ejercicio 4.10 : | >: oInoigaje ot islsñgz 949 


se 


Si, además de las dos cargas referidas en el ejemplo 4,10, la carga puntual 3 4C: 
localiza en el origen, halle el potencial en (=1,5, 2) suponiendo V(o0) =0. 


[ (COR) 1 HRUG OWO teu pisuo gras” 
.. X 


Respuesta: 10.23 kV. 


f Una carga puntual de 5 nC se localiza en (=3 4, 0), mientras que la línea y = 1,2 = 1 por 
Ejemplo 4.11 ; i 
ta una carga uniforme de 2 nC/m. 


a) Si V = 0 V en O(0, 0,0), halle V en A(5, 0, 1). 

ARE b) Si V = 100 V en B(1,2, 1), halle V en (2,5, 3). 47 
pra c) Si V = —5 V en O, halle Vgc 

Solución: 


43h Sea el potencial en cualquier punto 


V =Vo+V, 
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donde Vo y V; son las contribuciones a V en ese punto debidas a la carga puntual y la 
carga de línea, respectivamente. Respecto de la carga puntual, 


Vo =-JE-ai= -| La, dra, 
Y 
Amer a 


Respecto de la carga de línea infinita, 


A | Aa «dpa, 


Por tanto, 


+ 
ZTE, R 4er 
donde C = C, + C, = constante, p es la distancia perpendicular de la línea y = 1,z = 1 
al punto del campo y res la distancia de la carga puntual al punto del campo. 


a) Si V = 0 en O(0, 0, 0) y lo que debe determinarse es V en A(5, 0, 1), primero deben 
determinarse los valores de p y ren O y A. Hallar r es fácil; sencillamente se emplea la 
ecuación (2.31). Para hallar p respecto de cualquier punto (x, y, z), se parte del hecho de 
que p es la distancia perpendicular de (x, y, z) a la línea y = 1,z = 1, la cual es paralela 
al eje x. Así, p es la distancia entre (x, y, z) y (x, 1, 1), puesto que el vector de distancia en- 
tre los dos puntos es perpendicular a a,. De este modo 


p=1(x, y, z) = (541, D)1= V(Y=1) + (2 =1) 


La aplicación de esta expresión a p y de la ecuación (2.31) a r en los puntos O y A 
produce 


Po = l(0,0,0) = (0,1,1)| = V2 
To = |(0, 0, 0) (3,4, 0)| =5 
TAARE N 

ts A EE, 


Por tanto, 
BL PO O) ATL -| 
5 =p A e L Nr S 
ma 21€, Pa  4re, | TOATA 


egth 579 


1072 1 PEN 107° 
3677 367 


0-va =-3610V2 +45 (3-2) 


2-10. y AÑ 1 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


138 MM CAMPOS ELECTROSTÁTICOS 


Ii TEN de ás 
ME V, = 361n V2 — 4 = 8.477 V 
pi f EA 
li: | Adviértase que se ha evitado calcular la constante C restando un potencial a otro y qu 
Ji no importa cuál se reste a cuál. 3 
E b) Si V = 100 en B(1,2,1) y lo que debe determinarse es V en C(-2, 5, 3), se halla 
Mi A Í j mn f ¿Bl ] A 
ii po =1(,2,1)= (5111 
Mi lh : 3 
i al LLD- CALO = V2L 
gi 1 \ 
H pe =1(-2,5,3) = (-21,1)1 = V20 
i: re = \(-2,5,3) — (-3,4,.0)| = V1Ihkissz09 
' ni 
AH ; b= Won O LA | 
gi A a ea 
i Ke Vs 2TEo PB ÅTEo [2 Fa 
|i | 19q 8 sizo a Yap 1 1 
¡liso fal T | V, 100.0 361042 + 450 t] [i 
| 2 1 VNT NH. 
a] = 50.175 V i 
j ea f £ H 
SIBTE( Q WOLDS $ 
¡ : o n j i 4 OE los A A y ey | f 
born 9) n e Venita es ¿or áb sols 
c) Para calcular la diferencia de potencial entre dos puntos no se precisa de una refe 
il i Í, cia de potencial si se parte del supuesto de una referencia común. 
NA Va~ Ve = Vp = 49825 — 100: "PTEE y 
Jii on 750.175 V 
iii como se obtuvo en el inciso b). 
pi 
ur 
$ 
IE: 
AS 
a NEN. 
BAE 
i 


zemei 


fe 
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4.8. Relación entre E y V—Ecuación de Maxwell 


ler. 


nio | 


Como se demostró en la sección anterior, la diferencia de potencial entre los puntos A y 
B es independiente de la trayectoria adoptada. Por tanto, 


Vu = Va 


Esto indica que, como se muestra en la figura 4.19, la integral de línea de E a lo largo de 
una trayectoria cerrada debe ser de cero. En términos físicos, esto implica que en un cam- 
po electrostático el desplazamiento de una carga a lo largo de una trayectoria cerrada no 
supone la realización de ningún trabajo neto. La aplicación del teorema de Stokes a la 
ecuación (4.73) da como resultado 


esto es, Vga + Vip =$E-dl=0 


0) 


pra = [(vx8)=48 =0 


(473) 


De todo campo vectorial que satisface la ecuación (4.73) o (4.74) se dice que es conser- 
vativo o irrotacional como se explicó en la sección 3.8. Así, un campo electrostático es un 
campo conservativo. La ecuación (4.73) o (4.74) es la ecuación de Maxwell para campos 
eléctricos estáticos (la segunda ecuación de Maxwell por deducir). La ecuación (4.73) es 
la forma integral y la ecuación (4.74) la forma diferencial; ambas describen la naturaleza 
conservativa de un campo electrostático. ; 

De nuestra definición de potencial, V = — fE - dl, se deduce que 


dV = -E -dl = -E, dx — E, dy — E, dz 


E Figura 4.19. Naturaleza conservativa de un campo 
B electrostático. 
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Pero á 


oV oV aV 
dV = FE] dotz dyti dz 


Al comparar las dos expresiones de dV obtenemos 


aV aV aV 
E= -5 E=-%3 E¿=-> 75 
0 E ay ù oz 48 
Así: 
E=-VV (476 


lo cual quiere decir que la intensidad de campo eléctrico es el gradiente de V. El signi 
negativo indica que la dirección de E es la opuesta a la dirección del incremento de V;] 
se dirige de niveles superiores a niveles inferiores de V. Puesto que el rotacional del gra 
diente de una función escalar es siempre cero (V X VV = 0), la ecuación (4.74) imp ic 
obviamente que E debe ser un gradiente de alguna función escalar. Así, la ecuación (4.76 
habría podido obtenerse de la ecuación (4.74). 

La ecuación (4.76) constituye otro medio para la obtención del campo E aparte ( 
las leyes de Coulomb y de Gauss. Si. el campo potencial V es conocido, E puede hallars 
mediante la ecuación (4.76). Aunque podría sorprender que una función V contenga 
totalidad de la información de las tres componentes de E, lo cierto es que éstas no son in 
dependientes entre sí; están explícitamente interrelacionadas por la condición V X E =( 
La formulación potencial se vale de esta peculiaridad, con lo que un problema de vector 
se ve reducido a uno de escalares. 


10 
Ejemplo 4.12 Dado el potencial V = 2 sen 6 cos $, 


a) Halle la densidad de flujo eléctrico D en (2, 7/2, 0). 


b) Calcule el trabajo realizado en el desplazamiento de una carga de 10 „C del pun 
A(1, 30?, 120°) a B(4, 90°, 60°). 


Solución: 
a) D = £E 
| Pero 
w Mv S: A av 
= — = =| — n + —_—_— — 
E VY; E er a | 


=P sen Ø cos d a, — $ cos 0 cos da + 75 senda, 
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En (2, 7/2, 0), 


D = &E (r = 2,0 = 1r/2, ġ = 0) = (La, — 0a + oas) 


= 2.5e,a, C/m? = 22.1 a, pC/m? 
b) El trabajo realizado puede hallarse de dos maneras: mediante E o V. 


Método 1: 


W -= -o |E- a A fea 
Q 
y puesto que el campo electrostático es conservativo, la trayectoria de integración es in- 
material. De ahí que el trabajo realizado al desplazar Q de A(1,30°, 120°) a B(4, 90°, 60°) 
sea el mismo que para desplazar Q de A a A’, de A' a B' y de B' a B, donde 


A(1, 30°, 120°) B(4, 90°, 60°) 
4d = dra, a 0 | Tdl=rsen0 dọ a, 
A'(4,30%, 120°) > B'(4,90%,120*) 


Esto es, en vez de desplazar Q directamente de A a B, se le desplaza de A>4',4'>B', 
B' > B, de manera que sólo cambie una variable cada vez. Esto facilita enormemente la 
evaluación de la integral de línea. Así, 


-W 1 
Tp" a Waa Wap + Wip) 


0 
lo lec o 


ha f 20 sen o cos G 


— dr 


r? 


ls —10 cos 0 cos y 
-+ — r 
0=30° 


80=30°, 4 =120° 


r=1 


dð 


z? 


r=4, p=120" 


r=4,0=90* 


" 


60° 
+f A erod 
¿=120 T 
FETE y o E j 
=20(5)( 2 J| 27 al 


e 15 


0 2. 2 16 
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o 


W -29o = 28.125 uJ 


Método 2: | 
Puesto queV- es conocida, este método es mucho más sencillo. 


B 
=-0| E-a = OVa 
A 


= Q(Vs - Va) 
 =10 GE sen 90° cos 60° — P sen 30° cos 120°): 107? 


A EN 
E >), 10 


= 28.125 „J como se obtuvo anteriormente 


trario estan separadas po] ina distancia ICUOUCIUO 


La importancia del campo debido a un dipolo será evidente en capítulos posteriores. 
Considérese el dipolo que aparece en la figura 4.20. El potencial en el punto P(r, 6 


está dado por 
A eia d 


¡VW == 
l¡—— ) fre9trr T2 ATE L Yi" 
4 


donde 7; y rz son las distancias entre Py +Q y P y —Q, respectivamente. Si r > 

| r, =r; = d cos 0, rar, = r°, y la ecuación (4.77) se convierte en 
04 à č -0 dcosó | G: 
dl t Sé dre, r 
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Figura 4.20. Dipolo eléctrico. 


Puesto que d cos 0 = d - a,, donde d = da,, si definimos 
p= Qd 3 (4.79) 
como el momento del dipolo, la ecuación (4.78) puede expresarse como 


pra, 
AE 


(4.80) 


Téngase en cuenta que el momento del dipolo p se dirige de —Q a +0. Si el centro del 
dipolo no se encuentra en el origen sino en r’, la ecuación (4.80) se convierte en 


(4.81) 


El campo eléctrico debido al dipolo con centro en el origen que se muestra en la 
figura 4.20 puede obtenerse fácilmente de las ecuaciones (4.76) y (4.78), de la manera 
siguiente 


f aV 1V 
E = —VV = ESTE Ka] 
_ Qdcos0 Qd sen 0 


Zne * Amer? 


E: 
ATE? 


(2 cos 0 a, + sen 0 ay) (4.82) 


donde p = |p| = Qd. 
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Cabe señalar que una carga puntual es un monopolo y que su campo eléctrico var 
a la inversa de 72, mientras que su campo potencial varía a la inversa de r [véanse las ecy 
ciones (4.61) y (4.63)]. En cambio, de las ecuaciones (4.80) y (4.82) se deduce que 
campo eléctrico debido a un dipolo varía a la inversa de r° y su potencial a la inversa de; 
Los campos eléctricos debidos a sucesivos multipolos de orden superior (como un cuadr 
polo, consistente en dos dipolos, o un octupolo, consistente en dos cuadrupolos) varían 
la inversa de r, 13, ró, ..., en tanto que sus correspondientes potenciales varían a la inver 
der PP 

La idea de líneas de flujo eléctrico (o líneas eléctricas de fuerza, como también se | 
llama) fue propuesta por Michael Faraday (1791-1867) en sus investigaciones experime 
tales, como una forma de visualizar el campo eléctrico. 


| ; 


e 
1 
' 
f 
r 


DR: 


En otras palabras, las líneas de flujo son las líneas a las cuales la densidad de camp 
eléctrico D es tangencial en cualquier punto. í 

Toda superficie con igual potencial en cualquier punto se conoce como supe à 
equipotencial. La intersección de una superficie equipotencial y un plano resulta en u 
trayectoria o línea llamada línea equipotencial. El desplazamiento de una carga de 1 
punto a otro a lo largo de una línea o superficie equipotencial (V4 — Vg = 0) no impl 
la realización de trabajo alguno, y de ahí que 4 


sobre la línea o superficie. Con base en la ecuación (4.83) se puede concluir que las líne 
de fuerza o líneas de flujo (ola dirección de E) son siempre normales a superficies equ 
potenciales. En la figura 4.21 se muestran ejemplos de superficies equipotenciales c€ 
relación a una carga puntual y un dipolo. Nótese en estos ejemplos que la dirección 4 


y po Superficie 
Superficie equipotencial 


| equipotencial 
Da (a) (b) 
| 


Figura 4.21. Superficies equipolenciales para (a) una carga puntual 
y (b) un dipolo eléctrico. 
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E es normal en todas partes a las líneas equipotenciales. La importancia de las superfi- 
cies equipotenciales se comprobará cuando nos ocupemos de los cuerpos conductores 
en campos eléctricos; baste decir por ahora que tales cuerpos son volúmenes equi- 
potenciales. i 

El diagnóstico del corazón humano es una aplicación común del mapeo de campo (lí- 
neas de flujo y superficies equipotenciales). El corazón late en respuesta a una diferen- 
` cia de potencial de campo eléctrico a través de él. Así, se le puede caracterizar como un 
dipolo cuyo diagrama de campo es similar al de la figura 4.21(b). Tal mapeo de campo es 
útil para detectar la posición anormal del corazón.? En la sección 15.2 se expondrá una 
técnica numérica para el mapeo de campos. 


Dos dipolos con momentos de dipolo —5a, nC/m y 9a, nC/m se localizan en los puntos 
(0, 0, —2) y (0, 0, 3), respectivamente. Halle el potencial en el origen. 


Solución: 
2 
Pk *Yx 
V= 
2 ATE Fk 
E 1 El {i P-e 
4TEo 7? r3 
donde f 
Pi = ELS r, = (0,0, 0) — (0, 0, -2) = 2a,  r,=Ir]=2 
P2 = 9., r = (0, 0, 0) 5% (0, 0, 3) = 32, r> LA = 3 
Por tanto, i 
1 =10. 27 
= — | — — — | o 1 =9 
d Api zl 23 z| X 
367 
= —20.25 V 
Ejercicio 4:13 E N 


Un dipolo eléctrico de 100 a, pC- m se localiza en el origen. Halle V y E en los 
puntos 


b) (1, 7/3, 112) 


n, 


e slo E 
Respuestas: a) 9 mV, 1,8a, mV/m y b) 0.45 V, 0.9a, + 0:7794a, V/m. 
TNA ) a 


6 Para mayor información sobre este tema, véase R. Plonsey, Bioelectric Phenomena, McGraw-Hill, 
Nueva York, 1969. 
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4.10. Densidad de energía en campos electrostáticos 


BR 


Para determinar la energía presente en un conjunto de cargas, primero debemos dete 
minar la cantidad de trabajo necesario para reunirlas. Supongamos que se desea situg 
tres cargas puntuales Q,, Q, y Q, en un espacio inicialmente vacío, como el que apare 
sombreado en la figura 4.22. La transferencia de Q, del infinito a P, no demanda trab, 
jo alguno, puesto que el espacio está inicialmente libre de carga y no hay campo eléctrig 
[de acuerdo con la ecuación (4.59), W = 0]. El trabajo realizado al transferir Q, del inf 
nito a P, es igual al producto de Q, y el potencial V, en P, debido a O,. De igual forma; 
trabajo realizado al situar Q, en P, es igual a Qx(V3, + V31), donde V3, y V3, son los pote 
ciales en P, debidos a O, y Q}, respectivamente. De ahí que el trabajo realizado total par 
situar las tres cargas sea 


W¿=W, +W, +W, (48 

=0 + Q,V, + Ox(V3, + Va) 

Si las cargas se sitúan en orden inverso, g 
=0 + Q Vn + Qi(Vn + Vi) y 


donde V} es el potencial en P, debido a Q}, y Vi y Vi; los potenciales en P, debidos 
O, y Q,, respectivamente. La adición de las ecuaciones (4.84) y (4.85) da como resulta 


Wg = Qi(Vio + Via) + QAV21 + Va) + OV3, + V32) 
= Qi, + 0, + 0,V;) 


1 
We = 2 (Q/V, + Q,V, + 03V3) (48 


donde V}, V, y V, son los potenciales totales en P}, P, y P}, respectivamente. En genera 
si hay n cargas puntuales, la ecuación (4.86) se convierte en 


Figura 4.22. Reunión de carga 


ple 
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Si en lugar de cargas puntuales la región posee una distribución continua de carga, la 
sumatoria de la ecuación (4.87) se convierte en integración; es decir, 


1 ; i 
Wẹ = > fov dl - (carga de línea) (4.88) 
1 
Wg = > fov dS (carga superficial) (4.89) 
W;¿ = 5 | p,V dv (carga volumétrica) (4.90) 


Puesto que p, = V + D, la ecuación (4.90) puede desarrollarse aún más, de lo que resulta 
1 
Wg = > (Y - D) V dv (4.91) 


Pero respecto de todo vector A y escalar V es válida la identidad 


V-VA=A-+VV + V(V-A) 


(V-A)JV=V-VA -— A - VV (4.92) 
De la aplicación de esta identidad a las ecuaciones (4.91) y (4.92) se obtiene 


W,.= ; | (V - VD) dy — 5 | (D - VV) dv (4.93) 


Al aplicar el teorema de la divergencia al primer término del miembro derecho de esta 
ecuación se tiene que 


W; = ; $ (VD) - ds — i | (D - VV) dv (4.94) 
S v 


Recuérdese que, como se indicó en la sección 4.9, en el caso de cargas puntuales V varía 
cuando 1/r y D cuando 1/»”; en el de dipolos, V varía cuando 1/7? y D cuando 1/7, y así su- 
cesivamente. De ahí que VD en el primer término del miembro derecho de la ecuación 
(4.94) deba variar al menos cuando 1/r*, mientras que dS varía cuando 72. En consecuen- 
cia, la primera integral de la ecuación (4.94) debe tender a cero al crecer la superficie S. 
Así, la ecuación (4.94) se reduce a . 


s 


w= [030 =3 [D-E (4.95) 
y puesto que E = —VV y D = £,E 


(4.96) 
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Con base en ello, la densidad de energía electrostática w; (en J/m*) puede definirse com 


_dWe_1 AA, ] 
WET. de =D E = 3 £E t (49 


de modo que la ecuación (4.95) podría expresarse como 


We z [w dv (4 


Tres cargas puntuales —1 nC, 4 nC y 3 nC se localizan en (0, 0, 0), (0, 0, 1) y (1, 0, o, T 


Ejemplo 4.14 
pa Halle la energía en el sistema. 


Solución: 
W = W, + W, + W, 
=0 + Q, Vn + Ox(V3, + V32) 
=Q; A - 
2. 4re,1(0, 0,1) — (0, 0, 0)| ; 


Llao taa m "enn 
1(1,0,0) = (0,0,0)| — |(1,0,0) — (0,0, 1)| 


0,0; 
o” (00, +00, + a) 
CONTR RTA \ 18 
Fl 4 $4) 10 
3671 
12 


= (2 = 7) nJ = 13.37 nJ 


Alternativamente, 
] LES ta | E 
mi o= 5 È OV = z (QV + QV + QV3) 


qaen £ el 2 AAA, > 


A 4me(1) a 4rre1)  4re.(V2) 


Slam" nO RE, | 
29) | | 


: (90, + A 


12 
- a - ) nJ =13.3713 


como se obtuvo antes. 


http:/Mlibreria-universitaria.blogspot.com 


4.10. DENSIDAD DE ENERGÍA EN CAMPOS ELECTROSTÁTICOS. W° 149 


Ejercicio 414 | Po O Eag By 


AF) — b i 


Las cargas imtidles O, =Ñ àc, 02 =-2nC,0,=3nCy0,= -4 nC se ubican 
una a la vez y en ese orden en (0,0,0), (1,0,0),(0,0,—1) y (0, 0,1), respectivamen- 
te. Calcule la energía en el sistema tras la ubicación de cada carga. 


Respuesta: O, -18 nJ, -29.18 aiaga. i D ES | 


Una distribución de carga con simetría esférica posee una densidad 


ka OsrsR 


Py T 0, r>R 


i 


Determine V en cualquier punto y la energía almacenada en la región r < R. 


Solución: x 
El campo D ya se halló en la sección 4.6D mediante la ley de Gauss. 


PoR? 
a) Respecto de r = R, E = —áSa,. 
. Ber? 
Una vez conocida E, V se determina así 
> PoR [1 
=- |Ë = = 
| dl 3e, | 7 dr 
= PoR? + Ci, r=R 
3er 
Puesto que V(r = 00) = 0, C, = 0. 
b) Respecto de r = R, E = f% a, 
3e, 
Por tanto, 
' [2,053 frar 
da 
pr? 
=-— + 
6 a 
PoR? 
Con base en él'inciso a), V(r =R) = e . Así, 
o 
Rp, _ paR? O. Rp 
+G = 
3e,  6e, 20 b 
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y 


E. og 
y = 2 GR -= 1) 
(SON y YA 3 Y 68, mo-240 > : 
isvin [De Este iodé con base € en Hog incisos a) y b), 
y f RODÍ J EESAN nO SILO 
I ca ag r=R 
50 ER - P), rR 
c) La energía almacenada está dada por ~ dl | olaia 
| aw ateata] 124 j 
2) a= 
Respecto ders R, B £I91919 LI Y OJAI MU DISU 
z PA 
el E | 
Por fanta,“ ..% NO 


1. En este capital se Preshi dos leyes fundamentales relativas a los campos el 
trostáticos (la de Coulomb y la de Gauss). La ley de la fuerza de Coulomb establece q 


QQ QQ 
ATE R? R l 
2. Con base en la ley de Coulomb, la intensidad de campo eléctrico Ees la fuerza f 
unidad de carga; es decir `- 
MR OR 
4ArreR? O irak 


ÒF = 


E - = i 2 (sólo en caso de cargas puntuales) 
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3. En el caso de una distribución continua de carga, la carga total está dada por 
O = lo. dl para carga de línea 
Q= | psaS para carga superficial 
Q= | pdv para carga volumétrica 


El campo E debido a una distribución continua de carga se obtiene a partir de la 
fórmula para carga puntual reemplazando O por dQ = pı dl, dQ = p; dS o dQ = p, dv 
‘e integrando sobre la línea, superficie o volumen, respectivamente. 

4. En el caso de una carga de línea infinita, 


= PL3 
2rre,p 2 
y en el de una lámina infinita de carga, 


_ Ps 
E 22, a, 


5. La densidad de flujo eléctrico D se relaciona con la intensidad de campo eléctrico (en 
el vacío) de esta manera 


D = £E 


El flujo eléctrico a través de una superficie S es 


y= [pvas 
S 


6. La ley de Gauss establece que el flujo eléctrico neto que penetra en una superfi- 
cie cerrada es igual a la carga total encerrada por esa superficie, es decir, Y = OQ... 
Por tanto, 


ma $ D -dS = Qu = [pav 


p, =V-D ` (primera ecuación de Maxwell por deducir) = 


Cuando la distribución de carga es simétrica y en consecuencia es posible hallar una 
superficie gaussiana (donde D = D,a, es constante), la ley de Gauss es útil para de- 
terminar D; esto es, ` : 


D, fas =ou, o Dı = 
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Ze 


8. 


© 


10. 


14. 


El trabajo realizado total, o la energía de potencial eléctrico, al desplazar una ca 
puntual O del punto A a B en un campo eléctrico E es 


w=-0| E-a 
A 


El potencial en r debido a una carga puntual Q en r' es 


Q 


Viy = ———— 
(r) 4re,|r — r'| 


+€ 


donde C se evalúa en un punto de potencial dado elegido como punto de referencia 
por ejemplo, C = 0 si V(r>00) = U. Para determinar el potencial debido a una dis 
tribución continua de carga, O de la fórmula para carga puntual se reemplaza po; 
dQ = p, dl, dQ = psdS o dQ = p, dv y se integra sobre la línea, superficie o vol 
men, respectivamente. 

Si la distribución de carga no es conocida pero la intensidad de campo E está dada 
el potencial se halla mediante 


v=-|e-a+c 


La diferencia de potencial V 4p, el potencial en B en referencia a A, es 


B 
W 
vb= -| E-4=E=V,- Va e 


Puesto que un campo electrostático es conservativo (lo cual significa que el trabaj 
realizado neto a lo largo de una trayectoria cerrada en un campo E estático es de cero 


fe-a=0 


VXE=0 (segunda ecuación de Maxwell por deducir) 


Dado el campo potencial, el campo eléctrico correspondiente se halla mediante 
E = -VV 


En el caso de un dipolo eléctrico centrado en r' con momento del dipolo p, el potet 
cial en r está dado por 


p: (11) 


rm) € EL eres 
(1) 4re,|r — r'|? 


D es tangencial a la líneas de flujo eléctrico en cualquier punto. Una superficie (o! 
nea) equipotencial es aquella en la que V = constante. En cualquier punto, la líne 
equipotencial es ortogonal a la línea de flujo eléctrico. 


» 4,3, 
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15. La energía electrostática debida a n cargas puntuales es 
il n 
Wg = 2 D QVk 
k=1 
En el caso de una distribución continua de carga volumétrica, 


1 
We=1 | D-Edv =} | eolil dv 
2 died 2 


A 4D Las cargas puntuales Q, = 1 nC y Q, = 2 nC están separadas. ¿Cuáles de los enunciados si- 


guientes son incorrectos? 


a) La fuerza sobre O, es repulsiva. 

b) La fuerza sobre Q, es de igual magnitud que la fuerza sobre Q}. 

c) Conforme la distancia entre ellas decrece, la fuerza sobre O, aumenta linealmente. 
d) La fuerza sobre Q, es de igual dirección que la de la línea que une a las cargas. 


e) Una carga puntual O, = —3 nC localizada en el punto intermedio entre Q, y Q, no expe- 
rimenta ninguna fuerza neta. 


El plano z = 10 m porta una carga de 20 nC/m”. La intensidad de campo eléctrico en el ori- 
gen es j 


a) —10 a, V/m 
b) —187 a, V/m 
c) -727 a, V/m 
d) —3607 a, V/m 


Cargas puntuales de 30 nC, —20 nC y 10 nC se localizan en (—1, 0,2), (0, 0,0) y (1,5, —1), res- 
pectivamente. El flujo total que sale de un cubo de 6 m por lado centrado en el origen es de: 


a) — 20 nC 
b) 10 nC 
c) 20 nC 
d) 30 nC 
e) 60 nC 


La densidad de flujo eléctrico en una superficie esférica r = b es la misma para una carga 
puntual Q localizada en el origen y para una carga Q uniformemente distribuida sobre la su- 
perficie r = a(a < b). ; 


a) Sí . 
b) No 
c) No necesariamente 
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Í -7 4.5. El trabajo realizado por la fuerza F = 4a, — 3a, + 2a, N para dar a una carga de 1 nC Un di 
| Fi plazamiento de 10a, + 2a, — 7a, m es de ' 
1%] 
| i 
j 


a) 103 nJ 
b) 60nJ 
c) 64 nJ 
Ñ d) 20nJ 


CS (4.6) La afirmación de que el campo electrostático es conservativo no significa que 


va 
il { a) Tal campo sea el gradiente de un potencial escalar. 

| | b) Su circulación sea idéntica a cero. 

l i ' l c) Su rotacional sea idéntico a cero. 

H + f i d) El trabajo realizado en una trayectoria cerrada dentro del campo sea cero. 
ie bi | £) La diferencia de potencial entre dos puntos cualesquiera sea cero. 


K Supongamos que en la habitación en la que usted está trabajando existe un campo eléctric 
uniforme, de manera que las líneas de fuerza son horizontales y forman ángulos reci vi 
una pared. Al caminar hacia la pared de la que emergen las líneas de fuerza en dirección a 
7 habitación, ¿usted se dirige a 


15 
ke 
$ 

J 

al 
gt 
E 
i 
y 


a) Puntos de mayor potencial? 
b) Puntos de menor potencial? 
c) Puntos de igual potencial (línea equipotencial)? 


3 4.8. Una carga Q está uniformemente distribuida en una esfera de radio a. Considerando que e 
potencial en el infinito es de cero, el potencial en r = b < a es 


b 
Or 
a) -Í ATE de 


b 
Q 
= d 
b) | 4rre,r? j 
b 
La La 
las E 4re,a 
= dr. 
|. ATE "F 
(49) Un campo potencial está dado por V = 3x?y — yz. ¿Cuál de los enunciados siguientes no ê 
À cierto? i 


a) En el punto (1, 0, —1), V y E tienden a cero. 

D) x%y = 1 es una línea equipotencial en el plano xy. 

c) La superficie equipotencial V = —8 pasa por el punto P(2, —1, 4). 
d) El campo eléctrico en Pes 12a, — 8a, — a, V/m. 


e) Un vector unitario normal a la tia equipotencial V = —8 en P es —0.83a, + 0.554 
+ 0.07a,. 


¡ue í 


no 


0.559 
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4.10) Un campo potencial eléctrico es producido por las cargas puntuales 1 uC y 4 uC localizadas 
en (-2, 1, 5) y (1, 3, —1), respectivamente. La energía almacenada en el campo es de 


e 


a) 2.57 mJ. 
b) 5.14 mJ. 

c) 10.28 mJ. 

d) Ninguno de los valores anteriores. 


Respuestas: 4.1c, e, 4.2d, 4.3b, 4.4a, 4.5d, 4.6e, 4.7a, 4.8c, 4.9a, 4.10b. 


Las cargas puntuales Q, = 5 uC y Q, = —4 uC se sitúan en (3,2, 1) y (-4, 0, 6), respectiva- 
mente. Determine la fuerza sobre Q}. 


4.2. Cinco cargas puntuales idénticas de 15 uC se localizan en el centro y vértices de un cuadra- 
do definido por —1 < x, y < 1,z = 0. 


a) Halle la fuerza sobre la carga puntual de 10 4C en (0, 0, 2). 
b) Calcule la intensidad de campo eléctrico en (0, 0, 2). 


“4.3. Las cargas puntuales O, y Q, se localizan en (4, 0, —3) y (2, 0, 1), respectivamente. 
Si Q, = 4 nC, halle Q, de manera que 


a) La E en (5, 0, 6) carezca de componente z. 


b) La fuerza sobre una carga de prueba en (5, 0, 6) carezca de componente x. 


4.4. Las cargas +0 y +30 están separadas por una distancia de 2 m. Una tercera carga está ubi- 
cada de tal forma que el sistema electrostático se halla e en equilibrio. Determine la ubicación 
y el valor de la tercera carga en términos de O. 
45, Determine la carga total 
a) Sobre la línea 0 < x < 5 msi p, = 12x? mC/m. 
b) Sobre el cilindro p = 3,0 < z < 4 m si ps = pz? nC/m?. 


C/m?. 


Dentro de la esfera r =4msi p, = 
o) P» = seno 


4.6. Calcule la carga total debida a las distribuciones de carga designadas como A, B y C en la fi- 
gura 4.23, 


4.7. Halle E en (5, 0, 0) debida a la distribución de carga designada como A en la figura 4.23. . 


1 4.8. Debido a la distribución de carga designada como B en la figura 4.23, 


a) «Halle E en el punto (0, 0, 3) si pẹ = 5 mC/m?. 
b) Halle E en el punto (0, O, 3) si ps = 5 sen $ mC/m?. 


1 
4.9. Un disco circular de radio a porta una carga de Ps = p C/m?. Calcule el potencial en (0, 0, A). 
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x 


$ 
$ 


| 
| Figura 4.23. Para el problema 4.6. 
l 


v/ 4,10. Un anillo situado a lo largo de y? + z? = 4,x = 0 porta una carga uniforme de 5 uC/m.. 


a) Halle D en P(3, 0, 0). 


| b) Si, además del anillo, dos cargas puntuales Q idénticas se localizan en (o, -3, 0) y (0,3 
i halle el valor de Q de tal manera que D = 0 en P. 


*4.11. a) Demuestre que el campo eléctrico en el punto (0, 0, 4) debido al rectángulo descrito 
—a Sx Sa, -—b £ y £ b,z = 0 y que porta una carga uniforme de ps C/m? es 


E PE Ee m A 
A e pa a E ld ll he 


b) Sia =2,b = 5, ps = 1075, encuentre la carga total en la placa y la intensidad de can 
eléctrico en (0, O, 10). 


v/ 4.12. Una carga puntual de 100 pC se localiza en (4, 1, —3), mientras que el eje x porta una cá 
de 2 nC/m. Si el plano z = 3 también porta una carga de 5 cia halle E en (1, 1, 1). 


~ 413. La línea x = 3,2 = —1, porta una carga de 20 nC/m, mientras que el plano x = —2 port 
carga de 4 nC/m?. Halle la fuerza sobre una carga puntual de —5 mC localizada en el o rig 


419) Cargas puntuales se sitúan en los vértices de un cuadrado de 4 m por lado, como el qu 
muestra en la figura 4.24. Si Q = 15 aC, halle D en (0, O, 6). 


$ 
Fir 


ito po 
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Figura 4.22. Para el problema 4.14. 


*4.15. Enuncie la ley de Gauss. Deduzca la ley de Coulomb de la de Gauss, lo que equivale a afir- 


mar que ésta es una formulaciór alterna de la de Coulomb, la que a su vez está implícita en 
la ecuación de Maxwell V + D = p,. 


(4.16) Determine la densidad de carga debida a cada una de las siguientes densidades de flujo eléc- 


trico: 


a) D = 8xya, + 4x%a, C/m? 
b) D.= psen $ a, + 2p cos q a, + 22%, C/m? 


20058. senó 
Poni P 


c) D = ay C/m? 


4.17. Sea E = xya, + x’a, halle 


a) La densidad de flujo eléctrico D. 
b) La densidad de carga volumétrica p,. 


4.18. El plano x + 2y = 5 porta una carga de ps = 6 nC/m?. Determine E en (—1, 0, 1). 


~ 4,19, En el vacío, D = 2y%a, + 4xya, — a, mC/m?. Determine la carga total almacenada en la re- 


gión1<x<2,1<y<2,-1<2<4. 


4.20. En cierta región, el campo eléctrico está dado por 


D = 2p(z + 1)cos $ a, — p(z + 1)sen $ a, + p? cos $ a, uC/m? 


a) Halle la densidad de carga. 
b) Calcule la carga total encerrada por el volumen0<p<2,0<4<1/2,0<Z2<4. 


c) Confirme la ley de Gauss hallando el flujo neto a través de la'superficie del volumen des- 
crito en el inciso b). 


*4.21. El modelo del átomo de hidrógeno de Thomson es una esfera de carga positiva con un electrón 


(una carga puntual) como su centro. La carga total positiva equivale a la carga electrónica e. 


` 
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Compruebe que cuando el electrón se encuentra a una distancia r del centro de la esfera 
| carga positiva, es atraído con una fuerza 


TRAR 
ATE R? 


donde R es el radio de la esfera. 


Fi 3 4.22. Tres cascarones esféricos concéntricos r = 1,r = 2 yr = 3 m, respectivamente, poseen di 
E i buciones de carga superficial de 2, 4 y 5 C/m?. 


a) Calcule el flujo a través de r = 1.5 m y r = 2.5 m. 
b) Halle D en r = 0.5, r = 2.5 y r = 3.5 m. (Nota: D es una función de cambio y posición. 


-> 4.23. Puesto que 


S Fa 1<p S2 
Py 0, en las demás condiciones 


determine D en cualquier punto. 


4.24. Sea 


19 mC/m, 1<r<4 


Py = 


0, r>0 


a) Halle el flujo neto que cruza la superficie r = 2 m yr = 6 m. 


b) Determine Denr=1myr=5m. 


4.25 


Halle el trabajo realizado en la transferencia de una carga de 5 C de P(1,2, —4) a R(3, —5,6 
en un campo eléctrico 


E =a, + a, + 2yza, V/m 


4.26. Puesto que el campo eléctrico en cierta región es 


E = (z + 1) sen d a, + (z + 1) pcos ġ a, + p sen d a, V/m 


determine el trabajo realizado en el desplazamiento de una carga de 4 nC de 


a) A (1,0,0) a B(4,0, 0) 

b) B(4,0,0) a C(4,307, 0) 

c) C(4,30*, 0) a D(4, 30°, —2) 
d) AaD 


/ 4,27. En un campo eléctrico E = 20r sen 0 a, + 10r cos 0 a, V/m, calcule la energía consumida p 
ra transferir una carga de 10nC 


a) De A(5, 30%, 0°) a B(S, 90%, 0°). 
b) De A a C(10, 30°, 0°). 

c) De A a D(5, 30°, 60°). 

d) De A a E(10, 90°, 60°). 


4.28. 


4.29. 


4.31. 


4.32. 


4.33. 


4.35. 
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Sea V = xy?z, calcule la energía consumida para transferir una carga puntual de 2 uC de 
(1, -1,2) a (2,1, -3). 


Determine el campo eléctrico debido a los potenciales siguientes: 
a) V=x*+2y + 42? 
b) V= sen (x? + y? + z2)"2 


c) V = p (z + 1) sen ġ 
d) V = e™ sen O cos 24 


. Tres cargas puntuales Q} = 1 mC, Q, = -2 mC y Q, = 3 mC se localizan en (0,0, 4), (—2, 5,1) 


y (3, —4, 6), respectivamente. 


a) Halle el potencial V, en P(—1, 1, 2). 
b) Calcule la diferencia de potencial V»y si Q es (1, 2, 3). 


En el vacío, V = x?y(z+ 3) V. Halle 


a) E en (3,4, —6). 
b) La carga dentro del cubo 0 < AZ SL 


Una distribución esférica de carga está dada por 


f 
— < 
bea Por r<a 
0, r>a 


Halle V en cualquier punto. 

Para comprobar que E = yza, + xza, + xya, V/m es realmente un campo eléctrico, de- 

muestre que 

a) YVxXE=0 

b) $, E - dl = 0, donde L es el borde del cuadrado definido por0<xy<2z=1. 

a) Una carga total Q = 60 uC está dividida en dos cargas iguales localizadas a intervalos de 180° 
alrededor de un circuito circular de 4 m de radio. Halle el potencial en el centro del circuito, 


b) Si Q está dividida en tres cargas iguales espaciadas a intervalos de 120° alrededor del cir- 
cuito, halle el potencial en el centro. 


c) Si en el límite p, = e , halle el potencial en el centro. 
T 


Respecto de una distribución esférica de carga 


+ el Sr) ES 
Re 0, r>a 
a) Halle E y V en el caso r = a. 
b) Halle E y V en el casor <a. 
c) Halle la carga total. 
d) Demuestre que E alcanza su máximo valor cuando r = 0.1454. 
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luz? (A tales velocidades, la masa de un cuerpo se vuelve apreciablemente mayor que 
“masa en reposo” y no puede considerarse constante.) A 


*4,37. Un electrón proyectado con una velocidad inicial de u, = 10” m/s en el campo uniforme 
tre las placas paralelas que aparecen en la figura 4.25 entra en ese campo por la vía entre 
j placas. Si el electrón no toca la placa superior al salir del campo, y 


VAN a) Halle la intensidad de campo eléctrico. 
b) Calcule la velocidad del electrón al emerger del campo. Ignore los efectos marginales 


( 4.38) Un dipolo eléctrico con p = pa, C + m está situado en (x, z) = (0, 0). Si el potencial en (( 
~< nm es de 9 V, halle el potencial en (1, 1) nm. 


4.39. Las cargas puntuales O y —Q se localizan en (0, d/2, 0) y (0, —d/2, 0). Demuestre que er 
punto (r, 0, $), donde > d, 


_ Qd sen 9 sen $ 


V 
dme? 


Halle el correspondiente campo E. 


4.40. Determine el trabajo necesario para transferir las cargas Q} = 1 mC y Q, = —2 mC delin 
nito a los puntos (—2, 6, 1) y (3, —4, 0), respectivamente. 


4.41. Una carga puntual O se localiza en el origen. Calcule la energía almacenada en la región r 
4,42. Determine la energía acumulada en la región hemisférica r =< 2 m,0 < 0 < 7r, donde exis 
E = 2r sen 0 cos $ a, + r cos 0 cos ġ a, — r sen ġ a, V/m 


4,43. Si V = p?z sen d, calcule la energía dentro de la región definida por 1 < p < 4, —2 < z < 
0< ¢ < 7/3. 


EH AEREA EEE + + + 


2 cm ¡O—— u, |: —: 


Figura 4.25. Para el problema 4.37. 
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Los 12 principios del carácter: 1. honestidad, 2. discernimiento, 3. compasión, 4. grati- 
tud, 5. paciencia, 6. disciplina, 7. fortaleza, 8. perseverancia, 9. humor, 10. humildad, 
11, generosidad y 12. respeto. 

KATHRYN B. JOHNSON 


ol 


5,1. Introducción 


ds En el capítulo anterior nos ocupamos de campos electrostáticos en el vacío o espacio sin 

ib materiales. En consecuencia, hasta aquí hemos estudiado lo que podría denominarse la 

Dal: teoría electrostática del campo vacío, y en este capítulo nos ocuparemos de la teoría de los 

mW fenómenos eléctricos en el espacio material. Pronto comprobaremos que la mayor parte 

și de las fórmulas deducidas en el capítulo 4 también son aplicables en esta área, aunque 
con ciertas modificaciones en algunos casos. 

Así como pueden existir en el vacío, también pueden existir campos eléctricos en 
medios materiales. En sentido amplio, los materiales se dividen, de acuerdo con sus 
propiedades eléctricas, en conductores y no conductores. Los materiales no conductores 
se denominan aisladores o dieléctricos.Una breve exposición sobre las propiedades eléc- 
tricas de Jos materiales en general permitirá comprender los conceptos de conducción, 
corriente eléctrica y polarización. En este capítulo también se examinarán propiedades 
de los materiales dieléctricos como susceptibilidad, permitividad, linealidad, isotropía, 

tl homogeneidad, resistencia dieléctrica y tiempo de relajación. Finalmente, se presentará 
. el concepto de condiciones en la frontera de campos eléctricos existentes en dos medios 
distintos. 


5.2. Propiedades de los materiales | 
A O RO A RR A A 
Una exposición sobre las propiedades eléctricas de los materiales podría parecer fuera 
de lugar en un libro como éste. Sin embargo, preguntas como por qué un electrón no 
abandona la superficie de un conductor, por qué un cable portador de corriente permanece 
sin carga, los materiales se comportan de diferente manera en un campo eléctrico y 
por qué las ondas viajan con menor velocidad en conductores que en dieléctricos son 
fáciles de responder cuando se consideran las propiedades eléctricas de los materiales. 
Este tema suele tratarse en forma exhaustiva en textos de electrónica física o ingeniería 
eléctrica. Aquí bastará una breve explicación para comprender el mecanismo por el cual 
los materiales influyen en un campo eléctrico. 
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En términos generales, los materiales se clasifican en conductores o no conducto; 
| o, técnicamente, en metales y aisladores (o dieléctricos), según su conductividad'o, 
IA mhos por metro (U/m) o siemens por metro (S/m). La conductividad de un mater 
W depende usualmente de la temperatura y la frecuencia. Un material de alta conductiy 
| dad (a > 1)se denomina metal; uno de baja conductividad (a < 1), aislador, y Uno q 
A. conductividad intermedia, semiconductor. En la tabla B.1 del apéndice B aparecen ( 
| valores de conductividad de materiales comunes. Con fundamento en ella, resulta cla 
l que materiales como el cobre y el aluminio son metales; el silicio y el germanio, semico 
j ductores, y el vidrio y el caucho aisladores. y 
La conductividad de los metales suele aumentar al disminuir la temperatura. En un 
temperatura cercana al cero absoluto (T = 0 °K), algunos conductores exhiben condy 
tividad infinita, motivo por el que se les llama superconductores. El plomo y el alum in 
son ejemplos representativos de esos metales. La conductividad del plomo a 4 °K e 
orden de 10% mhos/m. El lector interesado puede consultar la bibliografía sobre supë 
conductividad.’ 

En este texto sólo nos:ocuparemos de metales y aisladores. Microscópicamente, 
principal diferencia entre un metal y un aislador radica en la cantidad de electrones di 
ponibles para la conducción de corriente. Los materiales dieléctricos poseen pocos ele 
trones disponibles para la conducción de corriente, en contraste con los metales, qu 
poseen abundantes electrones libres. En secciones posteriores se abordará detalladame 
te la presencia de conductores y dieléctricos en un campo eléctrico. 


5.3. Corrientes de convección y de conducción 


Voltaje (o diferencia de potencial) y corriente eléctricos son dos cantidades fundament 
les en ingeniería eléctrica. En el capítulo anterior tratamos el potencial. Antes de exam 
nar el comportamiento del campo eléctrico en un conductor o en un dieléctrico 
conveniente considerar la corriente eléctrica. La corriente eléctrica suele ser causada p 
el movimiento de cargas eléctricas. 


Gik La corriente (en amperes) a a través de un área dada es la carga. “eléctrica que pas 
` por esa área por r unidad de tiempo RN ora IdBrbsiqgo 


Es decir, 


dQ 
Sp 


Así, en una corriente de un ampere, la carga es transferida a razón de un coulomb p 
segundo. 


1 La edición de agosto de 1989 de Proceedings of IEEE se dedicó a “Aplicaciones de la superdl 
ai ii ductividad”. 


ETES- 


na £! 


R?) 


ogm: 


iment 

ex ar (0 ĉ 

trico 

ada p bebis 
OO! 
TE 

(5. 
mb 


F BOUDI 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


5.3. CORRIENTES DE CONVECCIÓN Y DE CONDUCCIÓN W 163 


Introduzcamos ahora el concepto de densidad de corriente J. Si la corriente AZ fluye 
a través de una superficie AS, la densidad de corriente es 


Al 
n= 
0) 
Al =J,AS (5.2) 


si se parte del supuesto de que la densidad de corriente es perpendicular a la superficie. 
Si la densidad de corriente no es normal a la superficie, 


Al=3J-AS (5.3) 


De este modo, la corriente total que fluye a través de una superficie S es 


r= fas DA 


S 


Según cómo se produzca /, existen diferentes tipos de densidad de corriente: densidad de 
corriente de convección, densidad de corriente de conducción y densidad de corriente 
de desplazamiento. Aquí nos detendremos en la densidad de corriente de convección 
y de conducción; estudiaremos la densidad de corriente de desplazamiento en el capítulo 9. 
Téngase siempre presente que la ecuación (5.4) se aplica a cualquier tipo de densidad de 
corriente. En comparación con la definición general de flujo en la ecuación (3.13), la 
ecuación (5.4) indica que la corriente 7 a través de S es sencillamente el flujo de la den- 
sidad de corriente J. 

La corriente de convección, en cuanto que distinta a la corriente de conducción, no 
implica conductores y, en consecuencia, no satisface la ley de Ohm. Ocurre cuando la co- 
rriente fluye a través de un medio aislador como líquido, gas enrarecido o en el vacío. Un 
haz de electrones en un tubo al vacío, por ejemplo, es una corriente de convección. 

Considérese el filamento de la figura 5.1. En presencia de un flujo de carga de den- 
sidad p, a una velocidad u = a,a,, y con fundamento en la ecuación (5.1), la corriente a 
través del filamento es 


ar pas LS g asi, (5.5) 


Figura 5.1. Corriente en un filamento. 
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La densidad de corriente en dirección y J, está dada por 


AI 
dy, = ig 7 Poy 


La corriente / es la corriente de convección y J es la densidad de corriente de convecé 
en amperes/metro cuadrado (A/m?). 

La corriente de conducción requiere de un conductor. Un conductor se caracte 
por una gran cantidad de electrones libres, los cuales suministran corriente de cond ič 
debida a un campo eléctrico aplicado. Cuando se aplica un campo eléctrico E, la fu 
sobre un electrón con carga —e es 


Así pues, en general 


Puesto que tal electrón no se encuentra en el vacío, no se acelerará por efecto del car 
eléctrico. Sufrirá en cambio una colisión constante con la red atómica e irá a la deri 


er 
u === E 
m 


donde 7 es el intervalo temporal promedio entre colisiones: Esto indica que la veloc 
de deriva del electrón es directamente proporcional al campo aplicado. Si hay n ele 
nes por unidad de volumen, la densidad de carga electrónica está dada por 


Pi= qe 


Así, la densidad de corriente de conducción es 


i= pa ipe gk 
m 


o : 


J= 0E 


donde g = ner/m es la conductividad del conductor. Como ya se mencionó, en f 
B.1 del apéndice B se ofrecen valores de øo de materiales comunes. A la relació 
ecuación (5.11) se le conoce como la forma puntual de la ley de Ohm. 


D 


AA 
OL 
ez Sup 
«119b 
ab 010 
-BITIS 
CC Bino ni 
E ES 
P [5b si - 
t y T0T)9; 
1ce] 
E 
5 (EL 
zam 
le ST) (I j 
oO pi 
LA obs)! 
(21 
A 
ocid 
lect 
(5: 
* { 4 
la tal 
m ac 
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5.4. Conductores 


Un conductor posee abundante carga con libertad de desplazamiento. Considérese el 
conductor aislado que aparece en la figura 5.2(a). Cuando.se aplica un campo eléctrico 
externo E, las cargas libres positivas son impulsadas en igual dirección que la del campo 
aplicado, mientras que las cargas libres negativas se mueven en la dirección contraria. Es- 
ta migración de carga ocurre muy rápidamente. Las cargas libres hacen dos cosas. Prime- 
ro, se acumulan en la superficie del conductor y forman una carga superficial inducida. 
Segundo, las cargas inducidas establecen un campo inducido interno E,, el cual anula al 
campo externamente aplicado E,. El resultado se ilustra en la figura 5.2(b). De esto se 
desprende una importante propiedad de un conductor: 


A IA ns zoar amenan > popra ad 


Un conductor perfecto no puede contener un campo electrostático. 
Sg 


A un conductor se le llama cuerpo equipotencial, lo que implica que en cualquiera de sus 
puntos el potencial es el mismo. Esto se basa en el hecho de que E = —VV = 0. 

La ley de Ohm, J = E, permite entender este fenómeno de otra manera. Para man- 
tener una densidad de corriente finita J en un conductor perfecto (a — 00) es necesario 
que el campo eléctrico dentro del conductor tienda a cero. En otras palabras, E > 0, 
puesto que g > œ en un conductor perfecto. Si en éste se introducen algunas cargas, es- 
tas últimas se desplazarán a la superficie y se redistribuirán rápidamente en tal forma que 
el campo dentro del conductor tenderá a cero. De acuerdo con la ley de Gauss, si E = 0, 
la densidad de carga p, debe ser de cero. En consecuencia, esto también nos lleva a la 
conclusión de que un conductor perfecto no puede contener un campo electrostático. En 
condiciones estáticas, 


Vaj =0 dentro de un conductor (5.12) 


(b) 


Figura 5.2. (a) Un conductor aislado bejo la influencia de un campo aplicado; (b) un conductor 
tiene un campo eléctrico de cero en condiciones estáticas. 
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Consideremos ahora un conductor cuyos extremos se mantienen en una difereng 
de potencial V, como se muestra en la figura 5.3. Obsérvese que en este caso E + 0de 
tro del conductor, en contraste con la figura 5.2. ¿Cuál es la diferencia? En la figura 5 
no hay equilibrio estático, ya que el conductor no está aislado, sino conectado a una fue 
te de fuerza electromotriz, la cual compele a las cargas libres a moverse e impide que 
establezca el equilibrio electrostático. En el caso de la figura 5.3, así, es preciso que de 
tro del conductor exista un campo eléctrico, para que sea posible sostener el flujo q 
corriente. Cuando los electrones se mueven, se topan con fuerzas amortiguadoras llam; 
das resistencia. Deduzcamos la resistencia del material conductor de la ley de Ohm en 
ecuación (5.11). Supongamos que el conductor posee una sección transversal unifo me 
y es de longitud €. La dirección del campo eléctrico E producido es la misma que la € 
flujo de cargas positivas o corriente 7. Esta dirección es contraria a la del flujo de electr 
nes. El campo eléctrico aplicado es uniforme y su magnitud está dada por 


V 


E=7 


Puesto que el conductor posee una sección transversal uniforme, 


J=% 661 


La sustitución de las ecuaciones (5.11) y (5.13) en la ecuación (5.14) da como resultad 
6: 


Por tanto, 


E Figura 5.3. Conductor de sección transversa 
uniforme bajo un campo E aplicado. 
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donde p, = 1/0 es la resistividad del material. La ecuación (5.16) es útil para determinar 
la resistencia de cualquier conductor de sección transversal uniforme. Si la sección trans- 
versal del conductor no es uniforme, la ecuación (5.16) no es aplicable. Sin embargo, la 
definición básica de resistencia R como la razón de la diferencia de potencial V entre los 
dos extremos del conductor y la corriente 7 a través del conductor sigue vigente. En con- 
secuencia, la aplicación de las ecuaciones (4.60) y (5.4) da como resultado la resistencia 
de un conductor de sección transversal no uniforme; es decir, 


(5.17) 


Nótese que en la ecuación (5.17) se ha eliminado el signo negativo que precede a 
= — JE * dl, a causa de que SE «dl < 0Osi > 0. No utilizaremos esta ecuación has- 
ta la sección 6.5. 
La potencia P (en watts) es la rapidez de cambio de la energía W (en joules) o fuer- 
za por velocidad. Así, 


[pive -u= |E- puar 
P= [E-Jdv i (5.18) 


lo que se conoce como la ley de Joule. La densidad de potencia wp (en watts/m?) está da- 
da por el integrando de la ecuación (5.18); esto es, 


e 
wp = Pa E-J = c |E} (5.19) 


En el caso de un cọnductor con sección transversal uniforme, dv = dS dl, de manera que 
la ecuación (5.18) se convierte en 


P= | Ea | Jas=V1 
lA S 
P=PR (5.20) 


la cual es la forma más común de la ley de Joule en la teoría de circuitos eléctricos. 


Si J = 50 cos ð a, + sen 0 ay) A/m?, calcule la corriente que pasa por 


a) Un cascarón hemisférico de 20 cm de radio. 
b) Un cascarón esférico de 10 cm de radio. 
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Solución: 
I=$J-dS, donde dS = sen 0 dọ d6 a, en este caso. 


arefe [i 52005 0 r? sen 0 dá dó 


r=0.2 


_2 arí2 

— 27 pe sen 0 d(sen 0) 

de Ó=0 r=02 
_ Am sen? 9 |” 

BETET Ñ = 107 = 31.44 


b) La única diferencia aquí es que tenemos 0 = 9 = ren vez de 0 = 9 = 7/2 y r =Q 
Por tanto, 


2 m 
471 sen“ 0 12) 


1 g ih 


Alternativamente;en este caso 


I=$J:dS =/V:Jdv=0 


puesto que V + J = 0. 


eado a ee 
W E OER ETARA, halle la corriente 
través € de la superficie cilíndrica p =21=2=5 pps Í910q £b 


da! 734 A. A AS 


T e SE EN ES 


Un ejemplo usual de transporte de carga de convección es el Senerador de Van de Graa 
donde la carga es trasladada por una correa transportadora desde la base hasta la bóv 
da, como se muestra en la figura 5.4. Si una densidad de carga superficial de 1077 C/m* 
transportada a una velocidad de 2 m/s, calcule la carga.acumulada en 5 s. Adopte un al 
cho de correa de 10 cm. 


Ejemplo 5.2 


Solución: 
Sip; = densidad de carga superficial, u = velocidad de la correa y. w = ancho de 
correa, la corriente en la bóveda es 


I = puw 


La carga total acumulada en ż = 5s es 
O = It = pzuwt =1077 X2 X01 X5 
=:100 nC 
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Figura 5.4. Generador de Van de Graaff, para 


On el ejemplo 5.2. 
e 8 Bóveda conductora 


i „~ Soporte aislador 


Colocación 
de la carga 


Base 
conductora 


Ejercicio 52 qa o ; | 

AR O SiN 0 $ Í NN 
En un generador de Yen de Graaff, w = 0.1 m, u = 10 m/s y las trayectorias de dis- 
persión tienen una resistencia de 10'* (2. Si la correa porta una carga de 0.5 uC/m?, 


halle la diferencia de potencial entre la bóveda y lanbasés. = 2. abreb 


Respuesta: 50 MV. Dd 


Un cable de 1 mm de diámetro y conductividad de 5 x 107 S/m posee 10” electrones 
libres/m3 cuando se aplica un campo eléctrico de 10 mV/m. Determine 


a) La densidad de carga de los electrones libres. 
b) La densidad de corriente. 
c) La corriente en el cable: 


d) La velocidad de deriva de los electrones. Adopte la carga electrónica e = —1.6 X 
1059: 


Solución: 
(En este problema, las corrientes de convección y conducción son lo mismo). 
a) p, = ne:=.(10%(-1.6.x 1071%) = —1.6 X 101 C/m? 
b) J = cE = (5 Xx 107(10 X 1073) = 500 kA/m? 

(P 
c) I = JS = (5 x 105) (=) = z, 1076- 107 = 0.393 A 

x 

d) dgy: que J = pu, u = z = e =.3.125 x10* m/s. 
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Una barra de plomo (ø = 5 X 10% S/m) de sección transversal cuadrada presenta un 
ficio a lo largo de su longitud de 4 m, de manera que su sección transversal correspo 
a la que aparece en la figura 5.5. Encuentre la resistencia entre los extremos cuadra 


| Solución: 
i En virtud de que la sección transversal de la barra es uniforme, podemos aplicar la ec 
| ción (5.16); es decir, 
| £ 
E oS 


donde S = =m? =3— a7) =9=* cm? 


Por tanto, 


R = 974 40 


5 109 = 1/4) X 107% 113% 


moi 


Figura 5.5. Sección transversal de la barra ( 
plomo del ejemplo 5.4. į 


. 


g 


arra de 


E) o) 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


5.5. POLARIZACIÓN EN'DIELÉCTRICOS ` W 177 


Polarización en dieléctricos 


En la sección 5.2 se estableció que la principal diferencia entre un conductor y un dieléc- 
trico radica en la disponibilidad de electrones libres en las capas atómicas exteriores pa- 
ra conducir corriente. Pero aunque en un dieléctrico las cargas no pueden moverse 
libremente, están ligadas por fuerzas finitas, de modo que ciertamente es de esperar un 
desplazamiento cuando se aplica una fuerza externa. 

Para comprender el efecto macroscópico de un campo eléctrico en un dieléctrico, con- 
sidérese un átomo del dieléctrico, compuesto por una carga negativa -Q (nube de electro- 
nes) y una carga positiva +0 (núcleo), como se advierte en la figura 5.6(a). Una molécula 
del dieléctrico podría describirse de la misma manera; los núcleos de las moléculas podrían 
considerarse como cargas puntuales y la estructura electrónica como una sola nube de car- 
ga negativa. Dada la presencia de iguales montos de carga positiva y negativa, el átomo o 
molécula es eléctricamente neutral. Al aplicarse un campo eléctrico E, la carga positiva es 
desplazada por la fuerza F, = QE desde su posición de equilibrio hacia la dirección de E, 
en tanto que la carga negativa es desplazada en dirección opuesta por la fuerza F_ = QE. 
En razón de que del desplazamiento de las cargas resulta un dipolo, se dice que el dieléc- 
trico ha sido polarizado. En el estado polarizado, el campo eléctrico E aplicado distorsiona 
la nube de electrones. Esta distribución distorsionada de carga equivale, en virtud del prin- 
cipio de superposición, a la distribución original más un dipolo cuyo momento es 


p= Qd (5.21) 


donde d es el vector de distancia de -Q a +Q del dipolo, como se observa en la figura 
5.6(b). Si hay N dipolos en un volumen A, del dieléctrico, el momento del dipolo total de- 
bido al campo eléctrico es 


N 
Qid, + Qd, + :** + Qydy = 2 O,d, (5.22) 
=1 
En cuanto que medida de intensidad de la polarización, la polarización P (en cou- 


lombs/metro cuadrado) es el momento del dipolo por unidad de volumen del dieléc- 
trico; es decir, 


(5.23) 


Así, concluimos que el principal efecto del campo eléctrico E sobre un dieléctrico es 
la creación de momentos del dipolo que se alinean en la dirección de E. Se dice que este 


E 
-Q +Q 
O e-9.-.. 
r 
E=0 E 
(a) (b) 


Figura 5.6. Polarización de un átomo o molécula no polar. 
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Figura 5.7. Polarización de una molécula 
polar: (a) dipolo permanente (E = 0), y 
d (b) alineación del dipolo permanente (E + 


| o-o 


a j 


tipo de dieléctrico es no polar. Ejemplos de tales dieléctricos son el hidrógeno, el oxíger 
el nitrógeno y los gases enrarecidos. Las moléculas de dieléctricos no polares no pose 
dipolos hasta la aplicación del campo eléctrico, como ya se indicó. Otros tipos de molécu 
—como las del agua, el dióxido de azufre y el ácido clorhídrico— poseen dipolos perm 
nentes integrados de orientación aleatoria, como se advierte en la figura 5.7(a), y de ell 
se dice que son polares. Cuando se aplica un campo eléctrico E-a una molécula polar, 
dipolo permanente de ésta experimenta un torque que tiende a alinear el momento del é 
polo de la molécula en paralelo con E, como se muestra en la figura 5.7(b). 
Calculemos ahora el campo debido a un dieléctrico polarizado. Considérese el ma 
rial dieléctrico que se muestra en la figura 5.8 como consistente en dipolos con momen 
de dipolo P por unidad de volumen. De acuerdo con la ecuación (4.80), el potencial 4 
en un punto exterior O debido al momento del dipolo P dv' es 


es P- az dv' 


dv 
Are, R? 


(5.24) para facilitar la interpretación física. Podríamos comprobar rápidamente (véase 
sección 7.7) que el gradiente de 1/R respecto de las coordenadas primas es 


P-az r) 1 
5 = PY (5) 


z Figura 5.8. Bloque de material dieléctrico 
con momento del dipolo P por unidad de 
O(x,y 2) volumen. 


fer 


(0! 
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Tras aplicar la identidad vectorial V' -fA = fV' -A +A - Vf, 


P: ar 3 P v'-P 

i V R R (5.25) 
De la sustitución de esta expresión en la ecuación (5.24) y la posterior integración sobre 
el volumen entero v’ del dieléctrico se obtiene 


1 o dE Ario r 
v- [l R RV P lav 


La aplicación del teorema de la divergencia al primer término conduce finalmente a 


v= [as [La 5.26 
y 5 TER A ATER Y 520) 


y 


donde a, es el vector unitario hacia fuera normal a la superficie dS’ del dieléctrico. La 
comparación de los dos términos del miembro derecho de la ecuación (5.26) con las ecua- 
ciones (4.68) y (4.69) indica que tales términos denotan el potencial debido a las distri- 
buciones de carga superficial y volumétrica con densidades (tras la eliminación de las 
primas) 

(5.274) 
(5.27b) 


En otras palabras, la ecuación (5.26) revela que cuando ocurre polarización, en todo el 
dieléctrico se forma una densidad de carga volumétrica p„, equivalente, mientras que sobre 
la superficie del dieléctrico se forma una densidad de carga superficial p,, equivalente. A 
Pps Y Pp» Se les conoce respectivamente como densidades de carga superficial (o por polari- 
zación) y volumétrica latente, para diferenciarlas de las densidades de carga superficial y vo- 
lumétrica libre ps y p,. Las cargas latentes no gozan de libertad de movimientos dentro del 
material dieléctrico; son causadas por el desplazamiento que ocurre a escala molecular 
durante la polarización. Las cargas libres, en cambio, pueden moverse sobre una distancia 
macroscópica, como los electrones en un conductor; son la materia que controlamos. La 
carga latente positiva total sobre la superficie § que delimita al dieléctrico es 


O, = $ P-dS = | Pps AS (5.28a) 
mientras que la carga que permanece dentro de S es 


=0, = Pon dv == | V-Pdv (5.28b) 


y y 


-Así, la carga total del material dieléctrico se mantiene en cero; es decir, 


Carga total = ó Pps AS + Po, dv=0,-0,=0 
"S v 

Esto era de esperarse, ya que el dieléctrico era eléctricamente neutral antes de la po- 

larización. 
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Consideremos ahora el caso en el que la región dieléctrica contiene carga libre, g; 
es la densidad de volumen de carga libre, la densidad de carga volumétrica total p,e 
dada por 


l P7 Py + Ppv =V £E (5.2 
gi Por tanto, 
Y | PY E — Pyy 

| 
l. =V: (eE + P) (530 
| f => v e D 
ÓN donde X 
gi : q 
I c 
CARN ; 
Hg 7 
f i i Concluimos que el efecto neto del dieléctrico sobre el campo eléctrico E es incremen 
i 4 r j! la D dentro de éste en un monto P. En otras palabras, a causa de la aplicación de E al m 
i dl Í terial dieléctrico, la densidad de flujo es mayor que en el vacío. Cabe indicar que la d e 
kii i; nición de D en la ecuación (4.35) con referencia al vacío es un caso especial de 

(Hh: definición en la ecuación (5.31), ya que P = 0 en el vacío. K 

Hi 


Sería de suponer que la polarización P variará con relación directa al campo eléct 
“co E aplicado. Éste suele ser el caso en algunos dieléctricos, de lo que se desprende qu 


donde y, llamada susceptibilidad eléctrica del material, es en mayor o menor grado ur 
medida de cuán susceptible (o sensible) es un dieléctrico dado a campos eléctricos. 


5.6. Constante y resistencia dieléctricas 


~ AAA E 3 
Ak ur unr. 
NA a 


Al sustituir la ecuación (5.32) en la ecuación (5.31) se obtiene 


D = ¿(1 + xJ E = 8,5,E (5.33 


6 : 


donde 


( 5 5 


SE E 
< 


e= 14 x= (5 é 


Mr 
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En las ecuaciones (5.33) a (5.36), e es la permitividad del dieléctrico; £„, la permitividad ` 
del vacío, definida en la ecuación (4.2) como de aproximadamente 1079367 F/m, y e, la 
constante dieléctrica o permitividad relativa. 


Lao co nstante dicléctrica ( (o pres O e, €s la razón de la vidas 
del dieléctrico a la del vacio. Le 


Cabe señalar asimismo que e, y y, son adimensionales, en tanto que e y e, están en fa- 
rads/metro. El valor aproximado de la constante dieléctrica de algunos materiales comu- 
nes se ofrece en la tabla B.2 del apéndice B. Tal valor rige en campos estáticos o de baja 
frecuencia (< 1000 Hz); podría variar en altas frecuencias. Repárese en esa tabla en que 
e, Siempre es mayor que o igual a la unidad. En el caso del vacío y materiales no dieléc- 
tricos (como metales), e, = 1. ) 

La teoría de los dieléctricos hasta aquí explicada parte del supuesto de dieléctri- 
cos ideales. En la práctica, sin embargo, ningún dieléctrico es ideal. Cuando el campo 
eléctrico en un dieléctrico es suficientemente grande, comienza a arrebatar electrones a 
las moléculas y el dieléctrico se convierte en conductor, caso en el que se dice que ha ocu- 
rrido una disrupción dieléctrica. Ésta puede suceder en todo tipo de materiales dieléctri- 
cos (gases, líquidos y sólidos) y depende de la naturaleza del material, la temperatura, la 
humedad y la duración del periodo de aplicación del campo. El valor mínimo del campo 
eléctrico en el que ocurre la disrupción dieléctrica se llama resistencia dieléctrica del ma- 
terial dieléctrico. 


A WESA AS 
ctric 3s im o que un dieléctrico puede to- , 


ban 


En la tabla B.2 también aparece la resistencia dieléctrica de dieléctricos comunes. Puesto 
que nuestra teoría de los dieléctricos pierde vigencia al ocurrir la disrupción dieléctrica, 
supondremos siempre dieléctricos ideales y eludiremos la disrupción dieléctrica. 


15.7. Dieléctricos lineales, isotrópicos y homogéneos 


Mientras que las ecuaciones (5.24) a (5.31) son asignables a los materiales dieléctricos en 
general, las ecuaciones (5.32) a (5.34) sólo lo son a materiales lineales isotrópicos. Un ma- 
J terial dieléctrico es lineal si D varía linealmente con E, y no lineal en caso contrario. Es 
homogéneo cuando e (o q) no varía en la región en consideración, sino que es igual en 
(53 todos los puntos (es decir, independiente de x, y, z), e inhomogéneo (o no homogéneo) si 
A e depende de las coordenadas espaciales. La atmósfera es un ejemplo clásico de medio 
no homogéneo; su permitividad varía con la altitud. Por último, un material dieléctrico es 

A isotrópico cuando D y E siguen la misma dirección, es decir, cuando posee las mismas 
(Ss: propiedades en todas direcciones, y anisotrópico (o no isotrópico) cuando D, E y P no 
son paralelas; e o y, posee en este caso nueve componentes llamados colectivamente 
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-o no varía con la dirección. 


“Ejemplo 5.5 


tensor. En lugar de la ecuación (5.34), por ejemplo, para los materiales anisotrópicos 
esta otra: 


A 


Los materiales cristalinos y el plasma magnetizado son anisotrópicos. 


oO id sd AAAADADD AD FA ES DARAS SITAL] E] ZA AV wA A 7 nd A ENEDA l Oii Aa A NINA 


ds copien o canti epa pes 


Lo mismo puede decirse de un material conductor en el que se aplique J = gE. El mate 
es lineal si ø no varía con E, homogéneo si ø es igual en todos los puntos e isotróp co 


En este libro trataremos casi exclusivamente con medios lineales, isotrópicos y h 
mogéneos, a los que se aplican todas las fórmulas deducidas en el capítulo 4 con refer 
cia.al vacío mediante el simple reemplazo de e, por £,e, Al aplicarse a un me 
dieléctrico, así, la ley de Coulomb de la ecuación (4. 4), por - ejemplo, se convierte en 


ATES, Ame R P 
y la ecuación (4.96) en 


W = 5 | ££, E? dv 


Un cubo dieléctrico de lado L y centro en el origen tiene una polarización radial da 
por P = ar, donde a-es una constante y r = xa, + ya, + za,. Halle todas las densidaí 
de carga latente y demuestre explícitamente que la carga latente total tiende a cero. 


Solución: 


Respecto de cada una de las seis caras del cubo, hay una carga superficial Pps. En elc ca 
de la cara localizada en x = L/2, por ejemplo, 


Pps =P ra, 


La carga superficial latente total es 


LR. pue 
0,= | ondas =6 | | adeins ik 
-in 2 


= 3aL? 


| 


. 


AAA Tp» > 
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La densidad de carga volumétrica latente está dada por 
Pp = V- P= —(a + a+ a) = —3a 


y la carga volumétrica latente total es 


OQ, = | Pps dv = —3a | dv = —3aL? 
Así, la carga total es 


Q, = Q; + Q, = 3aL? — 3aL3=0 


Ejercicio, 55. AR es TESNE AS | 
IGUO $418) SU 100% EISS BIOG EBIT ETA ATA] 

Una varilla delgada de sección ral A se ah a i pde eje xdex=0 

a x = L. Su polarización sigue la dirección de su longitud y está dada y por PRE a 

+ b. Calcule Pov Y Pps EN cada extremo. Demuestre explícitamente « que la BE 

latente total tiende a cero en este caso... 20000000000 


i 
Í 


Respuesta: 0, -2aL, -b, aL?+ b, comprobación. 


La intensidad de campo eléctrico del poliestireno (s, = 2.55) que ocupa el espacio entre 
las placas de un capacitor (o condensador) de placas paralelas es de 10 kV/m. La distan- 
cia entre las placas es de 1.5 mm. Calcule 


a) D. 

b) P 

c) La densidad de carga superficial de la carga libre en las placas. 
d) La densidad superficial de la carga por polarización. 


e) La diferencia de potencial entre las placas. 


Solución: 
-9 


ce 5 10 £ „i 2 
a) D = es8,/E = Zo ' (255) » 10* = 225.4 nC/m 


-9 : 
b) P = X.E = (1.55) - Se 10* = 137 nC/m? 
c) ps=D-a, = D, = 225.4 nC/m? 
d) pps =P: a, = P, = 137 nC/m? 
e) V = Ed = 10 (1.5 X 107?) = 15 V 
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Una esfera dieléctrica (e, = 5.7) de 10 cm de radio tiene una carga puntual de 2 pC 


da en su centro. Calcule: 


a) La densidad superficial de la carga por polarización sobre. la superficie de la 
`b) La fuerza ejercida por la carga sobre una carga puntual de —4 pC colocada sot 


] y shegfera, guèn Pin V a 8010995 Hago El y 
i j i T 
y ac DIED i $ IES id p ( 
ji Solurióa., dl BUSCÓ YES iji 
a) Se aplica la ia de Coloma o sde Pan EN oblner 
ia ii 
xQ 
P E = 
ios a) casnioaiios ATENT 
JA Or al IBG 21 ps As amis. ROD 1C (472X107? 
E dl Cr EPHE 10* 
| = = 13.12 pC/m? 
| b) Mediante la ley de Coulomb, tenemos 
| 
| CE: Rafiki“ ME E 
| iu Otero ARA int 
119 R JOIST ROQ 1 r ES. ¿9111 r 
l : raii Etz pe En 100 x 107* 
i = -1263 a, pN 
me 
ii 
I: 
ii ii K 
cel 
Iii 
1418 
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Halle la fuerza con la que las placas de un capacitor de placas paralelas se atraen entre 
sí. Determine asimismo la presión sobre la superficie de cada placa debida al campo. 


Solución: 


Con base en la ecuación (4.26), la intensidad de campo eléctrico sobre la superficie de ca- 
da placa es GISI 


ry | ES 7% 


m 


donde a, es un vector unitario normal a la placa y ps la densidad de carga superficial. La 
fuerza total sobre cada placa es 


J 


= UR a 5. E. Ll 
F= QE=psS->2a, 


63 e ) 
a PS e j 
2e,8, 


Í 


La presión o fuerza/área es =n 


28,€, 
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5.8. Ecuación de continuidad y tiempo de relajación 
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Figura 5.9. Electrómetro; para el ejercicio 


De acuerdo con el principio de conservación de la carga, la rapidez de reducción ( 
carga dentro de un volumen dado debe ser igual al flujo neto de corriente hacia fue 
través de la superficie cerrada del volumen. Así, la corriente /;, que sale de la super 
cerrada es 

—AQem 


Imsa Pads s7 


€ 


donde Q,» es la carga total encerrada por la superficie cerrada. Si se aplica el teorem 
la divergencia, 


f Ias = [vav 
S y 


Pero 


| --[2 
di“ di Ps ga” 


v v 


La sustitución de las ecuaciones (5.41) y (5.42) en la ecuación (5.40) da como resulti 


[v-a s f egy 
ðt 


v v 


la cual recibe el nombre de ecuación de continuidad de la corriente. Esta ecuacil 
deduce del principio de conservación de la carga y establece en esencia que no pi 
haber acumulación de carga en ningún punto. En el caso de corrientes estacion 
dp,/dt = 0, y por tanto V - J = 0, lo que indica que la carga total que sale de un vol 
es la misma que la carga total que entra en él. La ley de la corriente de Kirchhoff sé 
prende de este principio. l 
Examinemos ahora, tras haber considerado la ecuación de continuidad y las prof 
des ø y e de los materiales, el efecto de la introducción de carga en algún punto it 
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de un material (conductor o dieléctrico) dado. A ello se aplica la ecuación (5.43) junto 
con la ley de Ohm 


J=0E (5.44) 
y la ley de Gauss 
V-E= A (5.45) 


La sustitución de las ecuaciones (5.44) y (5.45) en la ecuación (5.43) da como resultado 


> ôP, 
yip = 2 SP 
£ at 
o 
E A 
rd: (5.46) 


Ésta es una ecuación diferencial ordinaria lineal homogénea. Al separar las variables de 
la ecuación (5.46) se obtiene 


— === (5.47) 
y la integración de ambos miembros resulta en 
t 
Inp, = e + ln Pro 


donde In p,,, es una constante de integración. Así 


Pi = poe An (5.48) 
donde 
E€ 
T,= = (5.49) 


En la ecuación (5.48), p,, es la densidad de carga inicial (es decir, p, en t = 0). Esta ecua- 
ción indica que, como resultado de la introducción de carga en algún punto interior del 
material, hay un descenso de densidad de carga volumétrica p,. Con ese descenso se aso- 
cia un desplazamiento de carga del punto interior en el que ésta fue introducida a la 
superficie del material. La constante temporal T, (en segundos) se llama tiempo de rela- 
jación o tiempo de reacomodo. 
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Este tiempo es breve para buenos conductores y largo para buenos dieléctricos, En e 
so del cobre, por ejemplo, e = 5.8 X 107 mhos/m, e, = 1, y 1 


ll ! o E,Eo 107? 1 
nl a "A BR 
=1:53x102Bs8 


lo que indica un rápido descenso de la carga colocada dentro del material. Esto im 
ca que, en lo que se refiere a los buenos conductores, el tiempo de relajación es 
breve que la mayor parte de la carga tenderá a cero desde cualquier punto intere 
aparecerá en la superficie (como carga superficial). En el caso del vidrio de cuarzo 
cambio, ar = 107" mhos/m, e, = 5.0, 


10? 1 
Er 1 6 
= 51.2 días 


lo que indica un tiempo de relajación muy prolongado. Respecto de buenos dielé tr 
así, puede considerarse que la carga introducida permanece donde se le haya coloca 


5.9. Condiciones en la frontera 


Hasta aquí sólo nos hemos ocupado de la existencia del campo eléctrico en un medio 
mogéneo. Sin embargo, un campo también existe en una región compuesta por dos 
dios distintos, caso en el que en la interfaz que separa a esos medios debe satisfacer 
llamadas condiciones en la froniera. Estas condiciones son útiles para determinar el can 
en uno de los lados de la frontera si el campo en el otro lado es conocido. Obviame 
tales condiciones son impuestas por el tipo de material con el que se han producida 
medios. Consideraremos las condiciones en la frontera en una interfaz entre 


e dieléctrico (e,,) y dieléctrico (e,,) 
e conductor y dieléctrico 
* conductor y vacío 


Para determinar las condiciones en la frontera debemos emplear las ecuaciones de Ma 


fe -d= 0 (5 
f y 
| a | fo “dS = Qen 
| Ml | y descomponer la intensidad de campo eléctrico E en dos componentes ortogonales 
Aii E = E, +E, ( 


/ donde E, y E, son, respectivamente, las componentes de E tangencial y normal a la interl 
interés. También la densidad de flujo eléctrico D puede descomponerse de la misma mar 
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A, Condiciones en la frontera dieléctrico-dieléctrico 


Considérese el campo E existente en una región compuesta por dos dieléctricos distintos 
caracterizados por £; —/£,8,1 Y €, = ££, como se muestra en la figura 5.10(a). E, y E, en 
los medios 1 y 2, respectivamente, pueden descomponerse así: 


E, =E, + E,, (5.554) 
E, =E, + E,, (5.55b) 


Se aplica entonces la ecuación (5.52) a la trayectoria cerrada abcda de la figura 5.10(a), 
partiendo del supuesto de que tal trayectoria es muy reducida respecto de la variación de 
E. De ello se obtiene : 


0 = E, Aw- En =- En Ey Aw + En +E, 


, 


Ah 
Fi (5.56) 


donde E, = |E,| y E,, = |E,. Cuando Ah > 0, la ecuación (5.56) se convierte en 


Así, las componentes tangenciales de E son iguales en los dos lados de la frontera. En 
otras palabras, E, no sufre ningún cambio en la frontera: es continua de un lado a otro de 
la frontera. Puesto que D = ¿E = D, + D,, la ecuación (5.57) puede expresarse como 


Dy D, 
T 
0) 
ma alas ~ 
HIDA [w Ea (5.58) 
(] lo, El €, 


es decir, D, sufre algún cambio a través de la interfaz: es discontinua de un lado a otro de 
la interfaz. ¿ 


(a) (b) 
Figura 5.10. Frontera dieléctrico-dieléctrico. 
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En forma similar, se aplica la ecuación (5.53) al objeto (superficie gaussiana) de 
gura 5.10(b). Si concedemos que Ah — 0, entonces i 


: orAQ =p; AS = Din AS — D,, AS 


fi | donde ps es la densidad de carga libre deliberadamente colocada en la frontera. Tén n 
Wi presente que la ecuación (5.59) se basa en el supuesto de que D se dirige de la regi 
a la región 1, de modo que esta ecuación debe aplicarse en consecuencia. Si en la in 1 

) faz no existe ninguna carga libre (es decir, si ahí no se han colocado cargas en forma 
Hi liberada), ps = O y la ecuación (5.59) se convierte en 


ai 8 : 


pi De esta manera, la componente normal de D es continua de un lado a otro de la inter 
ko esto es, D,, no sufre ningún cambio en la frontera. Puesto que D = eE, la ecuación (5; 
HE puede expresarse como 


$ 


eEj, = e2En (S 


lo que indica que la componente normal de E es discontinua en la frontera. Las ecua 
H nes (5.57) y (5.59) o (5.60) reciben en conjunto el nombre de condiciones en la fronte 


i j deben ser satisfechas por un campo eléctrico en la frontera que separa a dos dieicag 
1: distintos. 
| i Como ya se mencionó, las condiciones en la frontera suelen aplicarse para deter 
nar el campo eléctrico en un lado de la frontera dado el campo en el otro lado. Pero a 


PR. más, las condiciones en la frontera pueden usarse para determinar la “refracción” i 
| campo eléctrico a través de la interfaz. Considérse D, o E, y D, o E,, los cuales foman 


i 
] 
Ug ángulos 6, y 6, con la normal a la interfaz, como se ilustra en la figura 5.11. Usando 
pi i ecuación (5.57), tenemos 
|! 
j} 


E, sen 0, = E, = E, = E, sen 0, 
Figura 5.11. Refracción 


de D o E en una frontera 
dieléctrico-dieléctrico. 


A e E 
ae a SA 
n e a ci i 


a 
> 
TE 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


5.9. CONDICIONES EN LA FRONTERA W 185 


E, sen 0, = E, sen 0, (5.62) 
De igual forma, la aplicación de la ecuación (5.60) o (5.61) resulta en 


& E; cos 0, = Din = D,, = €e,E, cos 0, 


eE, cos 0, = e,E, cos 0, (5.63) 


Al dividir la ecuación (5.62) entre la ecuación (5.63) se obtiene 


tan 0 tan 0 
ha R s (5.64) 
€ E2 
Puesto que e, = ££, Y €, = EEn la ecuación (5.64) se convierte en 
(5.65) 


Ésta es la ley de refracción del campo eléctrico en una frontera libre de carga (puesto que 
se da por sentado que en la interfaz pẹ = 0). En general, así, una interfaz entre dos die- 
léctricos produce una flexión en las líneas de flujo como resultado de la acumulación en 
los lados de la interfaz de cargas por polarización desiguales. 


B. Condiciones en la frontera conductor-dieléctrico 


Este caso se ilustra en la figura 5.12. Se da por supuesto que el conductor es perfecto (es 
decir, æ > 00 0 p, > 0). Aunque en la práctica no existen conductores de ese tipo, el co- 
bre y la plata pueden considerarse conductores perfectos. 


-, Dieléctrico 


a) 
Figura 5.12. Frontera conductor-dieléctrico. 
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Para determinar las condiciones en la frontera en el caso de una interfaz conducto, 
dieléctrico se sigue el mismo procedimiento que en la interfaz dieléctrico-dieléctrico, E 
vo que se incorpora el hecho de que E = 0 dentro del conductor. La aplicación de | 
ecuación (5.52) a la trayectoria cerrada abcda de la figura 5.12(a) da como resultado ` 


Ah Ah Ah Ah 
00=0-Aw+ 0: + ES E,* Aw- En* 7 0- 7 


Cuando Ah > 0, 


De igual modo, de la aplicación de la ecuación (5.53) al objeto de la figura 5.12(b) y h: 
ciendo que Ah > 0 obtenemos 


AQ = D, : AS — 0- AS 


40 _ 


D, = Ps 


En condiciones estáticas, así, es posible llegar a las conclusiones siguientes acerca 

un conductor perfecto: $ 
g 

1. Dentro de un conductor no puede existir ningún campo eléctrico; es decir, 


p=0,  E=0 


2. Puesto que E = —VV = 0, no puede haber ninguna diferencia de potencial er 
dos puntos cualesquiera en el conductor; esto es, un conductor es un cuerpo et 
potencial. 

3. El campo eléctrico E puede ser externo al conductor y normal a la superficie 
éste; es decir, 


D, E e£,É, =0, D, = 8/8,E,, PS 


El blindaje electrostático es una aplicación importante del hecho de que E = 0 dentre 
un conductor. Si un conductor A mantenido en un potencial de cero circunda a uni 
ductor B, como se muestra en la figura 5.13, se dice que B está eléctricamente prote 
por A contra otros sistemas eléctricos, como el conductor C, fuera de A. De modo $ 
lar, el conductor C fuera de A es protegido por A contra B. 
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l Figura 5.13. Blindaje electrostático. 
E onslq 


OU OJ" 


i 


Así, el conductor A actúa como blindaje, dentro y fuera del cual privan condiciones 
eléctricas totalmente independientes entre sí. 


C. Condiciones en la frontera conductor-vacío 


Éste es un caso especial de las condiciones conductor-dieléctrico y se ilustra en la figura 
5.14. Las condiciones en la frontera en la interfaz entre un conductor y el vacío pueden 
obtenerse de la ecuación (5.71) mediante el reemplazo de e, por 1 (ya que el vacío pue- 
de considerarse como un dieléctrico especial respecto del cual e, = 1). Si, como cabe es- 


perar, el campo eléctrico E es externo al conductor y normal a la superficie de éste, las 
condiciones en la frontera son 


(5.72) 


Cabe destacar de nuevo que la ecuación (5.72) implica que el campo E debe aproximar- 
se normalmente a la superficie de un conductor. 


Figura 5.14. Frontera conductor- 
vacío. 
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Ñ Ejemplo 5.9 Dos dieléctricos isotrópicos homogéneos extensos se encuentran en el plano z = 
Respecto de z = 0, s,, = 4 y respecto de z = 0, e,, = 3. Un campo eléctrico unifo; 

i E, = 5a, — 2a, + 3a, kV/m existe para z = 0. Halle j 

a) E, respecto de z £ 0. 4 

b) Los ángulos que E, y E, forman con la interfaz. 

c) Las densidades de energía en J/m? en ambos dieléctricos. 

d) La energía dentro de un cubo de 2 m por lado centrado en (3, 4, -5). 


f Solución: 
Concedamos que en la figura 5.15 se ilustra el problema. 


f f a) Puesto que a, es normal al plano de la frontera, las componentes normales se ob 
Al nen de este modo i 


PE Ea E E 3 
E,,, = 3a, 
E, Er (E, 7 a,Ja, 


ASA A 


Asimismo, 
E =E, + E, 
i Por tanto, 
i E, = E, —E,,= Sa, —2a, 


Ko i 

e: i 
m 

ME: ía 

mes A 

P 

i w3 1 

Í nA 

Ki 

i F 

y y at 
y ] 

f EA Y 

REE JN 

ni p 

il 3 

GRE. Figura 5.15. Para el ejemplo 5.9. 
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Así, 
E; = E,, = 5a, — 2a, 
De igual forma, 


D,, = Din > EnEn = EnEn 


= Lp, = 7 (3a,) = 4a, 
En 


vIe 


En consecuencia, 
E, = E, + E„ 


= Sa, — 2a, + 4a, kV/m 
b) Sean a, y a, los ángulos que E, y E, forman con la interfaz, mientras que 0, y 0, son 
los ángulos que forman con la normal a la interfaz, como se muestra en la figura 5.15; es 


decir, 
a; F 90 TY 0; 


a, = 9 — 6, 


Puesto que E,, =3 y Eu = V25 + 4 = V29 


U er 1.795 > 0, = 60.9° 
Por tanto, 
a = 29.1° 
Alternativamente, 
E, :a, = |E,| + 1 + cos 0; 
t o 


pi? 


TTN 


cos 0; = = 0.4867 > 0, = 60.9 


3 
V 38 
De igual manera, 


Ex = 4 E, = Eu = V29 


E 
tan 0, = a = Ma3 = 1.346 > 0, = 53:40 


2n 
En consecuencia, 


a) = 36.6° 
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Ejemplo 5.10 
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and, Ez 


w = alB- 1, a EE E. 
a DTH Sog 367 
= 672 uJ/m? 
1 iE a > 
=> =>:3* "(25 + 4 + 16) x 10% 


= 597 pJ/m? 


d) En el centro (3, 4,-5) del cubo de 2 m por lado, z = -5 < 0; esto es, el cubo se encue 
tra en la región 2con2=x=<4,3<y=<5,-—6< z < —4. Así, 


wes | wysdv = pa f | C mada dy de "O 


y=3 %2=-6 


= 597 X 8uJ = 4.776 mJ 


Ejercicio 5.9 RR AN a 
ARG E Es S AS A AN ULSA A DEDO o Ts i 3 
Un dieléctrico homogéneo (e, =2, 5) ocupa ; la región 1 (x=<0), mientras que | lar 
BN = EURT DES Pe ; l 

; AA. E Sa | 

a) SiD; = 12a, — 10a, + 4a, nC/m?, halle D3 y 6> yaaya hi; 
b) Si E, = 12 V/m y 0, = 60°, encuentre E, y 6,. Adopte para 0; y 0, pe defi ia ci 
nes establecidas en el ejemplo anterior. 


Respuestas: a) 12a, — 4a, + 16, nC/m?, 19.759 y b) 10.67 V/m, ii | 


La región y = 0 se compone de un conductor perfecto, en tanto que la región y = 0 esu 
medio dieléctrico (e,, = 2), como se señala en la figura 5:16. Si en el conductor hay un 
carga superficial de 2 nC/m?, determine E y D en 


a) A(3,-2,2) 
b) B(4,1,5) 


Solución: 

a) El punto A(3, -2, 2) se encuentra en el conductor, ya que y = -2 < 0 en A. Así, 
E=0=D 

b) El punto B(4, 1, 5) se encuentra en el medio dieléctrico, ya que y = 1 > 0 en B. 

D,, = ps = 2 nC/m? 
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Figura 5.16. Para el ejemplo 5.10. 


E = X =2x 10 x 27 10 a, = 36ra, 
Eo€Er 2 
= 113.1a, V/m 


1. Los materiales se clasifican en general en conductores (o œ 1, e, = 1) y dieléc- 
tricos (a < 1, e, = 1) en términos de sus propiedades eléctricas ø y e,, donde o 
es la conductividad y e, la constante dieléctrica o permitividad relativa. 

2. La corriente eléctrica es el flujo de densidad de corriente eléctrica a través de 
una superficie; es decir, 


1= | 3:48 


-3. La resistencia de un conductor de sección transversal uniforme es 


£ 
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4. El efecto macroscópico de la polarización sobre un volumen dado de un materi, 
dieléctrico es el de “pintar” su superficie con una carga latente Q, = $; p, F 
y dejar dentro de él una acumulación de carga latente Q, = f, pp, dv, dong 

| Pi Po Y E A 

| . 5. En un medio dieléctrico, la relación entre los campos D y E es D = sE, dong 


(H. e = e,e, es la permitividad del medio. 
6. La susceptibilidad eléctrica x.(= e, — 1) de un dieléctrico mide la sensibilid; 
del material a un campo eléctrico. 


e es un escalar. 
8. El principio de conservación de la carga, base de la ley de la corriente de Kirch 
hoff, se enuncia en la ecuación de continuidad 


VJ+ poii 0 
ðt 
9. El tiempo de relajación, T, = e/ø, de un material es el tiempo que tarda una ca 
ga colocada en su interior y en descender en un factor de e”? = 37%. | 
10. Las condiciones en la frontera deben ser satisfechas por un campo eléctrico existen 
te en dos medios distintos separados por una interfaz. En el caso de una interf; 
dieléctrico-dieléctrico, 


Ey, = Ex, 
Din TD =P5s 0051 Di=Do si ps=0 


En el de una interfaz dieléctrico-conductor, 
E,=0 D, = £E, = Ps 


puesto que E = 0 dentro del conductor. h 


Preguntas de repaso 


5.1. ¿Cuál de los siguientes no es un ejemplo de corriente de convección? 


a) Una correa transportadora cargada. 

b) El movimiento electrónico en un tubo al vacío. 

c) Un haz de electrones en un tubo de televisión. 

d) La corriente eléctrica que fluye por un alambre de cobre. 


5.2. Cuando en los extremos de un cable conductor se aplica una diferencia de potencial constan 


f ; a) Todos los electrones se mueven a una velocidad constante. 
b) Todos los electrones se mueven a una aceleración constante. 


c) El movimiento electrónico aleatorio será equivalente en promedio a la velocidad consti 
te de cada electrón. 


qn d) El movimiento electrónico aleatorio será equivalente en promedio a la aceleración C0 
UN tante no cero de cada electrón. 


5.3. 


5.5. 


5.6. 


5.7. 


5.8. 


5.9. 
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La fórmula R = £/ (gS) se aplica a cables delgados. 


a) Cierto. 
b) Falso. 
c) No necesariamente. 


El agua de mar tiene e, = 80. Su permitividad es 
a) 81 | 

b) 79 

c) 5.162 X 1071 F/m 

d) 7.074 X 10-10 F/m 


Tanto e, como y, son adimensionales. 

a) Cierto. 

b) Falso. 

Si V-D =V- Ey V -J= øV - E en un material dado, se dice que el material es 


a) Lineal. 
b) Homogéneo. 
c) Isotrópico. 


d) Lineal y homogéneo. 


e) Lineal e isotrópico. 
f) Isotrópico y homogéneo. 


El tiempo de relajación de la mica (o = 10715 mhos/m, e, = 6) es de 


a) 5x 105 
b) 106s 

c) 5 horas. 

d) 10 horas. 
e) 15 horas. 


Los campos uniformes que aparecen en la figura 5.17 se hallan cerca de una frontera dieléc- 
trico-dieléctrico, pero en lados opuestos. ¿Cuáles configuraciones son correctas? Suponga 
que la frontera está libre de carga y que e, > ep 


¿Cuáles de los enunciados siguientes son incorrectos? 


a) La conductividad de conductores y aisladores varía con la temperatura y la frecuencia. 
b) Un conductor es un cuerpo equipotencial y E es siempre tangencial al conductor. 

c) Las moléculas no polares carecen de dipolos permanentes. 

d) En un dieléctrico lineal, P varía linealmente con E. 


= 5.1. En cierta aa J= 37m. cos 0 a, — 1? sen 0 ao halle Pm. Corriente que cruza la sup 
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(a) (e) c3n3s 
Figura 5.17. Para la pregunta de repaso 5.8. 


5.10. Las condiciones eléctricas (carga y potencial) dentro y fuera de un blindaje eléctrico so 
talmente independientes entre sí. ; 
a) Cierto. 
b) Falso. 


Respuestas: 5.1d, 5.2c, 5.3c, e 5.5b, 5.6d, 5.7e, 5.8e, 5.9b, 5.104. 


201% e HÞ 


definida por 0 = poda ad 27,0<r< 2m. 


20% SA ZOO b estás 500a 
5.2. Determine la corriente totai en un calle de 1 6 mm de radig si J = + = Alm?. 


al 


| 53. La densidad de corriente en un conductor cilíndrico de radio aes 
J = 10870 7010) ap A/m? > 


Halle la corriente a través de la sección transversal del conductor. 


35.6. 


5.7. 


5.8. 


5.9. 


5.10. 


59 9b 


5.11, 
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La carga 1074 e73% C es extraída de una esfera a través de un cable. Halle la corriente en 
el cable en t= 0 yt =2.5's. 


a) Sea V = x?y*z en una región (e = 2e,) definida por -1 < x,y,z < 1. Encuentre la densi- 
dad de carga p, en la región. 


b) Sila carga viaja a 10'ya, m/s, determine la corriente que cruza la superficie 0 < x,z < 0.5, 
y=1. 


Si los extremos de una barra cilíndrica de carbono (o =3 Xx 10*) de 5 mm de radio y 8 cm de 
longitud se mantienen en una diferencia de potencial de 9 V, halle: a) la resistencia de la 
barra, b) la corriente a través de la barra, c) la potencia disipada en la barra. 


La resistencia de un cable largo y redondo de 3 mm de diámetro es de 4.04 (2/km. Si a través 
del cable fluye una corriente de 40 A, halle 

a) La conductividad del cable e identifique el material de éste. 

b) La densidad de corriente eléctrica en el cable. 


Una bobina consta de 150 vueltas de alambre de cobre en torno a un eje cilíndrico. Si el ra- 
dio medio de las vueltas es de 6.5. mm y el diámetro del cable es de 0.4 mm, calcule la resis- 
tencia de la bobina. 


Un conductor compuesto de 10 m de largo está integrado por un núcleo interno de acero de 
1.5 cm de radio y un recubrimiento externo de cobre cuyo grosor es de 0.5 em. 

a) Determine la resistencia del conductor. 

b) Si la corriente total en el conductor es de 60 A, ¿qué corriente fluye en cada metal? 


c) Halle la resistencia de'un conductor sólido de cobre de igual longitud y áreas de sección 
tranversal que el recubrimiento. Adopte 1.77 X 1078 y 11.8 X 1078 Q - m, como valores de 
resistividad del cobre y el acero, respectivamente. 


En la figura 5.18 se presenta la sección transversal de un cilindro hueco de 2 m de longitud. 
Si el cilindro está hecho de carbono (øe = 10% mhos/m), determine la resistencia entre sus 


extremos. Adopte a = 3 cm, b = 5 cm. : i de 


A una temperatura y presión particulares, el helio gaseoso contiene 5 X 10% átomos/m?. Si un 
campo de 10 kV/m aplicado al gas causa un desplazamiento promedio de 10718 m en la nube 
de electrones, halle la constante dieléctrica del helio. 


Figura 5.18. Para los problemas 5.10 y 5.15. 
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| 5,12. Un material dieléctrico contiene 2 X 101? moléculas polares/m°, cada una:con un mo 
y de dipolo de 1.8 X 107?” C/m. Suponiendo que todos los dipolos están alineados en |; 
lf ción del campo eléctrico E = 10° a, V/m, halle P y e,. d 


> 5.13. En una lámina de material dieléctrico respecto de la cual e = 2.4e, y V = 3002? V, halle 
Y Py» b) P y ppv- 


> 5.14. Respecto de x < 0,P = 5 sen (ay) a,, donde a es una constante. Halle pps y Ppy- 


5.15. Considere la figura 5.18 como un cascarón dieléctrico esférico en el que e = e,£, respe 
a'< r< by e= e, respecto de 0 < r < a. Si se coloca una carga Q en el centro del cas 
halle 


a) P respecto de a < r < b 
b) Pp respecto de a < r < b 
c) Ppenr=ayr=b 


5.16. Situadas en el vacío, dos cargas puntuales ejercen una fuerza de 4.5 uN entre sí. Cua 
espacio entre ellas se ocupa con un material dieléctrico, la fuerza cambia a 2 uN. H 
constante dieléctrica del material e identifique éste. 


» 5.17. Una esfera conductora de 10 cm de radio está centrada en el origen e incrustada en! 
terial dieléctrico con e = 2.58,. Si la esfera porta una carga superficial de 4 nC/m?, hall 
(3 cm, 4 cm, 12 cm). 


> 5.18. En el centro de una esfera dieléctrica hueca (e = e,e,) se coloca una carga puntual ( 
esfera tiene un radio interno a y un radio externo b, calcule D, E y P. 


5.19. Una esfera de radio a y constante dieléctrica s, posee una densidad de carga uniforme 


a) En el centro de la esfera, demuestre que 


our 
b) Halle el potencial en la superficie de la esfera. e 
-= 5.20. En campos estáticos (independientes del tiempo), ¿cuál de las siguientes densidades 
rriente son posibles? 
a) J=2Yya, + 44a, — 6ryza, 
b) J = xya, + y(2+ Da, + 2ya, 


c) 1-2, + z cos q a, 


d) ls, 


5.21. En el caso de un medio anisotrópico, 


xX 


4 aei 
=e, |1 4 1|}E 
1 1 VAIRE 


© 


T 
H AN Z= 


f A Obtenga D EERpOrt de: a) E = 10a, + 10a, V/m, b) E = 10a, + 20a, — 30a, V/m. 
| 


5.22. 


5.24. 


5.25. 


5.26. 


5.27. 


5.28. 


5.29. 


5.30. 


*5,31. 


5.32. 
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SiJ= ES a, A/m?, halle: a) el índice de incremento de la densidad de carga volumétrica, b) 
p 


la corriente total que pasa por la superficie definida por p = 2,0 < z < 1,0 < ġ < 27r. 


57%! 


Puesto que J = a, A/m?, en t = 0.1 ms, halle: a) la cantidad de corriente que pasa por 


la superficie r = 2 m, b) la densidad de carga p, sobre esa superficie. 


Determine el tiempo de relajación de cada uno de los siguientes medios: 


a) Caucho duro (a = 1071 S/m, e = 3.1e,). 
b) Mica (a = 10715 S/m, e = 6e,). 
c) Agua destilada (g = 107* S/m, e = 808,). 


La carga excedente en cierto medio decrece a un tercio de su valor inicial en 20 ps. a) Si la 
conductividad del medio es de 107*S/m, ¿cuál es su constante dieléctrica? b) ¿Cuál es el tiem- 
po de relajación? c) Tras 30 ys, ¿qué fracción de la carga permanecerá? 


Un rayo incide en una esfera dieléctrica de 20 mm de radio respecto de la cual e, = 2.5, 0 = 
5 X 1076 mhos/m y deposita uniformemente una carga de 10 uC. Determine la densidad de 
carga inicial y la densidad de carga 2 us después. 


La región 1 (z < 0) contiene un dieléctrico respecto del cual e, = 2.5, mientras que la región 
2 (z > 0) se caracteriza por e, = 4, Sea E, = —30a, + 50a, + 70a, V/m y halle: a) D,, b) P,, 
c) el ángulo entre E, y la normal a la superficie. 


Puesto que E, = 10a, — 6a, + 12a, V/m en la figura 5.19, halle: a) P,, b) E, y el ángulo que 
E, forma con el eje y, c) la densidad de energía en cada región. 


Dos regiones dieléctricas homogéneas 1 (p = 4 cm) y 2 (p = 4 cm) tienen constantes dieléc- 
tricas 3.5 y 1.5, respectivamente. Si D, = 12a, — 6a, + 9a, nC/m?, calcule: a) E, y D}, b) P, y 
Ppv2» €) la densidad de energía para cada región. 


Una esfera conductora de radio a está semisumergida en un medio dieléctrico líquido de per- 
mitividad e,, como se muestra en la figura 5.20. La región por encima del líquido es un gas de 
permitividad e,. Si la carga libre total sobre la esfera es O, determine la intensidad de campo 
eléctrico en cualquier punto. 


Dos hojas paralelas de vidrio (e, = 8.5) montadas verticalmente están separadas por un es- 
pacio uniforme de aire entre sus superficies internas. Debidamente selladas, las hojas están 
inmersas en aceite (£, = 3.0), como se muestra en la figura 5.21. En el aceite existe un campo 
eléctrico uniforme de 2000 V/m de intensidad en la dirección horizontal. Calcule la magnitud 
y dirección del campo eléctrico en el vidrio y en el espacio de aire encerrado cuando a) el 
campo es normal a las superficies de vidrio, y b) el campo en el aceite forma un ángulo de 75° 
con una normal a las superficies de vidrio. Ignore los efectos marginales. 


a) Puesto que E = 15a, — 8a, V/m en un punto sobre la superficie de un conductor, ¿cuál es 

la densidad de carga superficial en ese punto? Suponga e = 8,. 

b) La región y = 2 está ocupada por un conductor. Si la carga superficial sobre el conductor 
es de -20 nC/m?, halle D justo fuera del conductor. 
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O 


e¡= 329 


Figura 5.19. Para el problema 5.28. 


Figura 5.20. Para el problema 5; 


Y 


aj 
Vidrio > Figura 5.21. Para el problema 5. 


Y 


Aceite Aceite 


| 


Aire 


5.33. Una esfera recubierta de plata de 5 cm de radio porta una carga total de 12 nC uniform 
te distribuida sobre su superficie en el vacío. Calcule: a) |D| sobre la superficie de la 
b) D externa a la esfera, y c) la energía total almacenada en el campo. 
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Problemas de electrostática con valor 
la frontera 


OIB . e pa Le 
3 La función más importante de la escuela es enseñar a los alumnos a hablar y escribir 


claramente; es decir, a dominar el idioma. Sin esto, todo curso de matemáticas y cien- 
cias es tiempo perdido. 

JOSEPH WEIZENBAUM, 

Massachusetts Institute of Technology 


|. Introducción 

DO!" 

Para determinar el campo eléctrico E, en los capítulos anteriores nos hemos servido por 
lo general de las leyes de Coulomb o de Gauss cuando la distribución de carga es cono- 
cida y de E = —VV cuando el potencial V es conocido en toda la región. En la práctica, 
sin embargo, no es común que se conozcan ni la distribución de carga ni la distribución 
de potencial. ' 

En este capítulo consideraremos problemas prácticos de electrostática en los que 
sólo se conocen las condiciones electrostáticas (carga y potencial) en algunas fronteras y 
se desea hallar E y V en toda la región. Tales problemas, llamados problemas con valor en 
la frontera, suelen abordarse con la ecuación de Poisson! o de Laplace? o con el método 
de imágenes. Tras examinar los conceptos de resistencia y capacitancia, usaremos la ecua- 
ción de Laplace para deducir la resistencia de un objeto y la capacitancia de un capaci- 
tor (o condensador). Preste especial atención al ejemplo 6:5; en lo que resta de este libro 
nos remitiremos a él con frecuencia. 


15.3 


6.2. Ecuaciones de Poisson y de Laplace 


(8,5) Las ecuaciones de Poisson. y de Laplace se deducen fácilmente de la ley de Gauss (en el 
caso de un medio material lineal) 


rmen si 
la esf "1009 Y-D=VvV- E =p, (6.1) 


1 Así llamada en honor a Simon Denis Poisson (1781-1840), físico matemático francés. 
? Así llamada en honor a Pierre Simon de Laplace (1749-1829), astrónomo y matemático francés. 
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€ SE. 

Hi E = -VV N US 
i La sustitución de la ecuación (6.2) en la ecuación (6.1) da como resultado === 
Y» (=8 VV) = py 


en el caso de un medio no homogéneo. En el de un medio homogéneo, la ecuación ( 
se convierte en 


| 


VV = = ! ( 


Ésta es la ecuación de Poisson. Un caso especial de esta ecuación ocurre cuando P, 
(es decir, en una región sin carga). La ecuación (6.4) se convierte entonces en 


la ecuación de Laplace. La eliminación de e del miembro izquierdo de la ecuación 
para obtener la ecuación (6.4) implica que e es constante en toda la región asociada 
la definición de V; sin embargo, e no es constante en una región no homogénea, 
el que la ecuación (6.4) no puede derivarse de la ecuación (6.3). Esta última es la ex 
ción de Poisson para un medio no homogéneo; se convierte en la ecuación de r 
para un medio no homogéneo cuando p, = 0. 
Recuérdese que en la sección 3.8 se dedujo el operador laplaciano V?. Así, en e 
'*denadas cartesianas, cilíndricas y esféricas, la ecuación de Laplace está dada respect 
mente por 


Pp, 1 2 se e ¡A 
ðr r? sen 0 00 rsen? A, aq? 


según el potencial sea V(x, y, z), V(p, $,z) o V(r, 60, ġ,). En esos mismos sistemas de ct 
denadas, la ecuación de Poisson puede obtenerse mediante el simple reemplazo 
—p,/e del cero del miembro derecho de las ecuaciones (6.6), (6.7) y (6.8). 

La ecuación de Laplace es de primera importancia en la resolución de problemas € 
trostáticos que implican un conjunto de conductores mantenidos en diferentes poten 
les, como es el caso de los capacitores y diodos de tubos al vacío. Pero además de ser úl 
para resolver problemas de campos electrostáticos, las ecuaciones de Laplace y de Pois 
también se usan en problemas relativos a campos de otro tipo. Por ejemplo, V se interp 
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taría como potencial magnético en magnetostática, temperatura en la conducción de calor, 
función de esfuerzo en el flujo de fluidos y carga de presión en filtración. 


-3. Teorema de unicidad 
K $ 


Puesto que un problema puede resolverse con varios métodos (analítico, gráfico, numéri- 
co, experimental, etc.), cabría preguntarse si las diversas soluciones que es factible ob- 
tener de la ecuación de Laplace son diferentes entre sí. Por tanto, antes de proceder a 
resolver esa ecuación es preciso responder a esta pregunta: si una solución de la ecuación de 
Laplace satisface un conjunto dado de condiciones en la frontera, ¿es la única solución 
posible? La respuesta es afirmativa: sólo hay una solución. Una única solución. Así, cual- 
quier solución de la ecuación de Laplace que satisfaga las condiciones en la frontera será 
la única, sin importar el método empleado para obtenerla. Éste es el teorema de unicidad, 
el cual se aplica a cualquier solución de la ecuación de Poisson o de Laplace en una re- 
gión o superficie cerrada específica. 

El teorema de unicidad se comprueba por contradicción. Si se parte del supuesto de 
que dos soluciones V, y V, de la ecuación de Laplace satisfacen las condiciones en la fron- 
tera prescritas, entonces 


WV;= -0, VV; =0 (6.9a) 
E V: =V, enla frontera (6.9b) 
Después se considera su diferencia 
j YY Y, ($10) 
la cual obedece a 
(6.6 VV = VV, - VV, =0 l (6.11a) 
Brom as 
V,¿=0 en la frontera : (6.11b) 
lo cual está de acuerdo con la ecuación (6.9). Con base en el teorema de la divergencia, 
(6.7 
A | reacar=h:Azas G (6.12) 
+] v s s 
Sea A = V¿ VV; y empleemos una identidad vectorial 
(6.8) Ve A =V: (VaVVa) FT. Va YY + VV 4 y VV y 
Pero, de acuerdo con la ecuación (6.11), V?V, = 0, de manera que 
coor- V- A °= VV,- VV; (6.13) 
3 [i 
En La sustitución de la ecuación (6.13) en la ecuación (6.12) da como resultado 
¿ele ? 
ncia | VU" me - $ V; VV dS (6.14) 
útiles . 1 v s 
»iSSON De las ecuaciones (6.9) y (6.11) se deduce claramente que el miembro derecho de la 


:rpre- ecuación (6.14) tiende a cero. 
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Por tanto: 
| |VV dv = 0 
v 
Puesto que la integración siempre es positiva, 
VVi =0 
o 
Va = V, — V, = constante en todas partes en v (6.15% 


Sin embargo, la ecuación (6.15) debe ser congruente con la ecuación (6.9b). Así, Vi 
o V, = V, en cualquier parte, , que indica que Y, y V, no pueden ser diferentes sold ci 
nes del mismo problema., 


ss sa Lart E EONA em MECO PPA NOAG SAMARADOR AES peme 


noDieacueedh. con el teorema de ) puede detern una s 
- dela ecuación de Laplace ma las congielones en lona 5a sol 
la única. le ematie (6:9 imp! ioga ADA aj PE, 9103 qe 


Podrían seguirse pasos similares para demostrar que este teorema también se aplica 4 
ecuación de Poisson, así como para comprobarlo en relación con el caso en el que se € 
pecifica el campo eléctrico (gradiente del potencial) en la frontera. 

Antes de iniciar la resolución de problemas con valor en la frontera, ténganse p 
sente las tres cosas que describen inequívocamente a un problema: $ 


1. La ecuación diferencial apropiada (en este capítulo, la de Laplace o Poisson). 
2. La región de la solución. 
3. Las condiciones en la frontera prescritas. 


Ningún problema tiene una solución única ni puede resolverse por completo en ausent 
de estos elementos. 


6.4. Procedimiento general para resolver la ecuación de Poisson 
o de Laplace 


El procedimiento general que se describirá a continuación es útil para resolver prob 
mas con valor en la frontera que impliquen la ecuación de Poisson o de Laplace: 


1. Se resuelve la ecuación de Laplace (si p, = 0) o la de Poisson (si p, + 0) media 
te a) integración directa cuando V es una función de una variable, o b) separat 
de variables cuando V es una función de más de una variable. La solución aún 
es única en este punto, pero se expresa bajo la forma de las constantes de integ 
ción desconocidas por determinar. q 

2. Se aplican las condiciones en la frontera para determinar la solución única de 
La imposición de las condiciones en la frontera dadas vuelve única la solución 

3. Habiendo obtenido V, se halla E mediante E = —VV y D mediante D = £E. 


5 0! 
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4. Si se desea, se calcula la carga Q inducida en un conductor mediante Q = f p; dS, 
donde ps = D, y D, es la componente de D normal al conductor. De ser necesa- 
rio, se determina mediante C = Q/V la capacitancia entre dos conductores. 


Resolver la ecuación de Laplace (o de Poisson), paso 1 de este procedimiento, no 
siempre es tan complicado como parece. La solución puede obtenerse a veces de la me- 
ra inspección del problema. Asimismo, una solución puede comprobarse por retroceso y 
determinando si satisface tanto la ecuación de Laplace (o de Poisson) como las condicio- 
nes en la frontera prescritas. 


Las componentes portadoras de corriente de un equipo eléctrico de alto voltaje deben 
enfriarse para eliminar el calor provocado por pérdidas óhmicas. Un medio de bombeo 
se basa en que cargas de un campo eléctrico transmitan fuerza al fluido enfriador. Un mo- 
delo de este tipo de bombeo, llamado electrohidrodinámico, se presenta en la figura 6.1. 
La región entre los electrodos contiene una carga uniforme p,, la cual se genera en el 
electrodo izquierdo y se acumula en el electrodo derecho. Calcule la presión de la bom- 
ba si p, = 25 mC/mÍ y V, = 22 kV. 


Solución: 


Puesto que p, + 0, se aplica la ecuación de Poisson 
yy =-2 
e 


Las condiciones en la frontera Víz = 0) = V, y V(z = d) = 0 indican que V sólo depende 
de z (no hay dependencia de p ni 4). Por tanto 


Vb, 
de ue 
Al integrar una vez se obtiene 
dV" =p 
—=—— +A 
dz e 
Al integrar una vez más se obtiene 
? pP z 
V = -—+Az+B 
2e 


zy Figura 6.1. Bomba electrohidrodinámica; para el 


ejemplo 6.1. 
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donde A y B son constantes de integración por determinar mediante la aplicación de las 
condiciones en la frontera. Cuando z = 0, V = V,, 


V,=-0+0+B>B=V, 
Cuandoz=d,V=0, 


0= a + Ad +V 
o 
Podr Vo 
A= T 
2e d 
El campo eléctrico está dado por 
E Raj o GA SL 
E = -VV = Tan (E 4)a. 
Yo. Pb d 
[etta] 
i La fuerza neta es 
i d 
al F= | pEav =p, | as | E dz 
| z=0 
it ia | 3 
— + — T 
pos | d 2e (z dz) 0 a, 


il F = p,SV,a, 
1 
| 
p 


La fuerza por unidad de área o presión es 


F 
p = = PoV, =25 X 107 x 22 X 10 = 550 N/m? 


F Ejercicio 6.1 


Wi 
; | En un dispositivo end la densidad de carga Esta dada por p, = paxla. $ Si 
A i E=0enx=0yV=0enx=a, halle V y E. 


UN Respuesta: E (a + E cl eR rao 


La máquina fotocopiadora xerográfica es una importante aplicación de la electrostática ! 
superficie del fotoconductor se carga inicialmente de manera uniforme, como se muest 
en la figura 6.2(a). Cuando la luz desde el documento por fotocopiar se concentra ent 
fotoconductor, las cargas en la superficie inferior se combinan con las de la superfic 


Ejemplo 6.2 
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Luz 


E, O 
Aire—__ e 
AAA AAA A AAA AA +A A 


Fotoconductor 


 Recombinación 


d 


81 


lá 


a 


Figura 6.2. Para el ejemplo 6.2. 


superior para neutralizarse entre sí. La imagen se revela mediante el derrame de un pol- 
vo negro cargado sobre la superficie del fotoconductor. El campo eléctrico atrae al polvo 
cargado, el que posteriormente se transfiere al papel, donde se disipa para formar una 
imagen permanente. Se desea determinar el campo eléctrico bajo y sobre la superficie del 
fotoconductor. 


Solución: 


Considérese el modelo de la figura 6.2(a) representado por la figura 6.2(b). Puesto que 
en este caso p, = 0, se aplica la ecuación de Laplace. Asimismo, el potencial sólo depen- 
de de x. Por tanto 


PV 
VV =—=0 
dx 
Tras integrar dos veces se obtiene 
V=Ax+B 


Sea el potencial superior e inferior V, y V,, respectivamente. 
Vi = AX AB x >a (6.2.1a) 
V, = Ax + Bọ x<a (6.2.1b) 
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Las condiciones en la frontera en los electrodos a tierra son 


Vi(x = d) = () (6.2, a) 
Vx =0)=0 (6.2.2b) 
En la superficie del fotoconductor, 


V(x = a) = V(x = a) (6.2, a) 


Din — Don = Ps (6.2.3b) 


x=a 


Se emplean las cuatro condiciones de las ecuaciones (6.2.2) y (6.2.3) para determinar la 
cuatro constantes no conocidas A;, A, B, y Bz Con base en las ecuaciones (6.2.1); | 
(6.2.2), 


0= Ad + B,>B,= -Ad (6.2.4q 

0=0+B,>B, =0 (6.2.4b 

Con base en las ecuaciones (6.2.1) y (6.2.3a), 
Aja + B, = Aza (6.25 

Para aplicar la ecuación (6.2.3b), recuérdese que D = £E = —eVV, de modo que 1 


dV, dv, 


= Din — Din = Ein ~en = — T 
Ps 1 2n 141 2£2n Va e de 


DPT —E¡A; + E, A) 
Al despejar A; y A, en las ecuaciones (6.2.4) a (6.2.6) se obtiene 


a 
Pa HA > d € 
ada 
€; a E1 
d 
0 E e 1) az 
E, = — Aza, = 
z ee | €, d 2 
€ 1 A 
€; a El 
Ejercicio 62. Ea a Alo de 2999 £0L 16ta wE] } 
AA = y ; j 


Con referencia al modelo de la Fane 6.2(b), si pş = O y el electrodo supe: 
REESE E rear e D tir rio Le E 


GETON Machoro ES pos e apie AS 


Horm eno sl 
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Los planos conductores semiinfinitos ġ = 0 y ġ = 7/6 están separados por un espacio ais- 
lante infinitesimal, como se advierte en la figura 6.3. Si V(d = 0) = 0 y V(ġ = 7/6) = 100 
V, calcule V y E en la región entre los planos. 


Solución: 
Como V sólo depende de q, en coordenadas cilíndricas la ecuación de Laplace se con- 
vierte en i av 


= Fa = 


Puesto que el espacio aislante excluye la posibilidad p = 0, podemos multiplicar por p? 
para obtener 


expresión que se integra dos veces para producir 
| V=A49+B 


Se aplican las condiciones en la frontera para determinar las constantes A y B. Cuando 
$=0,V =0, 


(=0+B>B=0 
Cuando 4 = ġa V = Vo 


Por tanto: 


Figura 6.3. Potencial V(ġ) debido a planos 
conductores semiinfinitos. 
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La sustitución de V, = 100 y $, = 7/6 resulta en 


600 600 
A Me 


Comprobación: VV =0,V(4 = 0) = 0, V(4 = 7/6) = 100. 


Ejercicio 6.3 A AY s ecuaciques g 


Dos placas conductoras de 1:x 5m tienen una inclinación de 45° entre sí y es ár 
paradas por un espacio de 4 mm de ancho, como se ilustra en la figura 6.4. Det 


€ 


mine un valor aproximado de la carga por placa si las placas se mantienen en t 
„diferencia de potencial de 20: Atribuya Por dy ah medio gng Plas 


1075 O g 
Respuesta: 22.2 nC. 


HSI. 
Dos conos conductores (0 = 7/10 y 0 = 7/6) de extensión infinita están separados p 
espacio infinitesimal en r = 0. Si V(0 = 1/10) = 0 y V(0 = 71/6) = 50 V, halle V y E el 
los conos. 


Ejemplo 6.4- 


Solución: 
Considérese el cono coaxial de la figura 6.5, donde el espacio sirve como aislador er 


cas, la ecuación de Laplace se convierte en 


1 d dV 
V = ————— — — | = 
r° sen 0..d0. [seno | 9 


Figura 6.4. Para el ejercicio 6.3. 
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z Figura 6.5. Potencial V(ġ) debido a conos conductores. 


~ Espacio 


Puesto que r = 0 y 0 = 0, m quedan excluidos, es posible multiplicar por 7° sen 9 para ob- 
tener 


La integración una vez resulta en 


dV 
senep = A 
o 
V __A 
dð  seng 


La integración de esta última expresión da como resultado 


do 
de ap y af 2 cos 0/2 sen 0/2 


e j 1/2 sec? 0/2 de 
tan 0/2 
HE | d(tan 0/2) 
tan 0/2 
= Aln (tan 0/2) + B 


Ahora se aplican las condiciones en la frontera para determinar las constantes de inte- 
gración A y B. 


V(0 =06,) =0>0 = A ln (tan 0,/2) + B 


o 


B = -Aln (tan 0,/2) 
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| De ahí que 
| > tan 0/2 
Asimismo, 
| tan 0,/2 
A V19=07)=V,>V,= ame] 
ii o 
| y 
he A= ES A 
la 
A En consecuencia, 
HE 
| tan 0/2 
if V in| | 
| E A 
i tan 0,/2 
| 
il $ ss 
y Eeey a r da” rseng” 
ii 
Í pi Vo 
Wi m25 emy tam 02/21 
| 4] Panoa a 
| | | tan 0,/2 
fi 


La adopción de 6, = 7/10, 0, = 1/6 y V, = 50 da como resultado 


IR f 

A | tan 0/2 

F h Enee 

0 ql Pa i En 20) sin E A E 
hos pl E 3 i 0.1584 

a tan 7/20 

ri y 

i 95.1 

“i T T e Aiii 

‘l ii 


i Comprobación: V?V = 0, V(0 = 1/10) = 0, V(0 = 116) = V.. 
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a) Determine la función de potencial de la región dentro del tanque rectangular de lon- 
gitud infinita cuya sección transversal aparece en la figura 6.7. 
b) Respecto de V, = 100 V y b = 2a, halle el potencial en x = a/2, y = 3a/4. 


Solución: 
a) En este caso, el potencial V depende de x y y. La ecuación de Laplace se convierte en 


“vv *y 
POR A (6.5.1) 
y Figura 6.7. Potencial V(x, y) debido a un 


tanque conductor rectangular. 
Espacio 


http:/Mlibreria-universitaria.blogspot.com 


m 

h EN 212 Mi. PROBLEMAS DE ELECTROSTÁTICA CON VALOR EN LA FRONTERA 

| | Esta ecuacion debe resolverse en sujeción a las siguientes condiciones en la frontera; 

| Væ =0,0=y=a)=0 (652 
H V(x=b,0<ysa)=0 (6.5.24 
l V(0=x=b,y=0)=0 (6.53 


(6.52 


l V(0 = x = b,y = a) = 
La ecuación (6.5.1) se resuelve con el método de separación de variables; es decir, se by 
ca una solución de producto de V. Sea 

V(x, y) = X(x) YO) (6.5 


cuando X sólo es una función de x y Y sólo es una función de y. La sustitución de la ccu 
ción (6.5.3) en la ecuación (6.5.1) resulta en 


i XY+Y'X=0 
La división entre XY y la separación de X respecto de Y produce 


i TEA p SAA (6.5 


Puesto que el miembro izquierdo de esta ecuación es sólo una función de x y el miem 
| derecho es sólo una función de y, para que la igualdad se sostenga ambos miembros 
qe ben ser iguales a una constante A; es decir, 


ig EA | 
pe Xx Y (63 
La constante A se llama constante de separación. Con base en la ecuación (6.5.4b) se 
tiene k 
X+AX=0 (6.5 
y 
Y"-AY=0 (6.5 


Separadas las variables, las ecuaciones (6.5.5a) y (6.5.5b) reciben el nombre de ecua 
nes separadas. X(x) y Y(y) se despejan por separado, tras de lo cual las soluciones se 
tituyen en la ecuación (6.5.3). Para ello es necesario separar, de ser posible 
condiciones en la frontera de la ecuación (6.5.2), de esta forma: 


V(0,y) = X(0)Y(y) = 0> X(0) = 65 
V(b, y) = X(b)Y (y) = 0> X(b) = 0 
V(x,0) = X(x)Y(0) = 0> Y(0) = 
V(x,a) = X(0)Y(a) = V, (inseparable) 


Para despejar X(x) y Y(y) en la ecuación (6.5.5), se imponen las condiciones en a 
tera de la ecuación (6.5.6). Se consideran entonces posibles valores de A que satisf 
tanto las ecuaciones separadas de la ecuación (6.5.5) como las condiciones de la ecu 
(6.5.6). 
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CAso A. 


Si A = 0, la ecuación (6.5.5a) se convierte en 


2 
x=0 0 ail =0 
Xx 
lo que, tras integrar dos veces, produce 
X=Ax+B (6.5.7) 
Las condiciones en la frontera de las ecuaciones (6.5.6a) y (6.5.6b) implican que 


X(x=0)=0>0=0+B o B=0 


X(x=b)=0>0=A:b+0 o A=0 
puesto que b + 0. De ahí que la solución de X en la ecuación (6.5.7) se convierta en 
X(x) =0 


de lo que resulta que V = 0 en la ecuación (6.5.3). Así, se considera a X(x) = 0 como una 
solución trivial y se concluye que A + 0. 


Caso B. 
Si A < 0, digamos A = —a?, la ecuación (6.5.5a) se convierte en 
P -=Aé4xX=0 "o (D?-)1X =0 
donde 
d 

aia dx 

es decir, 
DX =taXxX (6.5.8) 


lo que indica que tenemos dos soluciones posibles, correspondientes a los signos más y 
menos. En cuanto al signo más, la ecuación (6.5.8) se convierte en 


dX dX 
dr OR O y Ted 


Por tanto, 


pE- Pear o InX=ax+InA, 


donde In A, es una constante de integración. Así 
X = Ae” (6.5.9a) 
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En cuanto al signo menos, de igual modo, la solución de la ecuación (6.5.8) es 
X= Aeta (6.5.94 


La solución total se desprende de las ecuaciones (6.5.9a) y (6.5.9b); esto es, 


(6.51 


Puesto que cosh ax = (e% + e7%)/2 y senh ax = (e** — e7%)/2 o e% = cosh ax + senhe 
y e7% = cosh ax — senh ax, la ecuación (6.5.10) puede expresarse como 


X(x) = Ae” + Aje 


X(x) = B, cosh ax + B, senh ax 


donde B, = A; + A, y B, = A; — 4). En vista de las condiciones en la frontera dadas 
solución de la ecuación (6.5.11) es preferible a la de la ecuación (6.5.10). De nuevo, 
ecuaciones (6.5.6a) y (6.5.6b) implican que 


X(x=0)=0>0=B,-(1)+B,-(0) o B,=0 


X(x=b)=0>0=0+ B, senh ab 


Puesto que a + 0 y b + 0, senh ab no puede ser igual a cero. Esto se debe a que senh x 
si y sólo si x = 0, como se muestra en la figura 6.8. De ahí que B, = 0 y 


X(x) =0 


Ésta también es una solución trivial, de manera que concluimos que A no puede ser m 
nor que cero. 


Caso C. 
Si A > 0, digamos A = f?, la ecuación (6.5.5a) se convierte en 


X"+BX=0 


Figura 6.8. Diagrama del cosh x y el se 
que demuestra que senh x = 0 si y sólo 
x=0. 


http:/Mlibreria-universitaria.blogspot.com 


6.4. PROCEDIMIENTO GENERAL PARA RESOLVER LA ECUACIÓN DE POISSON O DE LAPLACE W 215 


es decir, 
(D2+BX=0 o DX = #jBX (6.5.12) 


donde j = V —1. De las ecuaciones (6.5.8) y (6.5.12) se deduce que la diferencia entre 
los casos B y C consiste en reemplazar «æ por j£. Siguiendo el mismo procedimiento que 
en el caso B, la solución se obtiene de esta forma 


X(x) = C¿elP* + CjeiP* (6.5.13a) 
Puesto que el%* = cos Bx + j sen Bx y el = cos Bx — j sen Bx, la ecuación (6.5.13a) pue- 
de expresarse como 


X(x) = g, cos Bx + g, sen Bx (6.5.13b) 


donde g, = C, + CG yg =C, -Ser 
En vista de las condiciones en la frontera dadas, es preferible usar la ecuación 
(6.5.13b). La imposición de las condiciones de las ecuaciones (6.5.6a) y (6.5.6b) resulta en 


X(x=0)=0>0=g,:(1)+0 o g=0 


X(x=b)=0>0=0+ g sen Bb 


Supongamos que g, + 0 (pues de lo contrario obtendríamos una solución trivial); en con- 
secuencia 


sen Bb = 0 = sen nr 


nT 


B= =>» "57123,4... (6.5.14) 


Nótese que, a diferencia de senh x,el cual es igual a cero sólo cuando x = 0, sen x es igual 
a cero en un número infinito de puntos, como se observa en la figura 6.9. Adviértase asi- 


mismo que n + 0, puesto que £ + 0; ya consideramos la posibilidad 8 = 0 en el caso A, 
en el que obtuvimos una solución trivial. De igual forma, no es necesario que considere- 


Figura 6.9. Diagrama del sen x que demuestra que sen x = 0 
en un número infinito de puntos. 
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mos n = —1, 2,-3, 4, ... puesto que à = 8? no variará con valores positivos y ne gati 
de n. Respecto de una n dada, así, la ecuación (6.5.13b) se convierte en 


X,(x) = g, sen e 


Habiendo determinado X(x) y 


se resuelve la ecuación (6.5.5b), la cual es ahora 
=- BY pes 0 


La solución de esta ecuación es similar a la de la ecuación (6.5.11) obtenida en el cas 
es decir, 


Y (y) = h, cosh By + h, senh By 
La condición en la frontera de la ecuación (6.5.6c) implica que 
YO =0)=0>0=h,:(1)+0 o h,=0 
De ahí que la solución de Y(y) se convierta en 


a 

Y (y) = h, senh El 

La sustitución de las ecuaciones (6.5.15) y (6.5.17), soluciones de las ecuaciones sẹ 

das de la ecuación (6.5.5), en la solución de producto de la ecuación (6.5.3) da com 
sultado 

TX nTy 


V,(x, y) = gh, sen E senh a 


Esto indica que hay muchas posibles soluciones V, V3, V3, V4, y así sucesivamente 
do n = 1,2,3,4 y así sucesivamente. 

Por efecto del teorema de superposición, si Vi, Va, V3, . . ., V, son soluciones 
ecuación de Laplace, la combinación lineal l 


V = & Vi + c,V, + c3V, OS y cv 
(donde c}, C,, C3, . . ., €, SON constantes) también lo es. Así, la solución de la ecuación (6. 
nTy 


V(x, y) = S 6 sen “F~ sen DA 
n=1 


donde c, = g,h, son los coeficientes por determinar con la condición en la fronter 
ecuación (6.5.6d). La imposición de esta condición resulta en 
nma 


Via y=ay=Vp= 5 ca sen = senh TS 
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lo cual es un desarrollo en serie de Fourier de V,. Al multiplicar por sen mrx/b ambos 
miembros de la ecuación (6.5.19) e integrar sobre 0 < x < b se obtiene 


b pe b 
| V, sen = dx = > c, senh = j sen 2 sen dx (6.5.20) 
f b E b b b b 
En razón de la propiedad de ortogonalidad de la función seno o coseno (véase el apén- 
dice A.9). 
0, min 


m 
| sen mx sen nx dx = l 
0 ar/2, m= n 


La incorporación de esta propiedad a la ecuación (6.5.20) significa que todos los térmi- 
nos del miembro derecho de ésta tenderán a cero, salvo aquellos en los que m = n. Así, 
la ecuación (6.5.20) se reduce a 


b 
[vo sen m7 dx = C, stre f'g ed 
b b 

1 

2 


b nrx |? nta 2nNnTX 
Mi E A . aadi 1 N (1 = cos b Jas 
Vob nma b 
nT b 202 
o 
¡pra oong so j 
Cn senh — pe cos NT 
4V, 
o A E 
=4x NT 
0, n=2,4,6,... 
es decir, 
4V, Me 
, n= impar 
t| p 274 
3 0 ld a T (6.5.21) 
0, n = par 


La sustitución de esta expresión en la ecuación (6.5.18) da como resultado la solución final 


sen sen pz 
Vol. 2 b b 
V(x, y) === lp cas HTA (6.5.22) 
b 


Comprobación: V?V = 0, V(x = 0,y) = 0 = V(x = b, y) = V(x, y = 0), V(x, y = a) = V, 
La ecuación (6.5.22), solución de nuestro problema, no debería sorprender; en realidad 
era posible inferirla de la mera observación del sistema de potencial de la figura 6.7. De 
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ésta se deduce que, a lo largo de x, V varía de 0 (en x = 0) a 0 (en x = b), requisito g 
sólo una función seno puede satisfacer. A lo largo de y, asimismo, V varía de 0 (en y 3 
a V, (en y = a), circunstancia que sólo una función de seno hiperbólico puede satisface 
Era de esperar entonces una solución como la ofrecida por la ecuación (6.5.22). l 
Para determinar el potencial en cada punto (x, y) del tanque, se toman los primeros té 
minos de la serie convergente infinita de la ecuación (6.5.22); basta tomar cuatro o cinco; 
ellos. 
b) Respecto de x = a/2 y y = 3a/4, donde b = 2a, tenemos 


(z 2) AVe ») sen n7/4 senh 3n7/8 
24 mO n senh n7/2 


| A ES 7r/4 senh 37/8 sen 37/4 senh 971/8 


| T senh 7/2 3 senh 37/2 
| sen 57/4 senh 1577/4 
5 senh 57/4 
4V, 
= z (0.4517 + 0.0725 — 0.01985 — 0.00645 + 0.00229 + - - -). 
= 0.6374V, 


Sería ilustrativo considerar el caso especial en el que A = b = 1 m y V, = 100 V. En la 
gura 6.10(a) se presenta el resultado del cálculo, mediante la ecuación (6.5.22), del pote 
cial en algunos puntos específicos, y en la figura 6.10(b) las líneas de flujo y líne 
equipotenciales correspondientes. En la figura 6.11 aparece a su vez el resultado de u 
versión simple del programa Matlab con base en esa misma ecuación. Este programa, ( 
yo resultado se explica por sí solo, puede utilizarse para calcular V(x, y) en cualquier pi 
to dentro del tanque. En la figura 6.11, el resultado de V(x = b/4, y = 3a/4), calcula 
mediante el procedimiento común, es 43.2 volts. 


EE 


Figura 6.10. Para el ejemplo 6.5: (a) cálculo de V(x, y) en algunos puntos; (b) diagrama de lín 
p de flujo y líneas equipotenciales. 
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% SOLUCION DE LA ECUACION DE LAPLACE 
A A 

% ESTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE DOS 

$ DIMENSIONES EN LA FRONTERA DESCRITO EN LA FIG. 6.7 
%$ a Y b SON LAS DIMENSIONES DEL TANQUE 

% x Y y SON LAS COORDENADAS DEL PUNTO DE INTERES 


Vo = 100.0; 
a = 1.0; 
b=a; 
x = b/4; 
y = 3.*a/4.; 
c.=.4.*Vo/pi:, 
sum = 0.0; 
for k=1:10 

n = 2*k- 1 


al = sin (n*pi*x/b); 
a2 sinh (n*pi*y/b); 
a3 n*sinh (n*pi*a/b); 
sum = sum + c*al*a2/a3; 


P = [n, sum] 
end 
diary test.out 
P 
diary off 


Figura 6.11. Resultado del ejemplo 6.5 obtenido en el programa Matlab. 


Con referencia al ejemplo anterior, halle la distribución de potencial si V, no es constan- 
te sino i 


a) V, = 10 sen 3rx/b,y =a, 0 Sx =b 


TA ua Sax 
= PLA a aradi = AZ 
» V, = 2 sen b 10 $€” b ,y=a0=x=b 
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5 TT 


00! | Solución: 
NM a) Puesto que todos los pasos anteriores a la ecuación (6.5.19) del ejemplo pre 
permanecen igual, la solución hasta ese punto es de la forma 


H |’ | como la ecuación (6.5.18). Pero en lugar de la ecuación (6.5.19), ahora tenemos 


EHe. | o0 
H V(y =a) = V, = 10 sen 27 = È cn sense senh == 


1 nTy hi 
| | V(x, y) = Y é sen 2 sen a (6.6 
} 
"i 


IA i De la igualación de los coeficientes de los términos seno de ambos miembros se ob rie 


CF0, n+3 


Hi En el caso de n = 3, 
i 
p 10 = c deihi 222 
b j 
| 
o t 
i Bo 10 a 
y = 
3ra 
senh > 


Así, la solución dada en la ecuación (6.6.1) se convierte en 


37 
V(x, y) = 10 sen T DT ii 


o 
Srx sd NTX nma 
a == — == [AR das yi 
2 sen D + 10 senh 5 2 Cc, senh b nh b 


Al igualar el coeficiente de los términos seno, 


Cn = 0, n*1,5 
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- | Respecto de n = 1, 


2=c senh 2 o Cc = - 
4 senh e 
b 
Respecto de n = 5, 
1 Sra 1 
Es SOMO 1 0 G= 

33 ý 10 senh m 

-| Por tanto, 

5 
2 sen senh di sen m senh aia 

b b b b 

VS aaaea 

ma Sma 

senh Fa 10 senh TP 


Obtenga las ecuaciones diferenciales separadas relativas a la distribución de potencial 
V(p, d, 7) en una región sin carga. 


Solución: 
Este ejemplo complementa la ilustración del método de separación de variables efectua- 


da en el ejemplo 6.5. En virtud de que la región está libre de carga, la ecuación de Lapla- 
ce debe resolverse en coordenadas cilíndricas; es decir, 


Vy = 


2 2 
leí) 10% ve 0 (6.7.1) 


põp\ dp) pop az? 
Concedamos que 


V(p,d,2) = R(p) Bb) Z(2) (6.7.2) 
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il 
| 


donde R, ®y Z son funciones de p, $ y z, respectivamente. La sustitución de la e 
(6.7.2) en la ecuación (6.7.1) produce 


do no depende de z. Para igualarlos, ambos miembros deben ser constantes; es deci ri 

K 
E E J 
dp PÈ de? Z de (6: 


| D, dR ËP 2 

l CTRA AA 

| | | De la división entre RØZ se obtiene 

| 1d (ade), 1 g2. 102 l 
i pR dp \ dp PP de? Z de Y 
| I | El miembro derecho de esta ecuación es sólo una función de z, mientras que el izqui 
| 


donde —A? es una constante de separación. La ecuación (6.7.5) puede separarse en ( 
P p P 


l partes: 
(ilf 2 
H PA A 
H Z dz? 
is (0) 
M4 
Z" =MZ=0 
y 
dR Z 
AS PESA 
R dp \ dp Dd 
La ecuación (6.7.8) puede expresarse como 
2 p 2 
P dR; P aR jäi on 42 2 (6. 


Rap Rda Me ide nate 
donde x? es otra constante de separación. La ecuación (6.7.9) se separa en 


o"t o=0 (67, 


PR" + pR' + (pX p0)R=0 (6.7 
Las ecuaciones (6.7.7), (6.7.10) y (6.7.11) son las ecuaciones diferenciales separadas 
requerimos. La solución de la primera de ellas es similar a la obtenida en el caso B 
ejemplo 6.5; esto es, 


Z(z) = c, cosh Az + c, senh Az (6. 


5.7.1 
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La solución de la ecuación (6.7.10) es similar a la obtenida en el caso C del ejemplo 6.5; 
es decir, 
(p) = cz cos uo + c, sen up (6.7.13) 


La ecuación (6.7.11) es una ecuación diferencial de Bessel cuya solución rebasa el alcance 
de este libro.? 


En la sección 5.4 se explicó el concepto de resistencia y se dedujo la ecuación (5.16) 
para determinar la resistencia de un conductor de sección transversal uniforme. El hecho 
de que la sección transversal de un conductor no sea uniforme invalida la ecuación 
(5.16), de manera que la resistencia debe obtenerse mediante la ecuación (5.17): 


(6.16) 


El cálculo de la resistencia de un conductor de sección transversal no uniforme puede 
considerarse un problema con valor en la frontera. A partir de la ecuación (6.16), la re- 
sistencia R (o conductancia G = 1/R) de un material conductor dado puede hallarse si- 
guiendo estos pasos: 


1. Se elige el sistema de coordenadas apropiado. 

2. Se presupone V, como la diferencia de potencial entre las terminales del con- 
ductor. 

3. Se resuelve la ecuación de Laplace V?V para obtener V. Después se calcula E a 
partir de E = —VV e I a partir de I = f gE » d$. 

4. Por último, se obtiene R como V/I. 


En esencia, se presupone V,, se halla 7 y se determina R = V/I. Alternativamente, es 
posible presuponer la corriente 7,, hallar la respectiva diferencia de potencial V y deter- 
minar R a partir de R = V/I. Como se explicará más adelante, la capacitancia de un ca- 
pacitor se obtiene a través de una técnica similar. 


3 Para una solución completa de la ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas o esféricas, 
véase, por ejemplo, D. T. Paris y F. K. Hurd, Basic Electromagnetic Theory, McGraw-Hill, Nueva 
York, 1969, pp. 150-159. 
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En general, un capacitor consta de dos (o más) conductores portadores de care 
iguales pero de signo contrario. Esto implica que todas las líneas de flujo que salen de 
conductor deben terminar necesariamente en la superficie del otro. Las placas del cap 
citor, como también se llama a los conductores, pueden estar separadas por el vacío o o. 
dieléctrico. 

Considérese el capacitor de dos conductores que aparece en la figura 6.12. Los co 
ductores se mantienen en una diferencia de potencial V dada por 


1 
vzv -v=-] E - dl (6.1 
2 

donde E es el campo eléctrico que existe entre los conductores y se presupone a 
conductor 1 porta carga positiva. (Cabe señalar que el campo E siempre es normal a 
superficies conductoras.) 
La capacitancia C del capacitor es la razón de la magnitud de la carga en una de; | 
placas a la diferencia de potencial entre ellas; es decir, 


(6.18 


La supresión del signo negativo que precede a V = —f E » dl se debe a que lo que n 
interesa es el valor absoluto de V. La capacitancia C es una propiedad física del capa 
tor y se mide en farads (F). Mediante la ecuación (6.18) puede obtenerse C de cualqui i 
capacitor de dos conductores con uno de estos métodos: 


1. Se presupone Q y se calcula V en términos de Q (lo que implica la ley de Gaus 
2. Se presupone V y se calcula Q en términos de V (lo que implica la ecuación de - 
place). 


Usaremos por lo pronto el primer método; el segundo se ilustrará en los ejemplos 6.1( 
6.11. El primer método comprende los pasos siguientes: 


1. Se elige el sistema de coordenadas apropiado. 
2. Se acepta que las dos placas conductoras portan cargas +Q y -O. 


Figura 6.12. Capacitor de do 


conductores. 
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3. Se determina E con base en la ley de Coulomb o de Gauss y se halla V a partir de 
V = -f E- dl. El signo negativo puede ignorarse en este caso, ya que lo que nos 
interesa es el valor absoluto de V. 

bl 4. Por último, se obtiene C a partir de C = Q/V. 


Apliquemos:ahora este atractivo procedimiento matemático para determinar la ca- 
pacitancia de algunas importantes configuraciones de dos conductores. 


A. Capacitor de placas paralelas 


Considérese el capacitor de placas paralelas que aparece en la figura 6.13(a). Suponga- 
mos que cada placa posee un área S y que están separadas por una distancia d. Supongamos 
asimismo que las placas 1 y 2 portan respectivamente cargas +0 y -Q distribuidas de ma- 
nera uniforme, de modo que 


(6.19) 


Figura 6.13. (a) Capacitor de placas 
paralelas; (b) efecto de borde debido 
a un capacitor de placas paralelas. 


dieléctrico e área de la placa § 
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En un capacitor ideal de placas paralelas, la distancia d que separa a éstas es muyy 
ña en comparación con sus dimensiones. Suponiendo ese caso ideal, es posible igne 
efecto de borde en los extremos de las placas, el cual'se ilustra en la figura 6.13(b),y 
siderar uniforme al campo entre ellas. Si el espacio entre las placas está ocupado pe 
dielétrico homogéneo con permitividad e y se ignora el efecto de borde del flujo a 
extremos de las placas, con base en la ecuación (4.27), D = —pya, o 


la)! 


Por tanto 


de modo que en un capacitor de placas paralelas 


eS 


_ gi 
a DE 


Esta fórmula permite medir la constante dieléctrica e, de un dieléctrico dado. Al met 
capacitancia C de un capacitor de placas paralelas con un dieléctrico entre ellas y li 
pacitancia C, con aire entre las placas, e, se calcula a partir de 


G 
E => 


C, 


Con la ecuación (4.96) puede demostrarse que la energía almacenada en un capacita 
dada por 3 


como cabía esperar. 
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B. Capacitor coaxial 


Éste es en esencia un cable coaxial o capacitor cilíndrico coaxial. Considérese la longitud 
L de dos conductores coaxiales de radio interno a y radio externo b (b > a), como se 
muestra en la figura 6.14. Concedamos que el espacio entre los conductores está ocu- 
pado por un dieléctrico homogéneo con permitividad e. Supongamos asimismo que los 
conductores 1 y 2 portan respectivamente +0 y -Q distribuidas de manera uniforme. 
La aplicación de la ley de Gauss a una superficie gaussiana cilíndrica arbitraria de radio 
p (a < p < b) produce 


Q =e $ E - dS = sE, 2rrpL (6.25) 
De ahí que: 
E = e AN a (6.26) 
2mepL °’ 


Si se ignora el efecto de borde del flujo en los extremos de los cilindros, 


1 a . 
Ea e Q | ) 
V = | E: dl = | ES a, |: dp a, (6.27a) 
-1 Fo 
m, In i (6.27b) 


Así, la capacitancia de un cilindro coaxial está dada por 


(6.28) 


C. Capacitor esférico 


Este caso corresponde al de dos conductores esféricos concéntricos. Considérese la esfera 
interna dẹ radio a y la esfera externa de radio b (b >a) separadas por un medio dieléc- 
trico con permitividad e que se presentan en la figura 6.15. Supongamos cargas +0 y -Q 


Figura 6.14. Capacitor coaxial. 


dieléctrico e 
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Figura 6.15. Capacitor esférico. 


dieléctrico € 


ficie gaussiana esférica arbitraria de radio r (a< r < b), 
O=e fe -dS = sE Arr (6 
es decir, 


= a a A 
4mer? " (6 


La diferencia de potencial entre los conductores es 


E Ae A 
4rela b ia n 


Así, la capacitancia de un capacitor esférico es 


Si concedemos que b > 00, C = 4rrea, la cual es la capacitancia de un capacitor esfé 
cuya placa externa es infinitamente grande. Tal es el caso de un conductor esférico al 
distancia de otros cuerpos conductores: la esfera aislada. Aun un objeto de forma irreg 
de aproximadamente el mismo tamaño que esta esfera tendrá prácticamente la mi 
capacitancia. Este dato es útil para estimar la capacitancia parásita de un cuerpo Of 
aislado. 4 

Recuérdese que, según la teoría de redes, dos capacitores en serie (es decir, coni 
carga) con capacitancia C, y C,, como se ilustra en la figura-6.16(a), tienen una capaci 
cia total de 
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Figura 6.16, Capacitores (a) en serie ` 
(b) en paralelo. 


(a) (b) 


Silos capacitores están en paralelo (es decir, con igual voltaje entre sus placas), como se 
muestra en la figura 6.16(b), la capacitancia total es de 
C=C, +06, (6.34) 


Reconsideremos ahora las expresiones para la determinación de la resistencia R y la 
capacitancia: Cde un sistema eléctrico. Tales expresiones se dieron en las ecuaciones 
(6.16) y (6:18): ETIR l 


V.. SfE-:a 
TO goeds (510 
_ Q e$E-ds 
E Ea (6.18) 
El producto de estas expresiones resulta en 
RC =È 6.35 
== (6.35) 


fácilmente de las ecuaciones (6.16) y (6.18). Suponiendo medios homogéneos, la ecuación 
(6.35) permite obtener rápidamente, la. resistencia de los capacitores ya descritos. Los 


eS d 
= R 6.36 
5 gon aS (oaa 
En el de un capacitor cilíndrico, 

-a 

2rreL a 
ES = 6.37 
a b z 2r0L yy ( ) 
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11 
ij Hiii Tengase en cuenta que la resistencia R de las ecuaciones (6.35) a (6.39) no es la de a [ 
O j cas del capacitor, sino la resistencia de dispersión entre ellas; en consecuencia, en e 
| ecuaciones øg es la conductividad del medio dieléctrico entre las: placas. 4 
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{ | ' 
MA, En el de un capacitor esférico, 
|i l à 
j a 
ny 4re a b 
ji C =——, R= 38 
1 0 4ro (6.35 
| || a b 
A 
l i Y, finalmente, en el de un conductor esférico aislado, 
i 
Mi. | C =4rea, R= (6.30 
l 
t 
l 


H “Ejem A iplo 6.8 Una barra metálica de conductividad ø se dobla para formar un sector plano de 90° g 
dl Al IMP | radio interno a, radio externo b y grosor t, como se observa en la figura 6.17. Demuest 
H que a) la resistencia de la barra entre las superficies verticales curvas en p = a y p = b 
jii 
pip 
; b 
| 2ln— 
a 


| | om 
| f 
y b) la resistencia entre las dos superficies horizontales en z = 0 y z = t es 


A. SS 
or (b? — a?) 


Solución: 


a) Entre los extremos verticales curvos, localizados en p = a y p = b, la barra tiene un 
sección transversal no uniforme, de manera que no es posible aplicar la ecuación (5.16 
Así, debemos emplear la ecuación (6.16). Concedamos que entre las superficies curvas € 
p =ay p = b se mantiene una diferencia de potencial V,, de modo que V(p = a) =0 


Figura 6.17. Barra metálica, pa 
ejemplo 6.8. 
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| V(p = b) = V, Despejamos V en la ecuación de Laplace V?V = 0 en coordenadas cilín- 
| dricas. Puesto que V = V(p), 


Ya que la posibilidad p = O está excluida, luego de multiplicar por p e integrar una vez se 
obtiene 


dV 
—=A 
Pda 
o 
ayan 
e =P 
Tras integrar otra vez se tiene 
V=AInp+B 


donde A y B son constantes de integración, por determinar con base en las condiciones 
en la frontera. 


V(p=a)=0>0=Ala+ B o =-—Alna 
V, 
V(p =b) = Vs >V = Alnb + B= Alnb- Ahna= Ahn? op 
In — 
a 
Por tanto, 
vo 
V=Alnp-Alna=AInf£=-—Hmf£ 
a b a 
m= 
a 
V, 
E=-wW=-7 s= -fa = Fe 
plg 
J=0E, dS= —pdó dza, 
mi2 t tV. 
iada d$ = | | E da p d == T 
$0 i0 ns ln — 
a a 
Así, 
2ln— 
ReVo 
I ont 


como se pidió demostrar. 
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Me b) Sea V, la diferencia de potencial entre las dos superficies horizontales, de maner, 
Hi V(z = 0) = 0 y Víz = t = V,. V = V(z), de modo que la ecuación de Laplace V2y 
it se convierte en í 
A E- 
Ñ ev _ 
| If dz? 
| ads Tras integrar dos veces se obtiene 
i 
4 V=Az+B 


Se aplican entonces las condiciones en la frontera para determinar A y B: 


H] VíZ=0)=0>0=0+B o B=0 iS 
ql VE=)=V,>V,=Ar o Ae 
Mi 
i Por tanto, , 
j 
| V, 
fi V=-z y 
t 
| dv V, 
E = -VV = —-— a, = —— a 
| dz * p 
f 
| J=0E=-—a,  dS=-—pdódpa 
í b ar/2 
| J as= | | 
[i =a $=0 


En consecuencia, 


¿Alternativamente, en esto caso sí es posible aplicar la ecuación (5.16), ya que la se 
transversal de la barra entre las superficies horizontales en z = 0 y z = t es unifor 


como se pidió demostrar. 
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Un cable coaxial contiene un material aislante de conductividad ø. Si el radio del alam- 
-bre central es a y el del recubrimiento es b; demuestre que la cs del cable por 
Dra de: longitud es [véase la ecuación (6. 37)] 2 songs 


AY 00! - 
AE 
HIDEG sl 2710 


a bla 


0 Solución: ' 
Eo Combidársss que L en la «alas 6. 14 es la longitud del cable oázial Sea V, la diferencia 
de potencial entre los conductores interno y externo, de tal forma que Vip =a)=0y 


V(p = b) = V, V y E pueden hallarse justo como en el inciso a) del ejemplo anterior. Por 


consiguiente: 
J=0E= CA dS = —pdó d 

22 5 In bla sa: 
| | 2r fL V,o 

-joes f [i pacas 

p-o ¿o P In bla 

2rLoV, 

a bla 


La resistencia por unidad de longitud es 


como se pidió demostrar. 
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Cascarones conductores esféricos con radios a = 10 cm y b = 30 em se mantisneni 
diferencia de potencial de 100 V, de modo que V(r = b) = 0 y V(r-= a) = 100 V. 
mine V y E en la región entre los cascarones. Si e, = 2.5 en la región, determine la ca 
total inducida en los cascarones y la capacitancia del capacitor. 


Solución: 


j 
f 
Ho. Considérense los cascarones esféricos que aparecen en la figura 6. 18. Como V sólo 
| pende de r, la ecuación de Laplace se convierte en ~ 


E ue A RO 
a la s 0 


Puesto que r + 0 en la región de interés, se multiplica por 7? para obtener 


ANIH Tras integrar una vez se obtiene 


Figura 6.18. Potencial V(r) debido a 
conductores esféricos. 
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o 
V 4 
dr "Pp 
Una nueva integración resulta en 
V= ua TaB. 
{ r 


Como de costumbre, las constantes A y B se determinan a partir de las condiciones en la 
frontera. 


Cuando = b, V -= 0=>0 = -f + B o B= 


De ahí que 
i KH 
v=a[ 5-5) 
abr Koi 
Asimismo, cuando r = a, V=V,>V, = A E 
o 
OTL 
A= Vo 
Sm L 
D A 
Así 
pi 
Tawy b, 
V=V, l= dl 
a ib 
dV A 
ia an 
Vo 
= a, 
aroni ej-i 
a b 


m 2r 
o= |æ-as= | | AOS a en dao 
0=0 safii] 
a b 


A 


2O CAN AÑ 


a tte ll 


es 


2 


SUENE LA 
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La capacitancia se determina fácilmente, de esta manera 


O. SATE 
ET 
ab. 


lo mismo que obtuvimos en la ecuación (6.32); en la sección 6.5 presupusimos Q y h l 
la correspondiente V,, mientras que aquí presupusimos V, y hallamos la correspor 
te O para determinar C. La sustitución de a = 0.1 m, b = 0.3 m y V, = 100 V resulta 


Ea 
7 3 


P 
Comprobación: V?V = 0, V(r = 0.3 m) = 0, V(r = 0.1 m) = 100. 


E = e EE 


ruo- ie r 
10 (25) - (100) 
36m 10-103 

= +4.167 nC a 13 


O = +47 


La carga positiva es inducida en el cascarón interno y la negativa en el externo. Asimi 


Figura 6.19. Para los ejer 
6.9, 6.10 y 6.12. e 


(a) (b) 
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En la sección 6.5 se explicó que la capacitancia C = O/V de un capacitor puede hallarse 
presuponiendo O y calculando V o presuponiendo V y calculando O. El primer método 
se usó en la sección 6.5 y el segundo en el ejemplo anterior. Siga este último para dedu- 
cir la ecuación (6.22). 


Solución: 

Supongamos que las placas paralelas de la figura 6.13 se mantienen en una diferencia de 
potencial de V,, de manera que V(x = 0) y V(x = d) = V, Esto implica un problema uni- 
dimensional con valor en la frontera; es decir, resolver la ecuación de Laplace 


PV 
2 = — = 
vy Jg 0 
Tras integrar dos veces se obtiene 
V=Ax+B 


donde A y B son constantes de integración, por determinar a partir de las condiciones 
en la frontera. En x =0,V=0>0=0+BoB=0yenx=d,V= V, > V, = Ad + 
DOA = Vd. 


Por tanto, 


Nótese que esta solución satisface la ecuación de Laplace y las condiciones en la frontera. 

Hemos supuesto que V, es la diferencia de potencial entre las placas. Nuestro objetivo 
es hallar la carga O en una de las placas para poder determinar después la capacitancia 
C = Q/V,. La carga en cualquiera de las placas es 


Q= | osas 


Pero ps = D «a, = eE : a,, donde 


dV V, 
E = -VV = AS Aa, = qe 


En las placas inferiores, a, = a,, de modo que 


eV, ECAS 
PSs d Q F d 
En las placas superiores, a, = —a,, de modo que 
eV, eV, S 
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Como cabía esperar, O es igual pero de signo contrario entre las placas. Así, - 


ë leles 
bo d 
lo cual es acorde con lá ecuación (6.22). 
a EOE NET EI EIA S sern PITATE ESAT S PT ROS Me 
iI Bjercicior 6H 49u29) tioa} ġo inisimon Jolav gpa isnoreosmib 1: 
Deduzca la fórmula de la ad =10) , de un condens 
Ja ecuación (028 Ppreponaldó) a hallando ESAS i ES > ón 


Ejemplo 6.12 Determine la capacitancia de cada uno de los capacitores que aparecen en la fig 
ES Adopte e, = 4, €p = 6,d = 5 mm y S = 30 cm?. 


Solución: 


a) Puesto que D y E son normales a la interfaz dieléctrica en el caso del capacitor ¢ 
figura 6.20(a), podría inferirse que este capacitor se compone de dos capacitores C, 
en serie, como los que se presentaron en la figura 6.16(a). 


_ EAS 28,18 Ez 28,8,28 


e d/2 ar” z d E- 


La capacitancia total C está dada por 
ES C¡Cz 28,8 (e,18,2) 
Ci + Cz den + En 


10% 30x10 4x6 


36m 5x10° 10 
C = 25.46 pF 


w/2 w/2 


(b) 


i i Figura 6.20. Para el ejemplo 6.12. 
n 4 
KAINI 
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b) En este caso, D y E son paralelas a la interfaz dieléctrica. Podría inferirse, así, que 
el capacitor se compone de dos capacitores C, y C, en paralelo (circunstancia en 
la que C, y C, presentan el mismo voltaje), como los que aparecen en la figura 
16.6(b). 


© E0815/2 . E7€,18 pas EES 
AE e m al 


La capacitancia total es 
ES 
CEC) aq en + €,72) 


10 306407: 


=r 26x0 V ca 


C = 26.53 pF 
Adviértase que, cuando e,, = £ = e,, las ecuaciones (6.12.1) y (6.12.2) son acordes con 


la ecuación (6.22), como era de esperar. 


= patera 209" AE OCT AN NOUS ADD 


Sur r inaa asA Saniga) siotoubaos YA iy 


TZT YE idot on gmi shsug 


Un capacitor cilíndrico tiene radios a = 1 cm y b = 2.5 cm. Si el espacio entre las placas 
está ocupado por un dieléctrico no homogéneo con e, = (10 + p)/p, donde p está en cen- 
tímetros, halle la capacitancia por metro del capacitor. 


Solución: 


El procedimiento que debe seguirse en este caso es el mismo que se aplicó en la sección 
6.5, salvo que la ecuación (6.274) se convierte ahora en 


a E e EE e S s E E 
Vaa] — 
p 2rre,€,pL 2TEL J, (= + 2) Z 
AA 
p 
=Q f dp ~Q j 
= = In (10 + 
meL |, 10+p  2re,L a 


AE ello q ASA 
2reL  10+a 


= mm a a 


nan 
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Así, la capacitancia por metro es (L = 1 m) 


6.6. Método de imágenes 


Ideado por lord Kelvin en 1848, el método de imágenes es de uso frecuente para dete 
minar V, E, D y py debidas a cargas en presencia de conductores. Este método prescinc 
de la ecuación de Poisson o Laplace, pues se funda en el supuesto de una supe: fic 
conductora equipotencial. Aunque no es aplicable a cualquier problema electrostáti ` 
puede simplificar problemas auy complejos 


de línea y volumétrica, mientras que en la figura 6.21(b) aparecen sus correspondien 
configuraciones de imagen. 


p p i 
JO HDS j 


Plano conductor perfecto V = 0 Superficie equipotencial V = 0 


(a) (b) 


Figura 6.21. Sistema de imágenes: (a) configuraciones de carga sobre un plano educación 
perfecto; (b) configuraciones de imágenes, en las que una superficie equipotencial reemplaza 
al plano conductor. 


(o 


http:/Mlibreria-universitaria.blogspot.com 


6.6. MÉTODO De IMÁGENES M 241 


La aplicación del método de imágenes exige invariablemente el cumplimiento de dos 
condiciones: 


1. La carga o cargas de imágenes deben situarse en la región conductora. 
2. La carga o cargas de imágenes deben situarse de tal forma que en la superficie o 
superficies conductoras el potencial sea de cero o constante. 


La primera condición es necesaria para satisfacer la ecuación de Poisson, en tanto que la 
segunda garantiza la satisfacción de las condiciones en la frontera. Apliquemos la teoría 
de las imágenes a dos problemas específicos. 


A. Carga puntual sobre un plano conductor a tierra 


Considérese una carga puntual O colocada a una distancia h de un plano conductor perfec- 
to de extensión infinita, como se observa en la figura 6.22(a). La configuración de imágenes 
aparece en la figura 6.22(b). El campo eléctrico en el punto P(x, y, z) está dado por 


E =E, + E_ (6.40) 
y a z r (6:41) 
Los vectores de distancia r, y r, están dados por 
r, = (%, y, 2) — (0,0,h) = (x, y, z — h) (6.42) 
r, = (x,y, 2) — (0,0, —h) = (x,y,z + h) (6.43) 
de manera que la ecuación (6.41) se convierte en 
e Q E + ya, + (z — h)a, _ Xa, + ya, + (z + a (6.44) 
dme Ll? + y +(2- hP? [X2 + y+ (z+ h)” 


P(x, y, 2) 


arms! sup ciu, sb zsa 


(a) 


Figura 6.22. (a) Carga puntual y e conductor a tierra; w) colifguraciahl de imágenes 
y líneas de campo. 
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Cabe señalar que cuando z = 0, E sólo cuenta con la componente z, lo que confirma que 
es normal a la superficie conductora. Í 
El potencial en P se obtiene fácilmente de la ecuación (6.41) o (6.44) usan 
V= -f E- dl. Así, 
V=V,+V_ 
<EM> 


Amer, TEF 


A AE ON 
$ 4re, L[x? + y? + (2 - ANI. [2+ y + (z +h} 


respecto de z = 0 y V = 0 respecto de z = 0. Adviértase que V(z = 0) = 0. 
La densidad de carga superficial de la carga inducida también puede obtenerse d 
ecuación (6.44), en esta forma 3 


E -Qh 
2r[x? + y? + k 


La carga inducida total sobre el plano conductor es 


à SAA hdd yo" 
Q, = [osas= | ME 


-00 


Al cambiar variables, p? = x? + y?, dx dy = p dp de. 
Oh / ES | * pdpdo 
o [ 


1 Y 
De la integración sobre ġ resulta 27, y concediendo que p dp = 7d (p°) obtenemo 
g q 2 ; 


__Qh ši pa 27-32 1 2 
Q; = 20 | [p* + h*] z Up”) 


Oh 
[p? 4 ea 
=1-9 


como era de esperar, puesto que todas las líneas de flujo que terminan en el condi 
habrían terminado en la carga de imágenes en ausencia del conductor. 


00 


0 


B. Carga lineal sobre un plano conductor a tierra 


Considérese una carga infinita con densidad p, C/m situada a una distancia h del f 
conductor a tierra z = 0. El sistema de imágenes de la figura 6.22(b) también se ap 
la carga de línea, excepto que p, reemplaza a O. Es posible suponer que la carga de 
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infinita p, se ubica en x = 0, z = h y la imagen —p, en x = 0,z = —h, de manera que am- 
bas son paralelas al eje y. El campo eléctrico en el punto P está dado (con base en la ecua- 
ción 4.21) por 


E =E, + El (6.50) 
PL 3 PE 
= + i 
2TEPpi api 2TE p2 a (6.51) 
Los vectores de distancia p, y p, están dados por 
Pı = (x,y, 2) ~ (0, y, h)=(x;0, 2h) (6.52) 
P2 = (x,y,z) — (0, y, —h) = (x,0,z + h) (6.53) 


de modo que la ecuación (6.51) se convierte en 


xa, + (z — h)a sat (z + Da 
E = PL | ( Ja: 7, x ( Ja; (6.54) 
+ (2 - h) xX + (z +h) 
También esta vez obsérvese que, cuando z = 0, E sólo cuenta con la componente z, lo que 
confirma que E es normal a la superficie conductora. 
El potencial en P se obtiene de la ecuación (6.51) o (6.54) mediante V = -f E - dl. 
Así, 


V=V, +V- 
PL PL 
=-= g l ; 
278, HPA 27€, n p2 020) 
= LA 
27€, P2 


La sustitución de p, = |p,| y p, = |p,| de las ecuaciones (6.52) y (6.53) en la ecuación 
(6.55) resulta en 


2 GA 27112 
PL + (2h) | 
piara aa 6. 
2rre, É + (z + hy? (650) 
respecto de z = 0 y V = 0 respecto de z = 0. Nótese que V(z = 0) = 0. 
La carga superficial inducida en el plano conductor está dada por 
ph 
= D, = &E: =e 6.57 
Ps Eob: ydy mhe E h?) ( ) 
La carga inducida por longitud en el plano conductor es 
+ a BR” 4%. 
pra Po dx = T ¡NE k k (6.58) 
Si concedemos que x = h tan a, la ecuación (6.58) se convierte en 
12 
sH 
E P m (6.59) 
+ FPE 


como era de esperar. 
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Una carga puntual Q se localiza en el punto (a, 0, b) entre dos planos conductores sem; 
finitos que intersecan en ángulo recto, como se ilustra en la figura 6.23. Determine e] p 
tencial en el punto P(x, y, z) y la fuerza sobre Q. ¡A 


Solución: 


La configuración de imágenes aparece en la figura 6.24. Tres cargas de imagen son ne 
sarias para satisfacer las condiciones enunciadas en la sección 6.6. Con base en la fig 
6.24(a), el potencial en el punto P(x, y, z) es la superposición de los potenciales en Pé 
bidos a las cuatro cargas puntuales; es decir, 


donde 
1 =[(- a? + y+ (259312 
SERIE APRA 
r, = [(x +a} + y? + (z + by]? 
r, = [(x ~ia} + y? + (z + DP 
Con base en la figura 6.24(b), la fuerza neta sobre Q es 
F = F, + F + F, 


E a 8 Q*(2aa, + 2ba,) 
elo dea)” Ame [ay + (2b)? f 


-is dalla a+) 


El campo eléctrico debido a este sistema puede determinarse en forma similar; asimis 
podría calcularse la carga inducida en los planos. 


a 
Q 


Figura 6.23. Carga puntual entre dos planos conduct 
semiinfinitos, 
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+0 -Q 


(a) (b) 


+Q 


Figura 6.24. Determinación de (a) el potencial en P y (b) la fuerza sobre la carga Q. 


En general, cuando el método de las imágenes se aplica a un sistema consistente en 
una carga puntual entre dos planos conductores semiinfinitos inclinados en un ángulo q 
(en grados), el número de imágenes está dado por 


360° 
n-(5 =i) 


puesto que la carga y sus imágenes se ubican en un círculo. Por ejemplo, cuando œ = 180°, 
N = 1, como en el caso de la figura 6.22; cuando $ = 90°, N = 3, como en el caso de la fi- 
gura 6.23, y cuando ġ = 60° es de esperar que N = 5, como se muestra en la figura 6.25. 


Figura 6.25. Carga puntual entre dos paredes 
conductoras semiinfinitas inclinadas en $ = 60° 
entre sí. 
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Ejercicio 6.14 


Si la carga puntual O = 10 nC indicada en la figura 6.25 se encuentra a 10 ná 
punto O y a lo largo de la línea bisectriz H = 607, halle la ia de la fuzz za s 
bre O debida a la carga inducida en las paredes conductoras. - 


Respuesta: 60.53 uN. 


Resumen 1. Son problemas con valor en la frontera aquellos en los que se especifica el potene 
localizado en la frontera de una región y en los que debe determinarse el campo 
potencial dentro de la región. Estos problemas se resuelven mediante la ecuacjé 
de Poisson si p, + 0 o la ecuación de Laplace si p, = 0. 

2. En una región no homogénea, la ecuación de Poisson es 


Ve VW=- 


En una región homogénea, e es independiente de las variables espaciales. A 
ecuación de Poisson se convierte en 


vv =- 


En una región sin carga (p, = 0), la ecuación de Poisson se convierte en la e 
de Laplace; es decir, 


vv =0 


3. La ecuación diferencial que resulta de la ecuación de Poisson o de Laplace se res 
ve integrando dos veces si V depende de una variable o por el método de separa 
de variables si V es una función de más de una variable. Posteriormente se aplican 
condiciones en la frontera prescritas para obtener una solución única. 

4. El teorema de unicidad establece que si V satisface la ecuación de Poisson o de L 
ce y la condición en la frontera prescrita, V es la única solución posible del proble 
respectivo. Esto permite resolver un problema dado a través de cualquier medio 

l| veniente, gracias a la certeza de que sólo existe una solución. 

AN 5. La determinación de la resistencia R de un objeto o de la capacitancia C de un 

Pt pacitor puede concebirse como un problema con valor en la frontera. Para cal 

AN lar R se presupone una diferencia de potencial V, entre los extremos del objett 

i resuelve la ecuación de Laplace, se halla 7 = f gE -» dS y se obtiene R = V/I. As 

i mo, para determinar C se presupone una diferencia de potencial V, entre las pl 
del capacitor, se resuelve la ecuación de Laplace, se halla Q = f eE - dS y se obf 
C = Q/V.. 

i | 6. Un problema con valor en la frontera que implique un plano o cuña conductor 

[i nito puede resolverse mediante el método de imágenes. Éste entraña básicamer 

H reemplazo de la configuración de carga por ella misma, su imagen y una supef 

l Hi: equipotencial en sustitución del plano conductor. Así, el problema original es r 

| IHE plazado por un “problema de imágenes”, el cual se resuelve con técnicas expli 

j | en los capítulos 4 y 5. 


ad 
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; de repaso 


A 61. La ecuación V + (—e VV) = p, puede considerarse la ecuación de Poisson para un medio no 


homogéneo. 
a) Cierto. 
b) Falso. 


6.2. En coordenadas cilíndricas, la ecuación 


2 
Ad + tad + Led +10=0 
dp” pp dz 
se llama 
a) Ecuación de Maxwell. 
b) ` Ecuación de Laplace. 
c) Ecuación de Poisson. 
d) Ecuación de Helmholtz. 
e) Ecuación de Lorentz. 


6.3. Dos funciones de potencial V, y V, satisfacen la ecuación de Laplace dentro de una región 
cerrada y adoptan los mismos valores en la superficie de ésta. V, debe ser igual a V}. 


a) Cierto. 
b ) Falso. 


c) No necesariamente. 


6.4. ¿Cuál de los siguientes potenciales no satisface la ecuación de Laplace? 


a) V=2x+5 
b) V=10xy 
c) V=rcosQ 
d) Ma 


e) V=pcosġ +10. 


6.5. ¿Cuál de los siguientes enunciados no es cierto? 


a) -5 cos 3x es una solución de ġ”(x) + 9¢ġ(x) = 0 

b) 10 sen 2x es una solución de d"(x) — 4b(x) = 0 

c) —4 cosh 3y es una solución de R”(y) - 9R(y) = 0 
d) senh 2y es una solución de R"(y) - 4R(y) = 0 


E)... PO) 


= = = —1 A = 
sG) hly) f(2) , donde g(x) = sen x y h(y) = senh y 


e) 
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6.6. 


6.7. 


6.8. 


6.9. 


6.10. 


Respuestas: 6.1a, 6.2c, 6.3a, 6.4c, 6.5b, 6.6d, e, 6.7a, 6.8b, 6.9d, 6.10b. 
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Si V, = X, Y, es una solución de producto de la ecuación de Laplace, ¿cuáles de aS sig 
tes no son soluciones de la ecuación de Laplace? E 


a) —10X,Y; 

b) X,Y, +2xy 
DARSE 
d) X,+Y, 


e) (4, — 2X(Y, + 3) 


La capacitancia de un capacitor rellenado con un dieléctrico lineal es independiente de la 
ga en las placas y de la diferencia de potencial entre éstas. : 


a) Cierto. 
b) Falso. 


Si un capacitor de placas paralelas conectado a una batería almacena el doble de carga 
un dieléctrico dado que con aire como dieléctrico, la susceptibilidad del dieléctrico es 


a) 0 
b) 1 
p) 2 
d) 3 
e) 4 


Tras aplicar una diferencia de potencial V, a una columna de mercurio en un recipiente ci 
drico, el mercurio se vierte en otro recipiente cilíndrico de la mitad del radio de aquél, er 
cuyos extremos se aplica la misma diferencia de potencial V,. Como resultado de estos 
bio de espacio, la resistencia aumentará 


a) 2veces. 
b) 4veces. 
c) 8veces. 
d) 16 veces. 


Dos placas conductoras están inclinadas entre sí en un ángulo de 30° y entre ellas existe u 
carga puntual. El número de cargas de imagen es en este caso de 


a) 12 
b) 11 
c) 

d) 5 
e) 


6.7. 


http:/libreria-universitaria.blogspot.com 


PROBLEMAS WE 249 


En el vacío, V = 6xy?z +8. En el punto P(1, 2, -5), halle E y p,. 


Dos placas conductoras de extensión infinita se localizan en x = 1 y x = 4. La distribución 
de carga del vacío que hay entre ellas es de r= nC/m', Halle V en x = 2 si V(1) = -50 V y 
V(4) = 50 V. 


La región entre x = 0 y x = d es vacío y tiene p, = p(x — d)ld. Si V(x = 0) =0 y 
V(x = d) = V, halle: a) V y E, b) la densidad de carga superficial en x = 0 yx=d. 


Demuestre que la solución exacta de la ecuación 


aa fa. :0<x<Lb 
sujeta a 
V(x =0) =V, V(x =L) = V, 
es 


V(x) = [v =V- [ | f duda] E 
Pnad [rw aaa 
0o 0 


Cierto material ocupa el espacio entre dos láminas conductoras localizadas en y = +2 cm. Al 
calentarse, ese material emite electrones de tal manera que p, = 50(1 — y?) uC/m?. Si las lá- 
minas se mantienen en 30 kV, halle la distribución de potencial en ellas. Adopte e = 3e,. 


Determine cuáles de las siguientes distribuciones de campo de potencial satisfacen la ecua- 
ción de Laplace. 


a) V,=x*+y-22+10 
1 
c) V= pz sen dy + p? 


10 sen 8 sen y 
3 


b)i V= 


d) V, 2 


Demuestre que los potenciales siguientes satisfacen la ecuación de Laplace. 


a) V=e"%cos 13y senh 12z 


= AS mam- 
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6.8. Demuestre que E = (£,, E,, E,) satisface la ecuación de Laplace. 


6.9. Sea V = (A cos nx + B sen nx) (Ce”? + De™™), donde A, B, C y D son constantes. Demu 
tre que V satisface la ecuación de Laplace. 


6.10. 
6.11. 
6.12. 


6.13. 


6.14. 


6.15. 
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Figura 6.26. Para el problema 6.11. 


V(z=0)=0 


El campo de potencial V = 2x?yz — y?z existe en un medio dieléctrico con £ = le, 
¿V satisface la ecuación de Laplace? b) Calcule la carga total dentro del cubo unitar 
0O<x,y,z<1m. d 


Considere las placas conductoras que aparecen en la figura 6.26. Si V(z = 0) = 
V(z = 2 mm) = 50 V, determine V, E y D en la región dieléctrica (e, = 1.5) entre las pl; 
y pş en ellas. 


Los radios interno y externo del capacitor cilíndrico cuya sección transversal se pre: 
ta en la figura 6.27 son de 5 mm y 15 mm, respectivamente. Si V(p = 5 mm) = 100 
V(p=15 mm) > = 0v, calcule V, E y D en p = 10 mm y ps en cada placa. Adopte e, =2 


Cilindros ¿olcéntricos con p = 2 cm y p= 6 cm se mantienen en V = 60 V y V = -0V A 
pectivamente. Calcule V, E y D en p = 4 cm. 


La región entre los cascarones conductores esféricos concéntricos r = 0.5myr=1meé 
libre de carga. Si V(r = 0.5) = -50 V y V(r = 1) = 50 V, determine la distribución de pol 
cial y la intensidad de campo eléctrico en la región entre los cascarones. 


Halle V y E en (3, 0, 4) debidas a los dos conos conductores de extensión infinita que 
muestran en la figura 6.28. 


Figura 6.27. Capacitor cilíndrico del problema 6.12. 


qual: 


*6.16. 


6.17. 


6.18. 


*6.19, 


*6.20. 
6.21. 
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Figura 6.28. Conos conductores del problema 
6.15, 


Los electrodos interno y externo de un diodo son cilindros coaxiales de radio a = 0.6 m y b 
= 30 mm, respectivamente, El electrodo interno se mantiene en 70 V, mientras que el ex- 
terno se conecta a tierra. a) Suponiendo que la longitud de los electrodos € >> a, b e ig- 
norando los efectos de la carga espacial, calcule el potencial en p = 15 mm. b) Si en el 
electrodo interno se inyecta radialmente un electrón a través de un pequeño orificio con una 
velocidad de 107 m/s, halle su velocidad en p = 15 mm. 


Un método opcional para determinar la capacitancia de un capacitor consiste en emplear 


` consideraciones de energía; es decir, 


Aplique este método para deducir las ecuaciones (6.22), (6.28) y (6.32). 


Un electrodo de forma hiperbólica (xy = 4) es colocado sobre una esquina en ángulo recto 
conectada a tierra, como se ilustra en la figura 6.29. Calcule V y E en el punto (1,2, 0) cuan- 
do el electrodo se conecta a una fuente de 20 V. 


Resuelva la ecuación de Laplace con relación a los sistemas electrostáticos bidimensionales 
de la figura 6.30 y halle el potencial V(x, y). 


Halle el potencial V(x, y) debido a los sistemas bidimensionales de la figura 6.31. 


Si concedemos que V(p, bd) = R(p)4(H) es la solución de la ecuación de Laplace en una re- 
gión en la que p + 0, demuestre que las ecuaciones diferenciales separadas de R y Pson 
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(c) 


Figura 6.29. Para el problema 6.18. 


(b) 


Figura 6.30. Para el problema 6.19. 
Figura 6.31. Para el problema 6.20. 
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*6.24, 


*6.25. 


geli 


6.28. 
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P"+1b=0 
donde A es la constante de separación. 


Un potencial en coordenadas esféricas es una función de r y 6, pero no de $. Suponiendo 
que V(r, 0) = R(r)F(0), obtenga las ecuaciones diferenciales separadas de R y F en una re- 
gión en la que p, = 0. 


Demuestre que la resistencia entre los extremos verticales de la barra de la figura 6.17 loca- 
lizados en d = 0 y 4 = 7/2 es 


apra i 
2øt In b/a 


Demuestre que la resistencia del sector entre la base de un cascarón esférico de conductivi- 
dad ø cuya sección transversal se muestra en la figura 6.32 (donde 0 = 4 < 27) es 


poa lia y] 
2r0(1—cosa)la b 


Un hemisferio conductor hueco de radio a está enterrado con la cara plana al ras de la 
superficie de la Tierra, de manera que sirve como electrodo a tierra. Si la conductividad 
de la tierra es g, demuestre que la conductancia de dispersión entre el electrodo y la tierra 
es 2740, 


En la figura 6.33 aparece la sección transversal de un fusible eléctrico. Calcule su resisten- 
cia considerando que es de cobre y que su grosor es de 1.5 mm. 


El capacitor de un circuito integrado consta de una capa de dióxido de silicio (e, = 4) con 
grosor de 1 ¡ym sobre un sustrato conductor de silicio y un recubrimiento de electrodo me- 
tálico de área S. Determine S si se desea una capacitancia de 2 nF. 


La cuarta parte del capacitor de placas paralelas de la figura 6.34 está ocupada con mica 
(e, = 6). Determine la capacitancia del capacitor. 


Figura 6.32. Para el problema 6.24. 


3 cm 


*6.29. 


6.30. 


6.31. 


6.32. 
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Figura 6.33. Para el problema 6.26. 
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4cm 4 cm 


oo a ao 
4cm 


Las placas paralelas de un capacitor relleno de aire, de longitud L y ancho a están separ 
por una distancia d y se mantienen en una diferencia de potencial constante V.. Si e 
ellas se desliza una lámina dieléctrica de constante dieléctrica e, que se retira hasta d 
entre las placas una longitud x, como se indica en la figura 6.35, demuestre que la fue 
con la que la lámina vuelve a su posición original es | 


FE ACA 1) av; 
2d 


El área de las placas paralelas de un capacitor es de 200 cm? y la separación entre ella 
3 mm. La densidad de carga es de 1 C/n?, con aire como dieléctrico. Halle 


a) La capacitancia del capacitor. 
b) El voltaje entre las placas. 
c) La fuerza de atracción entre las placas. 


Dos placas conductoras situadas en z = -2 cm y z = 2 cm se mantienen en un potencia 
0 y 200 V, respectivamente. Suponiendo que están separadas por polipropileno ( 
2.25£,), calcule: a) el potencial entre ellas, b) la densidad de carga superficial en ellas. 

[j 
Dos placas conductoras paralelas están separadas por un material dieléctrico con e = 
y grosor de 0.64 mm. Supongamos que cada placa tiene un área de 80 cm?. Si la distribue 
del campo de potencial entre ellas es V = 3x + 4y — 12z + 6 kV, determine: a) la capaci 
cia del capacitor, b) la diferencia de potencial entre las placas. 


Figura 6.34. Para el problema 6.28. 
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Figura 6.35. Para el problema 6.29. 


A 


6.33. El espacio entre dos cascarones conductores esféricos con r = 5 cm y r = 10 cm está ocupado 
por un material dieléctrico con e = 2.258,. Los cascarones se mantienen en una diferencia 
de potencial de 80 V. a) Halle la capacitancia del sistema. b) Calcule la densidad de carga en 
el cascarón r = 5 cm. 


6.34. Cascarones concéntricos con r = 20 cm y r = 30 cm se mantienen en V = 0 y V = 50, res- 
pectivamente. Si el espacio entre ellos está ocupado por un material dieléctrico (e = 3.1s,, 
a = 107” S/m), halle: a) V, E y D, b) la densidad de carga en los cascarones, c) la resistencia 
de dispersión. 


6.35. Un capacitor esférico tiene radio interno a y radio externo d. Situado entre los conductores 
esférico y concéntrico con ellos se halla un cascarón esférico de radio externo c y radio in- 
terno b. Si las regiones d<r<c,c<r<byb<r<a están ocupadas por materiales con per- 
mitividad £, e, y £, respectivamente, determine la capacitancia del sistema. 


6.36. Calcule la capacitancia de una esfera conductora de 5 cm de radio sumergida en agua de 
mar (e, = 80). 


6.37. Una esfera conductora de 2 cm de radio está circundada por una esfera conductora concén- 
trica de 5 cm de radio. Si el espacio entre ellas está ocupado por cloruro de sodio (e, = 5.9), 
calcule la capacitancia del sistema. 


*6.38. Las gotas de una impresora de inyección de tinta se cargan por el hecho de que el inyector, 
de 20 um de radio, está encerrado por un cilindro concéntrico de 600 ¡ym de radio, como 
se muestra en la figura 6.36. Calcule el voltaje mínimo requerido para generar una carga 
de 50 fC en las gotas si la longitud del inyector dentro del cilindro es de 100 um. Adopte 
€ = Ev 


6.39. Una longitud dada de cable, con capacitancia de 10 F/km y resistencia de aislamiento de 
100 MQ/km, es cargada con un voltaje de 100 V. ¿Cuánto tiempo tardará éste en disminuir 
a 50 V? 


Y Figura 6.36. Forma geométrica simplificada de una 
impresora de inyección de tinta; para el problema 
6.38. 

Gota 


0. 


Depósito 
de [nido 


Inyector de líquidos 
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Figura 6.37. Para el problema 6.40. 


6.40. La capacitancia por unidad ce longitud de la línea de transmisión de dos alambres que 
rece en la figura 6.37 está dada por 


TE 
cos] 


Determine la conductancia por unidad de longitud. 


C= 


*6.41. El conductor interno de radio a de un capacitor esférico porta una carga Q y se mant 
en un potencial de cero. Si, a causa de la fuerza interna, el radio del conductor e 
contrae de b a c, compruebe que el trabajo realizado por el campo eléctrico como 
de la contracción es 


O Ub=c) 


W. 8Srrebc 


*6,42. Las placas paralelas de un capacitor se sitúan en x = 0, d y alojan entre ellas un materi 


homogéneo con permitividad e = s(1 + 2) Si la placa en x = d se mantiene en V,m 


tras que la placa en x = 0 está conectada a tierra, halle: 
a) VyE 
b) P 
c) Pp enx = 0,d 


6.43. Un capacitor esférico con radio interno a y radio externo b contiene un dieléctrico ne 
mogéneo con £ = e,k/r?. Demuestre que su capacitancia es 


4rre,k 
==. 


6.44. Un capacitor cilíndrico con radio interno a y radio externo b contiene un dieléctrico nę 
mogéneo con e = e,k/p, donde k es una constante. Calcule su capacitancia por unid 
longitud. 


6.45. Si se considera a la Tierra como un capacitor esférico, ¿cuál es su capacitancia si su ral 
de 6370 km? 


6.46. 


6.47. 


6.48. 


*6,49, 


6.50. 


6.51. 


6.52. 
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Una carga puntual de 10 nC se localiza en el punto P(0, 0, 3), mientras que el plano conduc- 
tor z = 0 está conectado a tierra. Calcule 


a) V y E en R(6, 3, 5). 
b) La fuerza sobre la carga debida a la carga inducida en el plano. 


Dos cargas puntuales de 3 nC y 4 nC se sitúan en (0, 0, 1 m) y (0, 0,2 m), respectivamente, 
en tanto que un plano conductor infinito se halla en z = 0. Determine 


a) La carga total inducida en el plano. 
b) La magnitud de la fuerza de atracción entre las cargas y el plano. 


Dos cargas puntuales de 50 nC y -20 nC se localizan en (3, 2, 4) y (1, 0, 5) sobre el plano 
conductor a tierra z = 2. Calcule a) la densidad de carga superficial en (7,-2,2), b) D en 
(3, 4,8) y c) D en (1, 1,1). 


Una carga puntual de 10 4C se ubica en (1, 1, 1) mientras que las porciones positivas de 
los planos coordenados están ocupadas por tres conductores planos mutuamente per- 
pendiculares mantenidos en un potencial de cero. Halle la fuerza sobre la carga debida a 
los conductores. 


Una carga puntual Q es colocada entre dos planos conductores que se intersecan entre sí, 
conectados a tierra y con una inclinación de 45° uno con otro. Determine el número de 
cargas de imagen y su ubicación. 


La línea infinita x = 3, z = 4 porta 16 nC/m y se localiza en el vacío sobre el plano conduc- 
tor z = 0. a) Halle E en (2, 2, 3). b) Calcule la densidad de carga superficial inducida en el 
plano conductor en (5, -6, 0). 


En el vacío, los planos infinitos y = 4 y y = 8 portan cargas de 20 nC/m? y 30 nC/m?, respec- 
tivamente. Si el plano y = 2 está conectado a tierra, calcule E en P(0, 0,0) y Q(—4, 6, 2). 
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Campos magnetostáticos 
Eey 


Ningún hombre honesto puede ser todo para todos. 
ABRAHAM LINCOLN 


74. Introducción 


Tras haber dedicado los capítulos 4-a 6 a los campos eléctricos estáticos, caracterizados 
por E o D, ahora dirigiremos nuestra atención a los campos magnéticos estáticos, los cua- 
les se caracterizan por H o B. Entre los campos eléctricos y magnéticos existen semejan- 
zas y diferencias. Así como E y D se relacionan entre sí en el espacio material lineal de 
acuerdo con D = sE, H y B se relacionan entre sí de acuerdo con B = yH. En la tabla 
7.1 se abunda en la analogía entre cantidades de los campos eléctricos y magnéticos. En 
este capítulo se presentarán algunas cantidades del campo magnético, y otras más en el 
siguiente. Tal analogía se incluye aquí para demostrar que la mayoría de las ecuaciones 
que hemos deducido en relación con los campos eléctricos pueden servir para obtener las 
correspondientes ecuaciones relativas a campos magnéticos con sólo sustituir las cantida- 
des equivalentes. Esto revela que no se aprenderán nuevos conceptos. 

Oersted! fijó en 1820 el vínculo definitivo entre los campos eléctricos y magnéticos. 
Como ya sabemos, un campo electrostático es producto de cargas estáticas o estacionarias. El 
movimiento de cargas a una velocidad constante produce a su vez un campo magnético está- 
tico (o magnetostático). Así, un campo magnetostático es producto de un flujo constante de 
corriente (o corriente directa). Tal flujo de corriente puede deberse a corrientes de magneti- 
zación, como en el caso de los imanes permanentes; a corrientes de haces de electrones, co- 
mo en el caso de tubos al vacío, o a corrientes de conducción, como en el de alambres 

: portadores de corriente. En este capítulo se examinarán campos magnéticos en el vacío de- 
P bidos a corriente directa, y en el siguiente, campos magnetostáticos en el espacio material. 
Due Nuestro estudio de la magnetostática no es.un lujo prescindible, sino una necesidad 
r} indispensable. Los motores, transformadores, micrófonos, brújulas, timbres telefónicos, 
shi controles de enfoque de televisión, anuncios, publicitarios; vehículos de alta velocidad de 
N suspensión magnética, dispositivos para el almacenamiento de memoria, separadores 
magnéticos, etc., implican fenómenos magnéticos y son de enorme importancia en nues- 
tra vida diaria.? 


il 1 Luego de 13 años de frustrantes esfuerzos, Hans Christian Oersted (1777-1851), profesor danés 
de física, descubrió que la electricidad puede producir magnetismo. 
2.En J. K: Watson, Applications of A John Wiley £: Sons, Nueva York, 1980, se refieren 
diversas aplicaciones del magnetismo. 
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Tabla 7.1. Analogía entre campos eléctricos y magnéticos.* 


| Concepto Eléctrico Magnético 
ii 
HI 
$ i 010» Hol dl X ag 
Í IM Leyes básicas F= Pa a, dB = E a 
AN $ D -dS = Que ¡A 
AN Ley de la fuerza F= QE F = Qu X B 
| it Elemento de origen dQ Qu=1d 
VU 
Ai | : y I 
| | i| Intensidad de campo E = ¿(Vim) H = z (A/m) 
107 | 
AN 
| | pii d e ea y 2 ii y 2 
iH | Densidad de flujo D = — (C/m) = — (Wb/m*) t 
| | S S nini 
VAN 3 
i Al Relación entre campos D= “E B = uH 
| Al Potenciales E=-vv H = -yV (J =0) 
Ca | pdl A | Id 
—) 4rrer ~ J] 4rR 
[| Flujo Y=5D-:dS Y=5B-dS 
fi ya9=cv i yiL 
Hl LA = ¿HU 
l 1=Ci V=L5 
N : 1 1 
ji Densidad de energía We => D-E Wa => B-H 
| $ 
ji 
Ecuación de Poisson ; vv = TE: VA = -uJ 
| *Una analogía similar aparece en R, S. Elliot, “Electromagnetic theory: A simplified 
í representation”, en JEEE Trans. Educ., vol. E-24, núm. 4, noviembre de 1981, pp. 
| 294-296. 
1 | Son dos las principales leyes que rigen a los campos magnetostáticos: 1. la l 


Biot-Savart? y 2. la ley de los circuitos, de Ampere.* Como la de Coulomb de la elet 

| | tática, la ley de Biot-Savart es la ley general de la magnetostática; y como la ley de ( 
Al respecto de la de Coulomb, la ley de Ampère es un caso especial de la de Biot-Sa 

| il es de fácil aplicación a problemas que implican una distribución simétrica de corr 
piit En este capítulo primero enunciaremos y aplicaremos las dos leyes de la magneto: 
w y después las deduciremos. 


| 
| 
i 
ji 
; ig 3 Alrededor de 1820 Ampère y Jean-Baptiste Biot y Félix Savart realizaron experimentos Y 
i RIR sis del efecto de un elemento de corriente. A 
il 4 André-Marie Ampère (1775-1836), físico francés, desarrolló el descubrimiento de Oersted 
! | ii puso los conceptos de elemento de corriente y fuerza entre elementos de corriente. 
i 


http: //libreria-universitaria.blogspot.com 


7.2. Ley DE Bior-SavaRT W 263 


e Biot-Savart 


Ese e de Biot-Savart bles que la intensidad AN de ¢ campo magnético 

producida en un punto P por el elemento diferencial de corri ente I dl, como se 
muestra en la figura 7.1, es proporcional al producto de / dl y el seno del ángulo a 
entre el elemento y la línea que une a P con el elemento e > inversamente proporcio- 
nal al cuadrado de la distancia R entre P y el elemento. - 


=i 
K 


Es decir, 
I dl sen a 
dH = R (7.1) 
; o 
ii 
3 kI dl sen a 
s dH = STRE 115) (7.2) 


donde k es la constante de proporcionalidad. En unidades del Sistema internacional (SI), 
k = 1/47r, de modo que la ecuación (7.2) se convierte en 


I dl sen a 
dH = ra (7.3) 


De la definición del producto cruz en la ecuación (1.21) se desprende fácilmente la 
conveniencia de expresar la ecuación (7.3) en forma vectorial - 


IdlxXag TdxR 


mR AR i 


dH = 


donde R = |R| y a, = R/R. Así, la dirección de dH puede determinarse con la regla de la 
mano derecha, si el pulgar apunta en la dirección de la corriente, los dedos rodearán el 
alambre en la dirección de dH, como se indica en la figura 7.2(a), o con la regla del tor- 
nillo de rosca derecha, si el tornillo se coloca a lo largo del alambre y apuntando en la di- 
rección del flujo de corriente, la dirección de su avance será la dirección de dH, como se 
muestra en la figura 7.2(b). 


Figura 7.1. Campo magnético dH en P debido 
al elemento de corriente 7 dl. 


dH (hacia adentro) 
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Figura 7.2. Determinación de la direcció; 
dH mediante (a) la regla de la mano derech 
regla del tornillo de rosca derecha. 


(o) 


La dirección de la intensidad de campo magnético H (o de la corriente 1) sue 
presentarse mediante un punto o una cruz dentro de un pequeño círculo, depend 
de si aquélla sigue un curso hacia fuera o hacia dentro de la página, como se ilustr 
figura 7.3. 

Así como existen diferentes configuraciones de carga (fig. 4.5), también exister 
rentes distribuciones de corriente: corriente de línea, corriente superficial y corriente 
métrica, como se advierte en la figura 7.4. Si se define K como la densidad de cor 
superficial (en amperes/metro) y J- como la densidad de corriente volumétrica (en a 
res/metro cuadrado), los elementos de origen se relacionan de la manera siguien 


Ldi =K dS = J dv 


De esta forma, en términos de las fuentes de corriente distribuida, la ley de Biot* 
en la ecuación (7.4) se convierte en 


Idi X 
H = | a y (corriente de línea) 


KdS X ar > bis 
H= | AR? (corriente superficial) 


Jdvxa 
H = | li (corriente volumétrica) 
y 4TR 


Como ejemplo, apliquemos la ecuación (7.6) para determinar el campo debido 
conductor filamentoso recto portador de corriente de longitud finita AB, como ser 
tra en la figura 7.5. Supongamos que este conductor sigue la dirección del eje z y ql 
extremos superior e inferior subtienden respectivamente los ángulos a, y q en P, el 


H (o I) hacia fuera H (o I) hacia dentro Figura 7.3. Representación convencional de $ 
(a) hacia fuera de la página y (b) hacia dentro 


página. 
(a) (b) 
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J dv 


K dS 
(a) (b) (c) 


Figura 7.4. Distribuciones de corriente: (a) corriente lineal, 
(b) corriente superficial, (e) corriente volumétrica. 


en el que se determinará H. Préstese particular atención a este supuesto, ya que la fór- 
mula por deducir tendrá que aplicarse en consecuencia. Si consideramos la contribución 
dH en P debida a un elemento dl en (0, 0, z), 


Td xR 
da -. —_— 7.9 
4r R? (01.3) 
Pero dl = dz a, y R = pa, — za,, de modo que 
di XR = p dz a; (7,0) 
Por tanto, 
Ip dz 
H = Í 4ni + 219 a, (7.11) 
z Figura 7.5. Campo en el punto P debido a 


un conductor filamentoso recto. 


OQ) H (hacia dentro de la página) 
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| 
| Si concedemos que z = p cot a, dz = —p cosec? a da, y la ecuación (7.11) se convie rte 


Esta expresión se aplica en general a cualquier conductor filamentoso recto de long git 
finita. Adviértase en la ecuación (7.12) que H siempre sigue la dirección del vector yy 
tario a, (es decir, de trayectorias circulares concéntricas) sin importar la longitud dé 
alambre o el punto de interés P. En el caso especial de un conductor semiinfinito (respe 
to de P), en el que el punto A se ubica en O(0, 0, 0) y el punto B en (0, 0,00), a, = 9 y 
= 0°, de modo que la ecuación (7.12) se convierte en 


En el caso, también especial, de un conductor de longitud infinita, en el que el punto 
se encuentra en (0, 0, —00) y el punto B en (0, 0, 00), a, = 180°, a, = 0°, de manera q 
la ecuación (7.12) se reduce a 


No siempre es fácil hallar el vector unitario a, de las ecuaciones (7.12) a (7.14). Unm 
todo simple consiste en determinarlo a partir de 


ap = ae X a, (7,4 


donde a, es un vector unitario a lo largo de la corriente de línea y a, un vector unita ric 
lo largo de la línea perpendicular de la corriente de línea al punto del campo. 


Ejemplo 7.1 La espira conductora triangular que aparece en la figura 7.6(a) porta una corrien e 
r 10 A. Halle H en (0, 0, 5) debida al lado 1 de la espira. 


Solución: 


Este ejemplo ilustra que la ecuación (7.12) es aplicable a cualquier conductor recto y 
gosto portador de corriente. Lo importante al aplicar esta ecuación es recordar cómo 
deducen a, a, p y Ay. Para hallar H en (0, 0, 5) debida al lado 1 de la espira de la figl 


in mi e: 


(7.15 


tarioa 


nte de 


3 yan 
mo se 
figura 
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Figura 7.6. Para el ejemplo 7.1: (a) espira conductora 
triangular, (b) lado 1 de la espira. 


7.6(a), considere la figura7.6(b), donde el lado 1 aparece como un conductor recto. Nóte- 
se que, en esta figura, el punto de interés (0, 0, 5) se ha unido con el principio y fin de la 
corriente de línea, así como que q, a, y p fueron asignados de la misma manera que en 
la figura 7.5, en la que se basa la ecuación (7.12). 


2 
cos œ; = cos 90° =0, cos œ, = Va p=5 
: 29 


Determinar a, suele ser lo más difícil al aplicar la ecuación (7.12). De acuerdo con la 
ecuación (7.15), a, = a, y a, = a, de modo que 
aj =2a,Xa,=-—a, 


Por tanto, 


Yi 10 2 
H, = rra 0%) — COS a1)ay = 41(5) i = o) (-a,) 
= —59.1a, mA/m 
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Halle H en (—3, 4, 0) debida al filamento de corriente que aparece en la figura 7,7( 


Solución: 


Sea H = H, + H,, donde H, y H, son las contribuciones a la intensidad de campo. 
nético en P(= 3 4, 0) debidas a las porciones del filamento a lo largo de.. XxYy2,1 E 
tivamente. 


H, = naa (cos a — cos &;) ag q $ 

En P(—3, 4, 0), p = (9 + 16)'? = 5, a, = 90°, a, = 0°, mientras que a, se obtiene 
un vector unitario a lo largo de la trayectoria circular a través de P en el plano z =( 
mo se muestra en la figura 7.7(b). La dirección de a, se determina con la regla del to 
llo de rosca derecha o de la mano derecha. Con base en la representación geométric 
la figura 7.7(b), N 
v 

3 


za Hea 


aa aae iha 5% 


Alternativamente, a, puede determinarse a partir de la ecuación (7.15). En el punt o F 
y a, son como se ilustra en la figura 7.7(a) respecto de H,. De ahí que, 


(b) 


Figura 7.7. Para el ejemplo 7.2: (a) filamento de corriente a lo largo de los ejes semiinfinitoS 
x y 7; a, y a, respecto de H, únicamente; (b) determinación de a, respecto de H.. 13 


i 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


7.2. Ley DE Bior-SavarT WE 269 


į „i |ycomo:se obtuvo anteriormente. Así 


(4a, + 3a,) 


3 
AA 
= 38.2a, + 28.652, mA/m 


Cabe señalar que, en este caso, a, es casualmente el negativo del a, regular de las coor- 
denadas cilíndricas. H, también habría podido obtenerse en coordenadas cilíndricas, de 
esta forma 


3 
n= 50D (4) 


= -47.75a, mA/m 


De igual modo, en cuanto a H, en P, p = 4, œ = 0°, cos a, = 3/5 y a, = a, O a = aX 
a, = a, X a, = a,. En consecuencia, 


3 3 
q (a) (1 7 5) a 
= 23.88 a, mA/m 


200 H= H, + HL, = 382a, + 28.65a, + 23.88a, mA/m 


SD 23)? 


H = -47.75a, + 23.88, mA/m 


Obsérvese que aunque los filamentos de corriente parecen semiinfinitos (pues ocu- 
pan los ejes positivos z y x), sólo el filamento a lo largo del eje z es semiinfinito respecto 
del punto P. Así, H, habría podido hallarse mediante la ecuación (7.13), no así H,, por- 
que el filamento a lo largo del eje x no es semiinfinito respecto de P. 
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Ejemplo 7.3 | Una espira circular ubicada en x? + y? = 9,z = 0 porta una corriente directa de 10 A 
Hj lo largo de aş. Determine H en (0, O, 4) y (0, O, —4). i 


Solución: 


i | Considere la espira circular que aparece en la figura 7.8(a). La intensidad de campo A y 
I) nético dH en el punto P(0, 0, h) debida al elemento de corriente / dl está dada por la Je 
de Biot-Savart: Á 
WA | 
Ig IdiXR 
gi | u 

| I ; dH =p 
{ 


WN donde dl = p dọ a,.R = (0,0,h) — (x, y.0) = —pa, + ha, y 


a, ap a, 
dxR=|j0 pdy 0 = ph do a, + p° do a, 
=p 0 h 


Por tanto, 


I 
dH RIA (ph do a, F p? do a,) = dH, a, + dH, a, 


amp + R” 


Por simetría, las contribuciones a lo largo de a, resultan en cero, ya que las componente 
radiales producidas por pares de elementos de corriente separados en un ángulo de 1$ 
se anulan. Esto también puede demostrarse matemáticamente, por medio de la expresié 
de a, en el sistema de coordenadas rectangulares (es decir, a, = cos ġ a, + sen $ a,). 


i | i] 9 se 


pl Figura 7.8. Para el ejemplo 7.3: (a) espira de corriente circular, (b) líneas 
HI de flujo debidas a la espira de corriente. 

1 

$ 
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La integración de cos ġ o sen p sobre 0 =< $: = 2m da cero, lo que demuestra que 
pice 0. Así, 


ia |an _ (7 IPdpa, as, 
E E O 
o 
Ipa, 


-2AP + kf 
a) La sustitución de 7 = 10 A, p =3,h = 4 produce 


10 (3)? a, 


H(0, 0, EELA PAT 
(0,0,4) ~ A9 + 16” 


= 0.36a, A/m 


b) Si en dl X R, líneas atrás, h se reemplaza por —h, la componente z de dH se mantiene 
igual, mientras que la componente p sigue resultando en cero, a causa de la simetría axial 
del circuito. Por consiguiente, 


H(0, 0, -4) = H(0, 0, 4) = 0.36a, A/m 


En la figura 7.8(b) se representan PARA las líneas de flujo debidas a la espira de 
corriente circular. 


Ejercicio 73 a 


n33 < x Y s 
Un anillo angosto de Sa cm de radio se sitúa en el plano z = =1 cm, con u centro en 
(0,0, 1 cm). Si porta 50 mA a lo largo de a,, halle H en a 


TER 


a) (0,0, -1 cm) jae aay TA 
b) (0, 0, 10 cm) AN 


Ye $, 
A O ta > 


Respuestas: a) 400a, mA/m y b) 57.3a, mA/m. 


Un solenoide de longitud £ y radio a consta de N vueltas de alambre portador de corriente 
I. Demuestre que en el punto P a lo largo de su eje, 


=— (cos 0, — cos 0,)a, 


donde n = N/£, 6, y 0,son los ángulos subtendidos en P por las vueltas en el extremo, como 
se ilustra en la figura 7.9. Demuestre asimismo que si £ >> a, en el centro del solenoide, 


H = nla, 
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x Figura 7.9. Para el ejemplo 7.4; sección 
transversal de un solenoide. 


Solución: 


Considérese la sección transversal del solenoide que aparece en la figura 7.9. Puesto qu 
éste consta de espiras circulares, se aplica el resultado del ejemplo 7.3. La contribución 
campo magnético H en P por un elemento del solenoide de longitud dz es | 


ye psa Ida léndz 
ar apa Yara 


donde dl = n dz = (N/£) dz. Con base en la figura 7.9, tan 0 = alz; es decir, 


2 3/2 
ZF a 
A T T: 7 ] sen 0 d0 
Por tanto, 
dH, = E sen 0 d0 
o 
0, 
H, = -2f sen 0 d0 
2 A 
Así, 
I 
H = = (cos 0, — cos 6,)a, 
como se solicitó. La sustitución de n = N/f da como resultado igi 
NI 
H = zg CS 8, — cos 6,)a, 
En el centro del solenoide, 
cos 0, = m —cos 0; 


[a+ epa" 
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y 
Inf 
iaa 
2[a + 6147 
BIF) l A 6133 251 9 t irri NOLI 
Si € >a 0 0, = 0°, 0, = 180°, 
| H = n/a, -Ma 
pyel el 81 | og! 
Mioi El 2: ) 1939 í ul J (fi Usyinug e ) NSTU simo! y 9154 


SS 0129 de A 


y 


tinha sed ob afnaimo).. A 


3, Ley de Jos circuitos de Ampère. Ecuación de Maxwelli 


10908 1 MOm6 fi ISOTITTISI9! 51 .U X 51 19 5UZ9uUMm 


En olas ENE la an: de Hè es da a pp) es decir, 
| 


am! i = pf 


(116) 


- EA 
Similar a la de Gauss, la ley de: Pi, DA es de fácil aplicación para determinar H cuando 
la distribución de corriente es simétrica. La ecuación (7. 16) mantiene validez aun si la dis- 
tribución de corriente no es simétrica, pero sólo puede usarse para í determinar H en el 
caso contrario. La ley de Ampère es un caso pas de la la de Biot-Savart, de la cual es 
posible deducirla. 
Al aplicar el teorema de Stokes al miembro iuierdo se la econó (7.16) se obtiene 


Y 


læw= f maie | (9% Da la 3(2AT) 


E | 
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Pero 


I= | 3-48 ( 
y { 


La comparación de las integrales de superficie de las ecuaciones (7.17) y (7.18) revela 


ramente que ] 


| | Ésta es la tercera ecuación de Maxwell por deducir; se trata en esencia de la ley de 

père en forma diferencial (o puntual), mientras que la ecuación (7.16) es la forma 
gral. En cuanto a la ecuación (7.19), cabe señalar que V X H = J % 0; esto es gu 
campo magnetostático no es conservativo. 


| 7.4. Aplicaciones de la ley de Ampère 


Apliquemos ahora la ley de los circuitos de Ampère para determinar H en alguna 
tribuciones simétricas de corriente, como hicimos con la ley. de Gauss. Considerare 
una corriente de línea infinita, una lámina infinita de corriente y una línea de transn 
coaxial de longitud infinita. 


A. Corriente de línea infinita 


Considérese una corriente filamentosa 7 de longitud infinita a lo largo del eje z, cor 
muestra en la figura 7.10. Para determinar H en un punto de observación P, acep 
que por P pasa una trayectoria cerrada, a la que aplicaremos la ley de Ampère yl: 
recibe el nombre de trayectoria amperiana (análogo al de superficie gaussiana). Eleg 
como trayectoria amperiana un círculo concéntrico en vista de la ecuación (7.14), q1 
muestra que H es constante siempre que p sea constante. Puesto que esta trayector 
cierra a la corriente / en su totalidad, de acuerdo con la ley de Ampère 


I= | Has pdb, = H; | pag = Hy + 2mp 


z Figura 7.10. Aplicación de la ley de Ampère a una cå 
de línea filamentosa infinita. 


Trayectoria 
Í amperiana 
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(7.20) 


como era de esperar de la ecuación (7.14). 


{ 


B. Lámina infinita de corriente 


Considérese una lámina infinita de córriente en el plano z = 0. Si aquélla presenta una 
densidad de corriente uniforme K = K,a, A/m, como se muestra en la figura 7.11, la apli- 
cación de la ley de Ampère a la trayectoria rectangular cerrada (trayectoria amperiana) 
resulta en 


f H «dl = Ln = K,b (7.21a) 


A fin de evaluar la integral, antes es preciso hacerse una idea de la forma de H. Para con- 
seguirlo, es posible suponer que la lámina infinita se compone de filamentos; así, dH so- 
bre o bajo la lámina debida a un par de corrientes filamentosas puede hallarse mediante 
las ecuaciones (7.14) y (7.15). Como se evidencia en la figura 7.11(b), la dH resultante só- 
lo posee la componente x. Asimismo, H en un lado de la lámina es la negativa de la ubi- 
cada en el otro lado. A causa de la infinita extensión de la lámina, ésta puede concebirse 
como compuesta por tales pares filamentosos, de manera que las características de H en 
un par son las mismas que las de las láminas infinitas de corriente; es decir, 


SA E 2>0 


ii (7.21b) 


Trayectoria amperiana 


(a) 


Figura 7.11. Aplicación de la ley de Ampère a una lámina infinita: (a) trayectoria cerrada 1-2-3-4-1, 
(b) par simétrico de filamentos de corriente con corriente a lo largo de a, 
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¿A partir de las ecuaciones (7.21a) y (7.21c) obtenemos H, 
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donde H, aún está por determinarse. La evaluación de la integral de línea de H q 
ecuación (7.21b) a lo sc de la trayectoria cerrada de la figura 7.11(a) da como. 


sultado | : 
faa- ( + [+] + [Ja 
= ((-a) + (-AHJE SA (72 
= 2H,b 


Sh 


1 - 
5 K, «La sustitución de 
a 


en la ecuación (7.21b) resulta en 


1 
7 Kao z2>0 


1 
= Ka, 2<0 


$ 


En general, en el caso de una lámina infinita de densidad de corriente K A/m, — 


| H=>Kxa, 


donde a, es un vector unitario normal dirigido de la lámina de corriente al punto de in 


C. Línea de transmisión coaxial de longitud infinita . cef 


S 


Considérese una línea de transmisión de longitud infinita consistente en dosia i 
concéntricos con sus ejes a lo largo del eje z. La sección transversal respectiva se pi 
ta en la figura 7.12, donde el eje z sigue una dirección hacia fuera de la psc 
ductor interno tiene radio a y porta corriente /, mientras que el conductor externo 


Trayectorias amperianas Figura 7.12. Sección transver 
L una línea de transmisión co4 
dirección positiva dez corre 
fuera de la página. ~ - — 


Aa 
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'“un radio interno b y grosor t y porta una corriente de retorno —/. Se desea determinar H 
en cualquier punto partiendo del supuesto de que la corriente está uniformemente distri- 
buida en ambos conductores. Puesto que la distribución de corriente es simétrica, se aplica 
la ley de Ampere a lo largo de la trayectoria amperiana en referencia a cada una de las 
cuatro posibles regiones: 0=p=a,a=p=bb=p=b+typ=b+t. 

En el caso de la región 0 < p < a, se aplica la ley de Ampère a la trayectoria L,, de 
lo que resulta 


$ H- dl = Zo. = [ras (7.24) 
Lı 


Puesto que la corriente está uniformemente distribuida en la sección transversal, 


I 
T dS = p dọ dp a, 


- S: P E B E 
E as== | | pasao = mp = Eo 


Por tanto, la ecuación (7.24) se convierte en 


= (7.25) 
Respecto de la región a < p <= b, usamos la trayectoria L, como la trayectoria amperiana, 


$ Hd = Zu =1 
L, 


2 


H¿2rp = I 
10) 
I 
aF ZP (7.26) 


puesto que la corriente / está encerrada en su totalidad por de Nótese que la ecua- 
ción (7.26) es igual a la ecuación (7.14) y es independiente de a. En cuanto a la región 
b = p £b + t, usamos la trayectoria Ly, de lo que obtenemos 


$ H -di = Hy 279 = Las añ (1274) 


Lao 1 3-48 
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y J es en este caso la densidad de corriente (corriente por unidad de área) del cond di 
externo y se halla a lo largo de —a,; es decir, 


I 
+10] 
Así, 
I 27 rp 
=I- —— dp d 
tal.) rod 
2 2 
A lil 
jli e] 


La sustitución de esta expresión en la ecuación (7.27a) produce 


SELA 
m=z |i È + 2bt 


En el caso de la región p = b + t, usamos la trayectoria L, y obtenemos 


$ H-d=I-1=0 
Ls 


H, = 0 


La reunión de las ecuaciones (7.25) a (7.28) da como resultado 


Ip 
Ira e 0spsa 
I 

ga 2 Y a<p<b 
DN - a b< b+t 
rpl  P+2br] e 
0, p=b+t 


En la figura 7.13 se ofrece una representación gráfica de la magnitud de H. 

De estos ejemplos se desprende que la posibilidad de extraer a H del signo del 
tegral es la clave al usar la ley de Ampère para determinar H. En otras palabras, tā 
sólo puede emplearse para calcular H cuando ésta se debe a distribuciones simétK 
de corriente, en las cuales es posible hallar una trayectoria cerrada en la que H s€ 
magnitud constante. 
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Figura 7.13. Diagrama de H, contra p. 


Los planos z = 0 y z = 4 portan corrientes K = —10a, A/m y K = 10a, A/m, respectiva- 
mente. Determine H en 


a) (1, 1, 1) 
b) (0, —3, 10) 


Solución: 
Concedamos que la figura 7.14 representa a las láminas paralelas de corriente de este 
ejemplo. Asimismo, sea 


H=H,+H, 


donde H, y H, son las contribuciones debidas a las láminas de corriente z = 0 y z = 4, 
respectivamente. Así, emplearemos la ecuación (7.23). 


a) En (1, 1, 1), el cual se encuentra entre las placas (0 < z = 1 < 4), 


H, =1/2K X a, = 1/2 (-10a,) X a, = 5a, A/m 
H, = 1/2 K X a, = 1/2 (10a,) x (—a,) = 5a, A/m 


Por tanto, 


H = 10a, A/m 


Figura 7.14.- Para el ejemplo 7.5; láminas 


TA “de corriente paralelas infinitas. 
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b) En (0, +3, 10), el cual se encuentra sobre las placas (z = 10 > 4 > 0), 
H, = 1/2 (-10a,) X a, = 5a, A/m 
H, = 1/2 (10a,) X a, = —5a, A/m 


Por tanto, 
H = 0 A/m 
. y is i G ¡E a A 
Ejercicio 7.5 A A AN U 1 O ON 
; $ Slds Mu A LN A pa RIA, $ 
El plano y = 1 porta una corriente K = 50a, mA/m. Halle Hen © 
a) (0, 0, 0) E p A pd j Ep 


p (1,5, =3)A s01— = Anino nshog b = s y O= y sonslg 201 1 
1 SUSULIUCION de st sia E Api CSI EIF ia oa e (i H h plag Ger SAE i i 
Respuestas: a) 25a, mA/m y b) -25a, mA/m. TEA 


y fu 


Un toroide cuyas dimensiones se presentan en la figura 7.15 cuenta con N vueltas y 
Ejemplo 7.6 3 ; : 
ta corriente /. Determine H dentro y fuera del toroide. 


Solución: 
Se aplica la ley de los circuitos de Ampère a la trayectoria amperiana, en este e; 
círculo de radio p indicado con línea punteada en la figura 7.15. En razón de que 
trayectoria es cruzada por las N vueltas, cada una de las cuales porta corriente Z, la corr 
te neta encerrada por la trayectoria amperiana es NZ. En consecuencia, 


Pid E To > H- 2mp = NI 


Figura 7.15. Para el ejemplo 7.6; toroide de sección 
transversal circular. 
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# 


NI ; 
E, respecto de pp =a<p<p,+a 


donde p, es el radio medio del toroide, como se muestra en Ia figura 7.15. Un valor apro- 
ximado de H es i 


¿NI NI 
H aprox — 2mp, E ma 


Adviértase que esta expresión e es igual a la fórmula obtenida para H con relación a pun- 
tos muy dentro de un solenoide de gran longitud (€ > a). Así, un solenoide recto podría 
considerarse una bobina toroidal especial en la que p, > 00. Fuera del toroide, la corrien- 
te encerrada por una trayectoria amperiana es NI — NI = 0, y por tanto H = 0. 


AEI 
2869N 


Fros 
i $ at 


$ 
MO 11050 ) i ! 3 ve 0) SD 4 soti Ap $ 
7 “u bi 

Y. 
32 01 
in H 


APER- . à ds 
MIB Sua: OT l od 


asis : Y] 


5. Densidad de flujo SL TO Ecuación de Maxwell 
Ep B'ado! ? 
De densidad de flujo magnético B se diigas a la densidad de flujo eléctrico D. Así co- 


mo D = £,E en el vacío, la densidad de flujo magnético B se relaciona con la intensidad 
de campo magnético H de acuerdo con i 


B = uH (7.30) 


i 


donde u, es una constante llamada permeabilidad del vacío. Esta constante se expresa en 
henrys/metro (H/m) y su LYafora es. 


Ho = 47 X 107 H/m (1.31) 


En el capítulo siguiente se proporcionará la definición precisa del campo magnético B, 
en términos de fuerza magnética. 


E 
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Figura 7.16. Líneas de flujo magnético ç 
Líneas de flujo magnético. a un alambre recto con corriente dirjgj 
fuera de la página. 


El flujo magnético a través de una superficie $ está dado por 


donde el flujo magnético ¥ se expresa en webers (Wb) y la densidad de nagg m: 
tico en webers/metro cuadrado (Wb/m?) o teslas. 

La línea de flujo magnético es la trayectoria a la que B es tangencial en cu: 
punto de un campo magnético. La aguja de una brújula magnética se orienta a lo 
de esa línea cuando se coloca en el campo magnético. En la figura 7.16 se muestrar 
ejemplo, las líneas de flujo magnético debidas a un alambre recto y largo. Las íne 
flujo magnético se determinan como las de flujo eléctrico, explicadas en la sección 
La dirección de B es la que la aguja de la brújula magnética indica como “norte” 
que cada línea de flujo es cerrada; no tiene principio ni fin. Aunque la figura 7. 16 
fiere a un conductor recto portador de corriente, en general las líneas de flujo magn 
son cerradas y no se cruzan entre sí sea cual fuere la distribución de corriente. 

En un campo electrostático, el flujo que pasa por una superficie cerrada es igua 
carga encerrada; esto es, Y = $ D + dS = Q. Así, es posible la existencia de una carga 
trica aislada, como se muestra en la figura 7.17(a), lo que revela asimismo quel las] 
de flujo eléctrico no son necesariamente cerradas. Las de flujo magnético, en cam 
siempre se cierran en sí mismas, como se observa en la figura 7. PA Esto se debe: 


Superficie cerrada, Y= Q 
Superficie cerrada, W= 0 


(a) (b) 


Figura 7.17. Flujo que sale de una superficie cerrada debido a: (a) una 
carga eléctrica aislada Y = $, D - dS = O, (b) una carga magnética, 
Y= fB -dS = 0. 
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Figura 7.18. La división sucesiva de una barra imantada resulta en piezas con polos norte 
y sur, lo que demuestra que es imposible aislar los polos magnéticos. 


es imposible que existan polos magnéticos (o cargas magnéticas) aislados. Si, por ejemplo, 
se deseara conseguir un polo magnético aislado dividiendo sucesivamente en dos una ba- 
rra magnética, cada una de las piezas resultantes tendría un polo norte y uno sur, como 
se ilustra en la figura 7.18. Es imposible separar el polo norte del polo sur. 


En un campo magnético, así, el flujo total a través de una superficie cerrada debe ser de 
cero; es decir, 


(7.33) 


Esta ecuación es la ley de la conservación del flujo magnético o ley de Gauss para campos 
magnetostáticos, así como $ D : dS = Q es la ley de Gauss para campos electrostáticos. 
Aunque el campo magnetostático no es conservativo, el flujo magnético se conserva. 

Al aplicar el teorema de la divergencia a la ecuación (7.33) se obtiene 


y 


$ Bas =|v-Bdv=0 
s 


Ésta es la cuarta ecuación de Maxwell por deducir. La ecuación (7.33) o (7.34) indica que 
los campos magnetostáticos no tienen origen ni pérdida, y la segunda de ellas que las lí- 
neas de campo magnético siempre son continuas. 


7.6. Ecuaciones de Maxwell para campos electromagnéticos estáticos 
AAA E AS 


` En la tabla 7.2 se reúnen las cuatro ecuaciones de Maxwell para campos electromagnéti- 
cos estáticos, que ya hemos deducido. En beneficio de la claridad, en ella se ha modifica- 
do el orden en que fueron deducidas. 
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Tabla 7.2. Ecuaciones de Maxwell para campos electromagnéticos estáticos. 


Forma diferencial (o puntual) Forma integral Acotaciones 
V:D=p, fo -ds = | pdv Ley de Gauss 
V:-B=0 fe :dS=0 Inexistencia del monopolo magnético 
$ 
vx E= 0 $ E-:d=0 Conservatividad del campo electrostático 
VxH=J fm a fias Ley de Ampère 
L s 


La opción entre la forma diferencial e integral de estas ecuaciones depende de 
problema específico. En la tabla 7.2 salta a la vista que la definición de un campo ve 
rial se reduce a su rotacional y su divergencia. Un campo sólo puede ser eléctrico o 
nético si satisface las correspondientes ecuaciones de Maxwell (véanse los proble 
7.26 y 7.27). Cabe destacar que, tal como se les presenta en la tabla 7.2, las ecuacion 
Maxwell se refieren únicamente a campos electromagnéticos estáticos. Como se exf 
rá en el capítulo 9, las ecuaciones de divergencia se mantienen sin cambios en el ca 
campos electromagnéticos variables en el tiempo, mientras que las ecuaciones dero ot 
nal deberán modificarse. 


7.7. Potenciales magnéticos escalar y vectorial 


Como se recordará, la asociación del potencial eléctrico V con la intensidad de cam y 
trico E (E = —VV) nos permitió simplificar ciertos problemas de campos electrostát 
De la misma manera, es posible definir un potencial asociado con el campo magneto 
co B. Tal potencial magnético puede ser un escalar V,,, o un vector A. Para definir 
es preciso recordar dos importantes identidades (véanse el éjemplo 3.9 y el ejercicio 3 


Vx(VV)=0 ( E 
V-(VxXA)=0 (7 
las cuales rigen siempre sobre cualquier campo escalar V y campo vectorial A. 


De igual modo que E = —VV, la relación con H del potencial magnético escalai 
(en amperes) se define de acuerdo con 


La condición añadida a,esta ecuación es importante y debe ser explicada. La comb 
ción de las ecuaciones (7.36) y (7. 19). resulta en 


J=VxH=Vx(=WV,)=0 
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puesto que V„ debe satisfacer la condición expresada por la ecuación (7.35a). En conse- 
cuencia, la definición del potencial magnético escalar V, sólo rige en una región en la que 

J = 0, como en la ecuación (7.36). Cabe hacer notar asimismo que, al igual que V en el 

caso de los campos electrostáticos, V„ satisface la ecuación de Laplace; por tanto, 


YV,=0,  (J=0) (7.38) 


Sabemos ya que en un campo magnetostático V- B = 0, como se enunció en la ecua- 
ción (7.34). Para satisfacer al mismo tiempo las ecuaciones (7.34) y (7.35b), el potencial 
magnético vectorial A (en Wb/m) puede definirse de tal forma que 


a% 


y = | dQ (7.40) 


Así como se definió 


es posible definir 


para corriente de línea (7.41) 
para corriente superficial - (7.42) 
para corriente volumétrica (7.43) 


En vez de hacerlo de la ecuación (7.40), las ecuaciones (7.41) a (7.43) podrían obte- 
nerse de las ecuaciones (7.6) a (7.8). La ecuación (7.41), por ejemplo, puede deducirse de 
la (7.6) en asociación con la (7.39). Ello implica expresar la ecuación (7.6) como 


OS 
SÀ fa R A 
L 


dm R 


donde R es el vector de distancia desde el elemento lineal dl' en el punto de origen 
(x', y”, z’) hasta el punto del campo (x, y, z), como se muestra en la figura 7.19, y R = |R]; 
esto es, 


A a A AS AA CA (7.45) 
Por tanto, 


(4) T 6) +y- yait = z'a ni R 
Et see 
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Figura 7.19. Ilustración del punto q 
(x', y”, z’) y el punto del campo (x, y, 


(1,1, 1) 


ción (7.44) se obtiene 


1 
= > Po , X 
B= -E [rar (+) 


Se aplica entonces la identidad vectorial 
Vx (fF) =fV xF+(Vf) x F 


donde fes un campo escalar y F un campo vectorial. Si se adopta f = 1R y F = dl' te 
’ Y L ds dl 
Aa yx (E) 


Y x dl' = 0. Por tanto, 


1 dl' 
EAR SS = — x — 
dl v(+) y R 


Con esta ecuación, la ecuación (7.47) se reduce a 


Hol dl' 


=Vx 
B=vx [En 


L 


La comparación de la ecuación (7.50) con la ecuación (7.39) indica que 


- [11d 
a=| 4rR 


lo que comprueba la ecuación (7.41). 
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De la sustitución de la ecuación (7.39) en la ecuación (7.32) y la aplicación del teore- 
ma de Stokes se obtiene 


y= [s-as= [oxaas= faa 


(7.51) 


Así, el flujo magnético a través de un área dada puede hallarse por medio de la ecuación 
(7.32) o (7.51). De igual modo, el campo magnético puede determinarse mediante V,, o 
A; la elección depende de la naturaleza del problema de que se trate, aunque V,, sólo 
puede emplearse en una región sin origen. El potencial magnético vectorial es, así, un re- 
curso muy eficaz y elegante para la resolución de problemas electromagnéticos, particu- 
larmente los relativos a antenas. Como se advertirá en el capítulo 13, en problemas de 
antenas es más fácil hallar B si antes se calcula A. 


Dado el potencial magnético vectorial A = —p?/4 a, Wb/m, calcule el flujo magnético to- 
tal que cruza la superficie $ = 1/2,1=p=2m,0=z=5m. 


Solución: 


Este problema puede resolverse de dos maneras: con la ecuación (7.32) o (7.51). 


Método 1: 
JA, p 
ANA P A T dS = dp dz a, 
Por tanto, 
A i 15 
Y = [m.as=5| | p dp dz ria (5) SE 
2=0'*p=1 
y= 3.75 Wb 
Método 2: l 
Se usa 


vaf aant Y + Y, 
ye 


donde L es la trayectoria que circunscribe a la superficie S y Y,, Y, Y, y Y, las evalua- 
ciones de SA + dl a lo largo de los segmentos de L marcados con los números 1 a 4, res- 
pectivamente, en la figura 7.20. Puesto que A sólo cuenta con la componente z, 


Y=0=Y, 
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Figura 7.20. Para:el ejemplo 7.7. 


Esto es, 
Y = Y, + Y, = [oa “er [az] 
= Y q (1) z + (2) i z 
= a 7 
= 3.75 Wb 


como se obtuvo anteriormente, Nótese que la dirección de la trayectoria L debe dí 


dir con la de dS. 
ALE RATA FR E SEGS 
Ja jercicio 7.7 se -= = k e dir K 5 7 ` $ 
Q 


Cierta distribución de Cornone produce el potencial magnético vector je 
A= Pya, + Pra, — 4xyza, Wb/m. Calcule 03asT 30 k 


£ 
a) Ben (- TERE ia kali IRSA 4 de e $ $ 
b) El flujo a través de la Ea Metal porz = =1,0<x=<1,-13 y s 


Respuestas: a) 20a, + 40a, + 3a, Wb/m? y b) 20 Wb. 


Si el plano z = 0 porta una corriente uniforme K = Ka,, 


ms (12a 2>0 
(-1/2,K,a,. 2<0 


Ejemplo 7.8 


Esto se obtuvo en la sección 7.4 aplicando la ley de Ampere. Obténgalo ahora mel 
el concepto de potencial magnético vectorial. 
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Solución: 
Considérese la lámina de corriente de la figura 7.21. Con base en la ecuación (7.42), 
_ MooK dS 
AA ER 
En este problema, K = K,a,,dS = dx' dy', y en el caso de z > 0, 
R= R] = 1(0, 0, z) > (y, 0) (7.8.1) 


= (49 + (+22 
donde las coordenadas primas remiten al punto de origen y las no primas al punto del 


campo. Es necesario (y usual) distinguir entre ambos puntos para evitar confusiones 
(véase la fig. 7.19). Por consiguiente, 


a - toK, dx' dy' a, 
amix)? + (y) aa 
ô 
dB = V.X dA = =-= dA, a; 


Mo K,z dx' dy a, 
Td 


_oK,za, f E T AA 
mee T P PIO O OAA $002) 


Para mayor facilidad, en el integrando podemos convertir las coordenadas cartesianas en 
cilíndricas, de modo que 


_HoKyza, f fg p' dġ' dp! 


B 3 D 


47 P'=0"0'=0 [(p'y + gje 
1, K,za PP wii ah 
A ao 
0 
_ HoK,za, -1 no 
2 (YH lo 
MoK,a, 
0) na 
Por tanto, 
B K, j f 
H = a Nie respecto de z > 0 


Mediante el simple reemplazo de z por >z en la ecuación (7.8.2) y siguiendo el mismo 
procedimiento se obtiene isial 


BO respecto dez < 0 
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z Figura 7.21. Para el So 7.8, 
infinita de corriente. 


(0,0, z) 


Read el ietis 7 8 empleando esta vez la y, de Biot-Savart tpara d t 
en los puntos (0, 0, sh) y (0, 0, =h). ; l 


17.8. Deducción de las leyes de Biot-Savart y Ampère 


Tanto la ley de Biot-Savart como la de Ampère pueden deducirse del concepto de p 
cial magnético vectorial. Tal deducción supone emplear las identidades vectoriales 
ecuación (7.48) y 


VxVxA=V(V:A)- VA 


Puesto que la ley de Biot-Savart expresada en la ecuación (7.4) corresponde básican 
a la corriente de línea, comencemos nuestra deducción con las ecuaciones (7.39) y 
es decir, 


pol dl _ pol $ ; 
= x= 
BENA a 4rR 4r PR qa, 


donde R es como se le definió en la ecuación (7.45). Si al aplicar la identidad vector 
la ecuación (7.48) se concede que F = dl y f = 1/R, la ecuación (7.53) se convierte € 


poca (va) xa 
= xd + [| vV=)x 
B ia al RY dl v R dl 
Puesto que V opera respecto de (x, y,z) y dl' es una función de (x', y’, z’), V X dl 
Asimismo, 


sl AAN E 2 


e am 
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[E o (x E x')a, + (y z y')a, $ (z es z')a, _ aR 


-rty yte- TE (7.56) 


donde az es un vector unitario del punto de origen al punto del campo. De este modo, la 
ecuación (7.54) (tras eliminar el signo prima de dl’) se convierte en 


(7.57) 


a Ae 
4r J, R? 


la cual es la ley de Biot-Savart. 
Al combinar la identidad de la ecuación (7.52) con la ecuación (7.39) se obtiene 


VxB=V(V-A)- VA (7.58) 


Es posible demostrar que, en el caso de un campo magnético estático, 


de tal forma que, tras reemplazar B por ¿BH y usar la ecuación (7.19), la ecuación (7.58) 
se convierte en 


VA = -uV X H 


o 
VA = -uJ (7.60) 
expresión a la que se le conoce como ecuación vectorial de Poisson, similar a la ecuación 
de Poisson (V?V = —p,/e) en electrostática. En coordenadas cartesianas, la ecuación 
(7.60) puede descomponerse en tres ecuaciones escalares: 
VA, = -hos 
VA = -hy (7.61) 
VA, == 6) z 


las que podrían considerarse como ecuaciones escalares de Poisson. 

También es posible demostrar que la ley de los circuitos de Ampère es congruente 
con nuestra definición de potencial magnético vectorial. A partir del teorema de Stokes 
y la ecuación (7.39), i 


faa- [vas 
S dicas (7.62) 
= 7] YX (xA)-dS 

Ho Jo 


Con base en las ecuaciones (7.52), (7.59) y (7.60), 
VXVxA=-WA=yJ 
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(Resumen 


La sustitución de esta expresión en la ecuación (7.62) resulta en 


| la cual es la ley de los circuitos de Ampère. 


j 1. 


2 


. El flujo magnético a través de una superficie $ está dado; pon 
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fna [s.as=1 
E s i 


Las leyes básicas que rigen a los campos magnetostáticos son las de Biot-Savart y, 
père. Semejante a la de Coùlomb, la ley de Biot-Savart establece que la intensidad ad 
campo magnético dH en r debida al elemento de corriente / dl en r' es 

nto al ÆR! dmo IA 

s A (en A/m) 
i E y H TAN 

donde R = r — r' y R = |R|. En el caso de distribuciones de corriente superficia 
lumétrica, Z dl se reemplaza por K dS y J dv, respectivamente; es decir, 


I d=ÆK dS =J dv 


Similar a la de Gauss, la ley de los circuitos de Ampère establece que la circulació 
H alrededor de una trayectoria cerrada es igual a la corriente encerrada por la tra 
toria; es decir, 


x 


Ú 


JH dI= Lao = [ras 


o ARN h>) 4 
VxH=J (tercera ecuación de Maxwell por deducir). 
Cuando la distribución de corriente es simétrica, lo que permite hallar una trayectí 


amperiana (en la que H= H¿a, es constante), la ley de Ampère es útil para defe 
nar H; esto es, s 


Iene 
Hy dl = La o H=- 


y= [Bas (en wo) = 
S 


donde B es la densidad de flujo magnético, en Wb/m?. En el vacío, 
B = 1H 


donde u, = 4r X 107 H/m = permeabilidad del vacío. 
Dada la inexistencia dë monopolos magnéticos aislados o libres, el flujo magnético 
to a través de una superficie cerrada es de cero; 


"p= fB-as=0 
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V:B=0.. (cuarta ecuación de Maxwell por deducir). 


ea Bb 201050 y + A 
e" 005. Para este momento se han deducido ya.las cuatro ecuaciones de Maxwell para cam- 


E pos electromagnéticos estáticos: 
V-D=p, 
V:B=0, 
VxE=0 
VxH=J 
6. El potencial magnético escalar V, se define como 
=-—VV,, , si=0 
y el potencial magnético vectorial A como 
B=VXxA 
la tr donde V - A = 0. Con la definición de A, el flujo magnético a través de una superficie 
S puede hallarse a partir de 
BOLO es! o Y = pasa 


donde L es la trayectoria cerrada que define a la'superficie $ (fig. 3.20). En vez de 
emplear para ello la ley de Biot-Savart, el campo magnético debido a una distribución 
de corriente puede determinarse mediante, A, en particular en la teoría de antenas. 
En el caso de un elemento de corriente / dl en r', el potencial magnético vectorial 
en r es 


Mol dì 31 £ 
A = ys ARES! 
4mTR | | 
7. Existen semejanzas entre los campos eléctricos y los magnéticos; algunas de ellas 
se enumeraron en la tabla 7.1. En correspondencia con la ecuación de Poisson 
V?V = —p,/e, por ejemplo, está 


VA = —u 
TT o; 


J 


o 


Preguntas de repaso 


7.1. Uno de los siguientes no es origen de campos magnetostáticos: 


ético a) Corriente directa en un alambre. 

b) Imán permanente. 

c) Carga acelerada. 

d) Campo eléctrico que cambia en forma lineal con el tiempo. 


e) Disco cargado que gira a una velocidad uniforme. 
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7.2. 


yes 


74, 


TS 
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Identifique en la figura 7.22 la configuración que no constituye una representación corr 
de 7 y H. 


Considere los puntos A, B, C, D y E en el círculo de radio 2 que aparece en la figura 7.23 
elementos de la lista de la derecha son los valores de a, en diferentes puntos de ese cfr 
Haga coincidir tales elementos con los puntos referidos en la lista de la izquierda. 


a) A 0i) a 
b) B (ii) ~a, 
c) C (iii) a, d 
d) D (iv) —a, 
a, +a 
IE “e 
a aa 
(vi) EN id 
aa 8:78, 
WT 
EP a, 20 ay H 
My t 
El eje z porta una corriente filamentosa de 107 A a lo largo de a,. ¿Cuál de las expre: sio 


siguientes es incorrecta? 


a) H = —a, A/m en (0, 5, 0) 

b) H = a, A/m en (5,7/4, 0) 

c) H = —0.8a, — 0.6a, en (—3, 4, 0) 

d) H = —a, en (5, 37/2,0) ag 
ol 

El plano y = 0 porta una corriente uniforme de 30a, mA/m. En (1, 10, —2), la intensidad 

campo magnético es de 

a) —15a, mA/m 

b) 15a, mA/m 


Figura 7.22. Para la pregunta de repaso 7. . 


H i 
9 ]/ "$ pN 


(a) (e) 
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Figura 7.23. Para la pregunta de repaso 7.3. 


c) 477.5a, „A/m 
d) 18.85a, nA/m 
e) Ninguno de los valores anteriores. 


7.6. Con relación a las corrientes y trayectorias cerradas de la figura 7.24, calcule el valor de 
$, H > dl. 


7.7. ¿Cuál de los siguientes enunciados no es una característica de un campo magnético estático? 


a) Es solenoidal. 

b) Es conservativo. 

c) No tiene pérdida ni origen. 

d) Las líneas de flujo magnético siempre son cerradas. 


e) El número total de las líneas de flujo que entran en una región dada es igual al número 
total de líneas de flujo que salen de esa región. 


Figura 7.24. Para la pregunta de repaso 7.6. 


10A 10A n 
© PL o) 
830A 89 30A 
(a) (b) 


10A di 10A 
© © 
8304 8 30A 
(d) 


(c) 


Y 


i 
| 


nA 
i |i | 296 Mi CAMPOS MAGNETOSTÁTICOS 
j f 
j| 
| 


7.8. 


7.9. 


7.10. 


Respuestas: 7.1c,7.2c,7.3 a) ii, b) vi, c) i,d) v, e) iii, 7.4d, 7.5a,7.6 a) 10 A, b) —20 A, c) 0, d) M 


7.1, 
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Figura 7.25. Para la pregunta de repaso 7.10. 


[Nas] 


Dos bobinas circulares coaxiales idénticas portan igual corriente / pero en direcci 
opuestas. La magnitud del campo magnético B en un punto sobre el eje equidistante 
las bobinas es i 


a) Cero. 
b) Igual a la producida por una bobina. 
c) Dos veces más que la producida por una bobina. 


d) La mitad de la producida por una bobina. 


Una de las ecuaciones siguientes no'es una de las de Maxwell para campos electromagr 
cos estáticos en un medio lineal homogéneo. / 


a) V:B=0 
b)YxD=0 

c) $B d =pl 
d) $D -dS = Q 
e) YA = uJ 
Dos barras imantadas con intensidad de O =20A -m y Q, = 10A -m (cargas mag 


cas) en su polo norte se colocan dentro de un volumen, como se muestra en la figura 7, ) 
flujo magnético que sale del volumen es de l 


a) 200 Wb 
b) 30 Wb 
c) 10 Wb 
d) 0 Wb 
e) —10 Wb 


7.7b,7.8a,7.9e,7.10d. 


a) Enuncie la ley de Biol-Savart. 


b) Los ejes y y z portan corrientes filamentosas de 10 A a lo largo de a, y 20 A a lo larg 
—a,, respectivamente. Halle H en (=3, 4, 5). 


7.2. 


7.3: 


7.4. 


7.5, 


*7.6. 


7.7. 
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Figura 7.26. Para el problema 7.3. 


6A 


Un filamento conductor porta corriente / del punto A(0, 0, a) al punto B(0, 0, b). Demuestre 
que en el punto P(x, y, 0), 
He — 1 mo fiat 0er au: 2] E 
anVe+rylVed+ry+rbo Veiryral? 


Considere AB en la figura 7.26 como parte de un circuito eléctrico. Halle H en el origen 
debida a AB. 


Repita el problema 7.3 con relación al conductor AB de la figura 7.27. 


La línea x = 0, y = 0,0 = z = 10 m porta una corriente de 2 A a lo largo de a,. Calcule H en 
los puntos 


a) (5,0,0) 
b) (5,5,0) 
c) (5,15,0) 
d) (5, -15,0) 


a) Halle H en (0, 0,5) debida al lado 2 de la espira triangular de la figura 7.6(a). 
b) Halle H en (0, 0, 5) debida a la espira completa. 


Un conductor de longitud infinita se dobla en forma de L, como se ilustra en la figura 7.28. 


Si por él fluye una corriente directa de 5 A, halle la intensidad de campo magnético en 
a) (2,2,0), b) (0, —2, 0) y c) (0, 0, 2). 


Figura 7.27. Para el problema 7.4. 
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| y Figura 7.28. Filamento de corriente para el problema 7.7. 


| i 
Ii 
I 5A 


i 7.8. Halle H en el centro C de una espira en forma de triángulo equilátero de 4 m por ado ; 
| porta una corriente de 5 A, como se ilustra en la figura 7.29. 


i 7.9. Una espira rectangular que porta una corriente de 10 A se sitúa en el plano z = 0, come 
muestra en la figura 7.30. Evalúe H en 


f 

| iy 
|l 3 a) (2,2,0) 
iR b) (4,2,0) 
J c) (4,8,0) 
fi d) (0, 0, 2) 
7.10. Una espira conductora cuadrada de lado 2a se ubica en el plano z = 0 y porta una corrie 
I en dirección contraria a la de las manecillas del reloj. Demuestre que en el centro de l 

pira 
Nal 


ma 


a: 


*7.11. a) Una espira filamentosa portadora de corriente / se dobla en forma de un polígono re 
H lar de n lados. Demuestre que en el centro del polígono 
nI 


H = sprt 


donde r es el radio del círculo circunscrito por el polígono. 


b) Aplique estos mismos criterios a los casos en que n = 3y n =4y compruebe si su: 
sultados son acordes con los de la espira triangular del problema 7.8 y la espira cuz jdr 
del problema 7.10, respectivamente. 


z Figura 7.29. Espira en forma de triángulo eq | 
para el problema 7.8. 


-2 0 2 


7.12. 


7.13 


7.14. 


7.15. 


7.16. 


TEL 
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Figura 7.30. Espira rectangular para el problema 7.9, 


10A 


c) Demuestre que, al aumentar n, el resultado del inciso a) se convierte en el de la espira 
circular del ejemplo 7.3. 


Con relación a la espira filamentosa que aparece en la figura 7,31, halle la intensidad de cam- 
po magnético en O. 


Dos espiras de corriente idénticas tienen su centro en (0, 0, 0) y (0, 0, 4) y sus ejes en el eje z 
(con lo que forman la “bobina de Helmholtz”). Si cada una de ellas tiene un radio de 2 m y 
porta una corriente de 5 A en a,, calcule H en 


a) (0,0,0) 
b) (0,0,2) 


Un solenoide de 3 cm de largo porta una corriente de 400 mA. Si debe producir una densidad 
de flujo magnético de 5 mWb/m?, ¿cuántas vueltas de alambre debe poseer? 


Un solenoide de 4 mm de radio y 2 cm de longitud cuenta con 150 vueltas/m y porta una co- 
rriente de 500 mA. Halle: a) |H| en el centro, b) |H| en los extremos del solenoide. 


El plano x = 10 porta una corriente de 100 mA/m a lo largo de a,, mientras que la línea x = 1, 
y = —2 porta una corriente filamentosa de 207 mA a lo largo de a,. Determine H en (4, 3, 2), 


a) Enuncie la ley de los circuitos de Ampère. 


b) Un cilindro conductor hueco posee un radio interno a y un radio externo b y porta corrien- 
te Z a lo largo de la dirección positiva de z. Halle H en cualquier punto. 


10A 


10A 


Figura 7.31. Espira filamentosa para el problema 7.12; no es 
una representación en escala. 
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7.18. a) Un conductor sólido de longitud infinita y radio a se coloca a lo largo del eje zS i 
corriente / en la dirección +z, demuestre que 


| 
AÑ Ap 
Ñ H = 
gi ma * 
dentro del conductor. Halle la correspondiente densidad de corriente. 
b) SiZ =3A ya = 2 cm en el inciso a), halle H en (0, 1 cm, 0) y (0, 4 cm, 0). 


| 7.19. Si H = ya, — xa, A/m en el plano z = 0, a) determine la densidad de corriente y b) 
| f pruebe la ley de Ampère considerando que la circulación de H ocurre alrededor del be 
UN del rectángulo z =0,0<x<3,-1<y<4. 


| | 7.20. En cierta región conductora, 
H = yz(x? + ya, — y?xza, + 4vy%a, A/m 


'a) Determine J en (5,2, —3). 
b) Halle la corriente que pasa por x = —1,0 < y,z < 2. 
c) Demuestre que V - B = 0. i 


j| 
} 
ii i 7.21. Un alambre filamentoso de longitud infinita porta una corriente de 2 A en la dirección 
13 Calcule i v 


i a) Ben (-3,4,7). 
b) El flujo a través de la espira cuadrada descrita por 2 <p = 6,0 = z =4,4 = 90°. 


7.22. El motor eléctrico que aparece en la figura 7.32 posee un campo 
0* 
= 10%, sen 24 a, A/m 
p 
Calcule el flujo por polo que pasa por el entrehierro si la longitud axial del polo es de 20 


7.23. Considere la línea de transmisión de dos alambres cuya sección transversal se presenta € 
figura 7.33. Separados por una distancia de 10 cm, el radio de cada alambre es de 2 cm 


Figura 7.32. Polo de motor eléctrico par 
problema 7.22. 


Armadura 
10 cm 
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y Figura 7.33. Línea de dos hilos para el 
problema 7.23. 


7.24 


*7.25, 


7.26. 


->N 


po EE 


alambre centrado en (0, 0) porta una corriente de 5 A, en tanto que el otro, centrado en 
(10 cm, 0), porta la corriente de retorno. Halle H en 


a) (5 cm, 0) 
b) (10 cm, 5 cm) 


Determine el flujo magnético a través de una espira rectangular (a X b) debido a un conduc- 
tor de longitud infinita que porta corriente /, como se muestra en la figura 7.34. La espira y 
los conductores rectos están separados por una distancia d. 


Un anillo de cobre de sección transversal triangular circunda a un cable recto muy largo, co- 
mo se observa en la figura 7.35. Si el cable porta una corriente /, demuestre que el número 
total de líneas de flujo magnético en el anillo es de 


de: polh 
al 


[b - amt] 


b 
Calcule Y sia = 30 cm, b = 10 cm, h = 5 cm e I = 10 A. 


Considere los campos arbitrarios siguientes. Infiera cuáles de ellos pueden representar un 
campo electrostático o magnetostático en el vacío. 


a) A = y cos axa, + (y + ea, 
20 
b) B= ESE 


ô) C = r sen 0 a, 


Figura 7.34. Para el problema 7.24. 
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2 N 


Anillo de cobre 


Figura 7.32. Sección transversal de un anillo de cobre que encierra 
a un cable recto muy largo; para el problema 7.25. 


7.27. Repita el problema anterior con relación a los campos siguientes. 
| a) D= y za, + 2(x + 1)yza, ~ (x + D)%a, 
Jj 2 sen 
IN b) e= cosóa + $ 
) j] 


| 

o. c) F = 3 (2 cos 8 a, + senda) 
| 
| 


i | 7.28. En el caso de una distribución de corriente en el vacío, 
A = (2Yy + y2)a, + (xy? — xz?)a, — (6xyz — 2x?y?)a, Wb/m 


a) Calcule B. 
b) Halle el flujo magnético a través de la espira descrita por x = 1,0 < y,z < 2. 
c) Demuestre que V -A =0yV-B=0, 


7.29. El potencial magnético vectorial de una distribución de corriente en el vacío está dado p 
A = 15€”? sen ġ a, Wb/m 
| | Halle H en (3, 7/4, -10). Calcule el flujo a través de p = 5,0 = ġ = 7/2,0 £ z = 10. 


| 
1] 
$ 7.30. Un conductor de radio a porta una corriente uniforme con J = J_a.. Demuestre que el pol 
, Sap A, q 
| cial magnético vectorial respecto de p > a es 
| 
| 


1 
A= E Lol pa, 


f 7.31. Un conductor de longitud infinita de radio a se coloca de tal manera que su eje corre a lo 
| go del eje z. El potencial magnético vectorial debido a una corriente directa /, que fluye: 
largo de a, en el conductor está dado por 


A= 5 u(x? + y?) a, Wb/m 


4 


Halle la H correspondiente. Compruebe su resultado mediante la ley de Ampère. 


20 
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7.32. El potencial magnético vectorial de dos filamentos de corriente rectos infinitos paralelos en 
el vacío que portan igual corriente 7 en direcciones contrarias es 


donde d es la distancia de separación entre ellos (uno de los cuales se halla a lo largo del eje 
z). Determine la correspondiente densidad de flujo magnético B. 


7.33. Halle la densidad de corriente J para 
A= ei a, Wb/m 
p 


en el vacío. 


7.34. Compruebe que el potencial magnético escalar en (0, 0, z) debido a una espira circular de ra- 
dio a, como se muestra en la figura 7.8(a), es 


a 


*7.35. Una línea de transmisión coaxial se compone de tal manera que el radio del conductor inter- 
no es a y el conductor externo tiene radios 3a y 4a. Determine el potencial magnético vecto- 
rial dentro del conductor externo. Adopte A, = 0 respecto de p = 3a. 


7.36. El eje z porta una corriente filamentosa de 12 A a lo largo de a,. Calcule V,,, en (4, 309, —2) 
si V„ = 0 en (10, 60°, 7). 


7.37. El plano z = —2 porta una corriente de 50a, A/m. Si V,,, = 0 en el origen, halle V,„ en 


a) (=2,0,5) 
b) (10,3,1) 


7.38. Compruebe en coordenadas cilíndricas que 


a) VX(VV)=0 
b) V-(VXA)=0 


7.39. Si R =r — r' y R = |R|, demuestre que 


A A 
TOR I RÈ 


donde Y y V’ son los operadores con respecto a (x, y, z) y (x', y”, z), respectivamente. 
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8 Fuerza, materiales y dispositivos magnéticos 


Haz todo el bien posible, 
por todos los medios, 

de todas las formas, 

en todos los sitios, 

todas las veces, 

a todos los seres, 
siempre que puedas. 


JOHN WESLEY 


8.1. Introducción 


Habiendo considerado las leyes y técnicas básicas de uso más frecuente en el cálcul 
campo magnético B debido a elementos portadores de corriente, estamos preparado 
ra estudiar la fuerza que ejerce un campo magnético sobre partículas cargadas, ele 
tos de corriente y espiras. Tal estudio es importante para problemas relacionado 
dispositivos eléctricos como amperímetros, voltímetros, galvanómetros, ciclotrones 
mas, motores y generadores magnetohidrodinámicos. En este capítulo se dará la dé 
ción precisa de campo magnético, deliberadamente aplazada en el capítulo anterior 
considerarán los conceptos de momentos y dipolo magnéticos. 
Se examinarán asimismo los campos magnéticos en medios materiales, en op 
ción a los campos magnéticos en el vacío analizados en el capítulo anterior. Los re 
tados obtenidos en este último precisarán apenas unas cuantas modificaciones 
dar cuenta de la presencia de materiales en un campo magnético. Finalmente, tam 
se explicará lo relativo a inductores, inductancias, energía magnética y circuitosT 
néticos. f 


8.2. Fuerzas debidas a campos magnéticos 


La fuerza debida a campos magnéticos puede experimentarse en al menos tres for 
a) en una partícula cargada en movimiento en un campo B, b) en un elemento de cort 
en un campo B externo y c) entre dos elementos de corriente. 
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A. Fuerza sobre una partícula cargada 


Como se explicó en el capítulo 4, la fuerza eléctrica F, sobre una carga eléctrica O esta- 
cionaria o en movimiento en un campo eléctrico está dada por la ley experimental de 
Coulomb y se relaciona con la intensidad de campo eléctrico E de la manera siguiente: 


F, = QE (8.1) 


Esto indica que si Q es positiva, F, y E tienen la misma dirección. 

Un campo magnético sólo puede ejercer fuerza sobre una carga en movimiento. Se 
ha comprobado que la fuerza magnética F,, experimentada por una carga Q en movi- 
miento con una velocidad u en un campo magnético B es 


F,, = Ou X B (8.2) 


Esto señala claramente que F,, es perpendicular tanto a u como a B. 

A partir de las ecuaciones (8.1) y (8.2) es posible comparar la fuerza eléctrica F, y la 
fuerza magnética F,„. F, es independiente de la velocidad de la carga y puede realizar traba- 
jo sobre esta última y alterar su energía cinética. En cambio, F,, depende de la velocidad 
de la carga y es normal a ella. Además, no puede realizar trabajo sobre la carga, puesto 
que se encuentra en ángulos rectos con relación a la dirección de movimiento de la carga 
(F,,, * dl = 0), ni causar un incremento en la energía cinética de ésta. La magnitud de F, 
es generalmente reducida en comparación con la de F,, salvo a altas velocidades. 

En el caso de una carga Q en movimiento en presencia de campos tanto eléctrico co- 
mo magnético, la fuerza total sobre la carga está dada por 


F=F,+F, 


Ésta es la ecuación de la fuerza de Lorentz. En ella se relaciona la fuerza mecánica 
con la fuerza eléctrica. Si la masa de la partícula cargada en movimiento en los campos E 
y B es m, por efecto de la segunda ley del movimiento de Newton 


F=m2=Q(E+uXB) (8.4) 


La solución de esta ecuación es importante para determinar el movimiento de partículas 
cargadas en los campos E y B. Téngase presente que, en tales campos, la transferencia de 
energía sólo puede ocurrir por medio del campo eléctrico. En la tabla 8.1 se ofrece un re- 
sumen de la fuerza ejercida sobre una partícula cargada. 

Dado el estrecho paralelismo entre la ecuación (8.2) y la ecuación (8.1), la cual defi- 
ne al campo eléctrico, algunos autores y profesores prefieren iniciar sus disertaciones so- 
bre la magnetostática con la ecuación (8.2), tal como las referentes a la electrostática 
suelen comenzar con la ley de la fuerza de Coulomb. 


1 Así llamada en honor a Hendrik Lorentz (1853-1928), el primero en aplicar esta ecuación al mo- 
vimiento en el campo eléctrico. 
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i Tabla 8.1. Fuerza sobre una partícula cargada. 
| | Estado de la partícula Campo E Campo B Campos E y B combinados 
| Estacionario QE — QE 
H1 Móvil QE Qu X B Q(E + u X B) 


| 
j ! B. Fuerza sobre un elemento de corriente 


Para determinar la fuerza sobre un elemento de corriente 7 dl de un conductor po tac 
de corriente debida al campo magnético B, la ecuación (8.2) se modifica con base ey 
hecho de que en una corriente de convección [véase la ecuación (5.7); 


J= pu (8 
De acuerdo con la ecuación (7.5), asimismo, la relación entre los elementos de corrier 
está dada por: 3 


1d =KdS =J dv 
La combinación de las ecuaciones (8.5) y (8.6) da como resultado 
Id = pyudv=dQu 


dQ 


Alternativamente, / dl = de 


ai= dQ” =dQu 


4 


Por tanto, 


f 


Esto indica que una carga elemental dQ que se mueve a una velocidad u (producier 
así el elemento de corriente de convección dQ u) es equivalente a un elemento de 
rriente de conducción / dl. En consecuencia, la fuerza sobre un elemento de corrien 
I dl en un campo magnético B se halla a partir de la ecuación (8.2) mediante el mé 
reemplazo de Qu por / dl; es decir, 


dF = Idx B f 


Si la corriente / fluye a través de una trayectoria cerrada L o circuito, la fuerza sobre 
circuito está dada por 


Al usar la ecuación (8.8) u (8.9), téngase en cuenta que el campo magnético produc 
por el elemento de corriente [dl no ejerce fuerza sobre el propio elemento, de la mis 
manera en que una carga puntual no ejerce fuerza sobre sí. El campo B que eje 
fuerza sobre / dl se debe a otro elemento. En otras palabras, en la ecuación (8.8) u ( 
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el campo B es externo al elemento de corriente / dl. Si, además, en vez del elemento de 
corriente de línea / dl se tienen elementos de corriente superficial K dS o de corriente 
volumétrica J dv, la aplicación de la ecuación (8.6) convierte a la ecuación (8.8) en 


dF=KdSXB o dF=JdvXxB (8.8a) 


y la ecuación (8.9) en 
F= | ds x<B (o) F= [34xB (8.9a) 
S v 


Con fundamento en la ecuación (8.8), 


-El campo magnético B és la fuerza por unidad de elemento de corriente. 

LS diria arras derramar alo ubica dr salir rss aria al aa 

B también podría definirse, a partir de la ecuación (8.2), como el vector que satisface 
F,,/q = u X B, así como el campo eléctrico E es la fuerza por unidad de carga, F,/q. 
Estas dos definiciones muestran que B describe las propiedades de fuerza de un campo 
magnético. 


C. Fuerza entre dos elementos de corriente 


Consideremos ahora la fuerza entre dos elementos /, dl, e £, dl, De acuerdo con la ley de 
Biot-Savart, ambos elementos de corriente producen campos magnéticos. Así, es posible 
hallar la fuerza d(dF,) sobre el elemento /, dl, debida al campo dB, producido por el ele- 
mento J, dl,, como se indica en la figura 8.1. Con base en la ecuación (8.8), 


| d(dF,) = 1, dl, X dB, (8.10) 


Pero según la ley de Biot-Savart, 


i x 
i Holz dl, X az i 
A . dB, = == 8.11 
o , 4r Rå Sa 
nte En consecuencia, 
pol, dl, X (Z dl, X ag, ) 

d(dF;) = ——————— —= 8.12 
eS Figura 8.1. Fuerza entre dos espiras de corriente. 
3.9) 
ido 
TC 
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¡AO DS! 
_ Ejemplo 8.1. 
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Esta ecuación es en esencia la ley de la fuerza entre dos elementos de corrien os 
a la de Coulomb, la que asu vez expresa la fuerza entre dos cargas estacionarias. 
tir de la ecuación (8.12), la fuerza total F, sobre la espira de corriente 1 debida a ya 
ra de corriente 2 de la figura 8.1 es A 


whiz $ $ dl, X (dl, X az,,) 
Lı ~ Lla 


F, = 
A 4r Ri 


Aunque esta ecuación parece complicada, recuérdese que se basa en la ecuación (f 
La realmente importante es la ecuación (8.9) u (8.10). 

La fuerza F, sobre la espira 2 debida al campo magnético B, de la espira 1 se ot 
de la ecuación (8.13) mediante el intercambio de los subíndices 1 y 2. Es posible de 
trar que E, = —F;; así, F, y F, cumplen la tercera ley de Newton, según la cual la 
y la reacción son iguales y opuestas. Vale mencionar que la ecuación (8.13) fue estab 
da experimentalmente por Oersted y Ampère, en tanto que Biot- y Savart (coleg 
Ampère) se redujeron a fundar en ella la ley que lleva su nombre. 


Una partícula cargada de 2 kg de masa y carga de 3 C se pone en movimiento en € 
to (1,-2, 0) a una velocidad de 4a, + 3a, m/s en un campo eléctrico 12a, + 10a, Vip 
el instante t = 1 s, determine 

a) La aceleración de la partícula. 
b) Su velocidad. 

c) Su energía cinética. 

d) Su posición. 


Solución: 


a) Éste es un problema de valor inicial, pues en él se cuenta con los valores iniciale 
acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, 


F = ma = QE 


donde a es la aceleración de la partícula. Por tanto, 


E 
ge LE 3 > (12a, + 10a,) = 18a, + 15a, m/s? 
m 
du d 
A ia q uy, u;) = 18a; + 15a, 


b) De la igualación de las componentes resulta 


du, 
— = 18>u, = 181 + A 
dt 


ey 15 151 + B 
dt = r Ug = E 
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du, 
> 0>u =C (8.1.3) 


donde A, B y C son constantes de integración. Pero en t = 0, u = 4a, + 3a,. Así, 
u(t=0)=4>4=0+A4 o A=4 
u(t=0)=0>0=0+B o B=0 
u(t=0)=3>3=C 
La sustitución de los valores de A, B y C en las ecuaciones (8.1.1) a (8.1.3) resulta en 
u(t) = (u, u,, u,) = (181 + 4, 15t, 3) 
En consecuencia, 


u(t = 1 s) = 22a, + 15a; + 3a, m/s 


c) Energía cinética (EC) = 5mlul? = To +15 + 3?) 
= 718 J 
d d 
= — = — = ps 
d) u a r (x, y, z) = (181 + 4, 15t, 3) 


La igualación de las componentes produce 


dx 


== 18t + 4 x= 9 + 4t +A, (8.1.4) 
dy 3 

“r5 u1 > y =75P+B, (8.1.5) 
d 

n =u, =3 >z=3t +C, (8.1.6) 


En t = 0, (x, y, z) = (1, 2, 0); por tanto, 
x(t=0)=1 >21 =0+4, o 4=1 
zt =0 = 0 >»0, =0+C, io C,=0 
Al sustituir los valores de A,, B, y C, en las ecuaciones (8.1.4) a (8.1.6) se obtiene 
(x; y, z) = (98 + 4t + 1,7.58 — 2, 31) (8.1.7) 


Así, en t = 1, (x, y, z) = (14, 5.5, 3). 
Mediante la eliminación de 1 en la ecuación (8.1.7), el movimiento de la partícula puede 
describirse en términos de x, y y 2. 
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Ejemplo 8.2 
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Ejercicio 8.1 


e 


Una partícula cargada de 1 kg de masa y carga de 2 C se pone en movimi. ie 
origen a una velocidad inicial de cero en una región en la que E = 3a, V 
a) La fuerza sobre la partícula. = 

b) El tiempo que ésta tarda en llegar al punto P(0, 0, 12 m). 
c) Su velocidad y aceleración en P A 
d) Su energía cinética en P i 


(hiz nimal MA peroo ebria 


| Respuestas: a) 6n, N, b)2s, c) 12a, m/s, 6a, m/s? y dd) 723. 


f, 


Una partícula cargada de 2 kg de masa y 1 C se pone en movimiento en el origen 
velocidad de 3a, m/s y viaja en una región de campo magnético uniforme B = 10a, WE 
En 1 = 4 s, determine 

a) La velocidad y aceleración de la partícula. 
b) La fuerza magnética sobre ella. 

c) Su energía cinética (EC) y ubicación. 

d) Su trayectoria eliminando 1. 

e) Demuestre finalmente que su energía cinética se mantiene constante. 


Solución: 
a) F = ma = Qu X B 
a= ÉS = 2 x B 
t m 
Por tanto, 
d 1 i ir E 
q e + ua, + u,a) e 2 A Mc S(u,a, T 
0n 01, 10 
Al igualar las componentes se obtiene 
du 
>. = NA, 
du 
ae AP 
FP Su, 
du, 
dE. =0> U, = C 
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En las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.2) es posible eliminar u, o u, obteniendo las segundas de- 
rivadas de una ecuación y usando la otra. Así 


Pu du 
E E 
de 5 di 254, 
o 
Pu, 
de + 25u, = 0 
la cual es una ecuación diferencial lineal con solución (véase el caso C del ejemplo 6.5) 
u, = C; cos 5t + C sen St (8.2.4) 
Con base en las ecuaciones (8.2.1) y (8.2.4), 
diy 
Su; = rán —5C; sen 5t + 5C, cos St (8.2.5) 
o 


u, = —C; sen 5t + C¿cos St 


Se determinan ahora las constantes C,, C, y C, aplicando las condiciones iniciales. En 
t = 0,u = 3a,. En consecuencia, 


u,=0>0=C,'1+C,:0>C,=0 
ú, = 333 = =C¡:0+C,:1>C,=3 


u,=0>0=C, 

La sustitución de los valores de C,, C, y C, en las ecuaciones (8.2.3) a (8.2.5) produce 
u= (u, Uy, u,) = (3 sen 5t, 3 cos St, 0) (8.2.6) 

Por tanto, 

u(t = 4) = (3 sen 20, 3 cos 20, 0) 

= 2.739a, + 1.224a, m/s 
a= A = (15 cos 5t, —15 sen St, 0) 
y èy 
a(t = 4) = 6.101a, —:13.703a, m/s? 

b) F = ma = 12.2a, — 27.4a; N 
o 


F = Qu X B = (1)(2.739a, + 1.224a,) X 10a, 
= 12.2a, —-27.4a, N 
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c) EC = 1/2m jul? = 1/2(2) (2.73% + 1.224?) = 9] 


u E 3 sen St ->x = — cos St + b 


d 3 
Uy == 3008 St >y = ¿sen St + b, 


dz 
¿HS Aa 0>2 = b, 
donde b,, b, y b, son constantes de integración. En t = 0, (x, y, z) = (0, 0, 0), de mane 


x(t = 0) =0>0=-3"1+by>b,=06 


y(t = 0) = 0>0= 20 + b>b,=0 

z(t=0) =0>0= b, 
Al sustituir los valores de b,, b, y b, en las ecuaciones (8.2.7) a (8.2.9) se obtiene 

(x, y, z) = (0.6 — 0.6 cos 5t, 0.6 sen 5t, 0) 
Ent=4s, | 
(x, y, z) = (0.3552, 0.5478, 0) 
d) A partir de la ecuación (8.2.10), se elimina 1 al observar que 
(x — 0.6)? + y? = (0.6)? (cos? 5t + sen? 51), z=0 


(x — 0.6)? + y? = (0.6%, - z=0 


lo que equivale a un círculo en el plano z = 0, centrado en (0.6, 0, 0) y con un radic 
0.6 m. Así, la partícula gira en una órbita alrededor de una línea del campo magnético 


e) AER = 5 m [u => (2) (9 cos? 51 + 9sen? sr) = 93 


lo que confirma que la energía cinética es igual en 1 = 0 y t = 4 s. Esto indica que el cam 
magnético uniforme no tiene ningún efecto sobre la energía cinética de la partícula. 

Cabe hacer notar que la velocidad angular w = QB/m y el radio de la órbita r = 4 
donde u, es la velocidad inicial. Una interesante aplicación de la idea expuesta en € 
ejemplo es un método usual para enfocar un haz de electrones. Este método consiste 
orientar un campo magnético uniforme en dirección paralela al haz deseado, como 
muestra en la figura 8.2. Cada uno de los electrones que emergen del disparador de el 
trones sigue una trayectoria helicoidal y, por efecto de su eje, se impacta junto con 
demás en el mismo punto focal. Si en ese punto se encontrara la pantalla de un tub o 
rayos catódicos, en ella sólo aparecería una señal. 
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Figura 8.2. Enfoque magnético de un 
haz de electrones: (a) trayectorias 
helicoidales de los electrones, 

(b) vista final de las trayectorias. 


(a) (b) 


nu seins 201991 j AS Ei i ii | 


Una partícula cargada se mueve a una velocidad uniforme de 4a, m/s en una región en 
la que E = 20 a, V/m y B = B,a, Wb/m?. Determine B, de manera saue la velocidad de la 
partícula sea constante. ; 


Ragmi . 93N ' Castia ; 

Solución: ; ; 

Si la partícula se mueve a una velocidad constante, esto implica que su aceleración es de 
cero. En otras palabras, la partícula no experimenta ninguna fuerza neta. Por tanto, 


0=F= ma= Q (E + ux B) 
0 =Q (20a, + 4a, X B,a,) 


¡1183 fi OBT HIQ 13 
o 
thry i $ 21001 91 oinom 


-20a, = —4B,a, suzoumod 


Así, B, = 5. 
Este ejemplo ilustra el importante principio que se aplica en un filtro de velocidad 
como el que aparece en la figura 8.3. En esta aplicación, E, B y u son mutuamente 
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bertura 


Partículas Partículas con 
cargadas velocidad constante 
y 


Ta F„ = Qu X B 


signo de la carga. Cuando la magnitud de los dos vectores es igual, 


QuB = QE 


SE 
B 


Ésta es la velocidad requerida (crítica) para equilibrar las dos partes de la fue 
Lorentz. A esta velocidad, las partículas no son desviadas por los campos, sino § “fil 


Fiorcicia 8 E AE JUANA 
Ejercicio 8.3 à l ` a 

Campos uniformes E y B se orientan en ángulos rectos entre sí. Un electrón se 
ve a una velocidad de 8 X 106 m/s € en ángulos rectos respecto. as Gii ( 


pasa pon ellos sin desviarse. » y 
A x, Up 


a) Sila dd db Bes w 0.5 Vo halle el valor de E. 


Nao 


Ap - atj E e in 9 JJl BI IG $ 


erty iA EVIER al BQ i däisq 25110 13 0792 


. 
Una espira rectangular portadora de corriente J, se coloca en paralelo a un alambre 
mentoso de longitud infinita portador de corriente /,, como se indica en la figura b. 


Demuestre que la fuerza que experimenta la espira está dada por 


Ejemplo 8.4 
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Figura 8.4. Para el ejemplo 8.4: 
(a) espira rectangular dentro del 
campo producido por un alambre 
de longitud infinita; (b) fuerzas que 
actúan sobre la espira y el alambre. 


(b) 


Solución: 


Sea la fuerza sobre la espira 
Fe = F, + F, + Es + F, = I $ dh, x B, 
donde F,, F,, F, y F, son las fuerzas ejercidas sobre los lados de la espira marcados en la 


figura 8.4(b) con los números 1, 2, 3 y 4, respectivamente. En virtud de la longitud infinita 
del alambre, 


De ahí que, 
TH A $ 
E, =h ax B,=1| da Hna 
27 Po 
2=0 
Ñ _ _Polihb 


FFA a, (de atracción) 

F, es una fuerza de atracción porque se dirige al alambre; esto es, Fj corre a lo largo de 

n —a, en vista de que el lado 1 de la espira y el alambre portan corrientes de igual direc- 
ción. En forma similar, 


Hol 1 


, 0 
B= fa IA | a o AANS 


z=b 
W Holilab 


AN a, (de repulsión) 
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Po pol; a 
F=, | dp a, x ——— 
p=py+a 27p 


_ Boll la Po +A 
27 Po 


a, (paralela) 


La fuerza total F, sobre la espira es la suma de F,, F,, F, y F4; esto es, t- 


Holi lab l 1 1 | i 
F, = a i 
s 2r  LPo Pa t-å (=a) 


la cual es una fuerza de atracción que intenta tirar de la espira hacia el alambre. Po 
to de la tercera ley de Newton, la fuerza F, sobre el alambre es —F; véase la figura$ 
j 


NES ES u 
AA E | y 
A E E AE 


E ra USO A A EE 


8.3. Torque y momento magnético 


Tras haber considerado la fuerza sobre una espira de corriente en un campo m ag 
podemos determinar el torque sobre ella. El concepto de una espira de corriente q 
perimenta un torque en un campo magnético es de primera importancia para com 
der el comportamiento de partículas cargadas orbitantes, motores de corriente di 
generadores. Si la espira se coloca en paralelo a un campo magnético, experimenta 
fuerza que tenderá a hacerla girar. 


y sus unidades son newton-metros (N + m). 

Apliquemos esta noción a una espira rectangular de longitud € y ancho w situ 
un campo magnético uniforme B, como se muestra en la figura 8.5(a). En esta ig 
advierte que dl es paralelo a B a lo largo de los lados 12 y 34 de la espira y que sobr 
lados no se ejerce fuerza alguna. Así, 


A 
~ 


3 1 : 
r=1[ axB+r| axe 
2 4 


€ 0 
ad deax Ba | dza, X B 
0 € 


http:/libreria-universitaria.blogspot.com 


8.3. TORQUE Y MOMENTO MAGNÉTICO M 317 


/— Eje de rotación 
(a) (b) 


Figura 8.5. Espira rectangular plana en un campo magnético uniforme. 


F=F,-F,=0 (8.15) 


donde |F,| = ZB€, ya que B es uniforme. De este modo, sobre la espira en su totalidad no 
se ejerce ninguna fuerza. Sin embargo, F, y —F, actúan en diferentes puntos de la espira, 
por lo cual generan un par de fuerzas. Si la normal al plano de la espira forma un ángulo 
&œ con: B, como se muestra en la sección transversal de la figura 8.5(b), el torque sobre la 
espira es 


|T| = |E,| w sen a 


T = Bltw sen a (8.16) 
Pero tw = S, el área de la espira. Así, 


T = BIS sen & (8.17) 


como el momento magnético dipolar (en A/m?) de la espira. En la ecuación (8.18), a, es 
un vector unitario normal al plano de la espira y su dirección se determina con la regla 
de la mano derecha: los dedos en la dirección de la corriente y el pulgar a lo UN de a,,. 


Definimos la cantidad 


El momento magnético dipolar es el producto de 0 corriente y el área de la espire i 
su dirección es normal a ésta, 


A pisi a ES ¿E 


Al introducir la ecuación (8.18) en la ecuación (8.17) se obtiene 
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Esta expresión es aplicable en general a la determinación del torque sobre una espira p] ol 
na de cualquier forma aun si se le ha obtenido usando una espira rectangular. La únic 
limitante es que el campo magnético debe ser uniforme. Cabe indicar que el torque sig K 
la dirección del eje de rotación (el eje z en el caso de-la figura 8.5a). Con ello se redug 
a a fin de que m y B estén en la misma dirección. En esta posición de equilibrio (igual di 
rección de m y B), la espira es perpendicular al campo magnético y el torque será de c ce 
ro, lo mismo que la suma de las fuerzas sobre la espira. 


8.4. Dipolo magnético 


A una barra imantada o a una pequeña espira filamentosa de corriente suele denominá 
seles dipolo magnético. La razón de ello y lo que se entiende por “pequeña” serán el 
dentes más adelante. Determinemos el campo magnético B en un punto de observaci 
P(r, 0, ġ) debido a una espira circular portadora de corriente 7, como se advierte er 
figura 8.6. El potencial magnético vectorial en P es ; 


| Hol [di p 
ra de (8.20 


Es posible demostrar que, en un campo lejano (r >> a, de modo que la espira parece p 
queña en el punto de observación), A sólo cuenta con la componente d y está dado po 


pol ra? sen 0 a, 
4rr? 


A= 


Figura 8.6. Campo magnético en P debido 
P(r, 0, $) una espira de corriente. 
y 


i 
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donde m = /7ra”a,, el momento magnético de la espira, y a, X a, = sen 0 a,- La densidad 
de flujo magnético B se determina a partir de B = V X A, de esta manera: 


B = q (2cos 0a, + sen 0 ap) 


En la tabla 8.2 se hace una ilustrativa comparación entre, por una parte, las ecuaciones 
(8.21) y (8.22) y, por la otra, las ecuaciones (4.80) y (4.82), las cuales contienen expresio- 
nes similares relativas al potencial eléctrico V y la intensidad de campo eléctrico E debidos 
a un dipolo eléctrico. En esta tabla se percibe la estrecha similitud entre B como campo 


(8.22) 


Tabla 8.2. Comparación entre monopolos y dipolos eléctricos y magnéticos. 


Eléctrico | Magnético 
o | 
ds ATE 
i g Qa, 3 “ 
E= PER, No existe 
; o 
Qm 


Monopolo, (carga puntual) Monopolo. (carga puntual) 


y 2080. a Ensen bas + 
210) (A gner : 4rr? 
E = 77,5 0cos0a, +sen0m) B = 7-3 (2 cos 0a, + senday) 


do å i 


ña Dipolo (pequeña espira de corriente 
Dipolo (dos cargas puntuales) o barra imantada) 
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Figura 8.7. Líneas de B debia 
dipolos magnéticos: (a) peg 
m espira de corriente con m =} 
(b) barra imantada con m = 


y 


(a) (b) 


lejano debido a una pequeña espira de corriente y E como campo lejano debido a un é 
lo eléctrico. Así, es razonable concebir a una pequeña espira de corriente como un di 
magnético. Las líneas de B debidas a un dipolo magnético son semejantes a las línea 
E debidas a un dipolo eléctrico, En la figura 8.7(a) se presentan las líneas de B alrede 
del dipolo magnético m = ZS. 

Una pequeña barra permanentemente imantada, como la que aparece en la fi 
8.7(b), también puede considerarse un dipolo magnético. Obsérvese que las líneas ( 
debidas a la barra son similares a las debidas a la pequeña espira de corriente de laf 
ra 8.7(a). 

Considérese la barra imantada de la figura 8.8. Si O,, es una carga magnética aj 
(intensidad de polo) y € la longitud de la barra, ésta posee un momento dipolar į 
(Conviene destacar que Q, sí existe, aunque en necesaria asociación con — Q, véa 
tabla 8.2.) Cuando la barra se encuentra en un campo magnético uniforme B, experin 
un torque y 


T=mxXB=Q0Q0,„€XxB (8 
donde f apunta en dirección sur a norte. El torque tiende a alinear la barra con el 
po magnético externo. La fuerza que actúa sobre la carga magnética está dada por 

F = 0, B (E 
Puesto que tanto la pequeña espira de corriente como la barra imantada producen dip 


magnéticos, son equivalentes si producen el mismo torque en un campo B dado; es d 
cuando 


T = 0, (B = ISB 
Por tanto, 
OQ, = IS 
lo que indica que deben tener el mismo momento dipolar. 


A N Figura 8.8. Barra imantada en un campo magnético ex 
m 
F 
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Determine el momento magnético del circuito eléctrico formado por la espira triangular 
de la figura 8.9. 
Solución: 


Con base en el problema 1.18(c), la ecuación de un plano está dada por Ax + By + Cz + 
D = 0, donde D = —(4? + B? + C?). Puesto que los puntos (2, 0, 0), (0,2, 0) y (0, 0, 2) se 
sitúan en el plano, deben satisfacer la ecuación del plano, con lo cual será posible deter- 
minar las constantes A, B, C y D. De esto resulta x + y + z = 2 como el plano en el que 
se ubica la espira. Así, puede usarse 


m = ISa, 


donde 


S = área de la espira = 5 X base X altura = 5 (2V2X2V2) sen 60° 
= 4 sen 60" j 
Si la superficie del plano se define por medio de una función, 


f(x,y,z) =x+y+z-2=0, 


Se elige el signo más en vista de la dirección de la corriente en la espira (aplicando la regla 
de la mano derecha, la dirección de m es la que se indica en la figura 8.9). Por tanto, 


(a, + a, +a,) 


v3 


= 10(a, +a, +a,) A « m? 


m = 5 (4 sen 60°) 


Figura 8.9. Espira triangular para èl ejemplo 8.5. 
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OTIS OMY 1 TDS 103% ERIE S 


100 RBI mo! O9 J 
Ejercicio 8.5 EPAR 


Una bobina rectangular de 10 cm? de área y que porta una corriente e de ( 
ca en el plano 2x + 6y — 3z = 7, de manera que su moneat magnétic se 


“origen. Calcule su momento magnético, ers! 
107 43 4, YP grua z pS] no q 
—Respu uesta: q 429a, + 42860, — 21438) x 102A: me i 12 
[a BOL i TECHO 


' S 
E Una pequeña espira de corriente L, con momento magnético 5a, Alim? se locali 
Ejemplo 8.6 peq P 1 qa z lo 


Determine el torque sobre L,. 
Solución: 
El torque T, sobre la espira L, se debe al campo B, producido por la espira L.. 


T, = m, X B, 


Puesto que m, respecto de la espira L, se halla a lo largo de a,, B, se calcula me dian 


ecuación (8.22): 


Homi 
Arrr? 


B, = (2 cos 0 a, + sen 0 ap) 


Para transformar m, de coordenadas cartesianas en esféricas, se recurre a la ecua 


(2.23): 
m, = 3a, = 3 (sen 6 sen 4 a, + cos 0 sen 4 a, + cos ġ aj) 
En (4,-3, 10), 
= 14 +(=3) + 10? = 5V5 
7 1 2 
tan 0 == = — = -> sen ĝ = —, cos 0 = —= 
10 2 v5 v5 
Ee a Mia. E 
Ur e 4 > sen $ = z> cos => 
Por consiguiente, 
„ix XS a +a) 
4n 625 V5 AV5"  vVS5 


"a 


10 $ 
= 5 Ce + %) 


idi Ea E ea 


origen, mientras que otra, L,, con momento magnético 3a, A /m? se localiza en (4,- > 


IN 
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1018) 
-625 (5V5) 


= 4.293 X 10-7"! (—6a, + 38.788, + 24a,) 
= —0.258a, + 1.665a, + 1.03a, nN; m 


(-3a, — 68, + 4V5aj) xX (4a, + as) 


Ejercicio 8.6 


- Sila bobina del ejercicio 8.5 está pta, iy un ps uniforme de 0.62, + 0.4a, 
+0.SaWb/m, m ornan ROJ ED0799) 30119 


£ iañ ins syrenki 


- a) Halle el torque sobre la bobina. 
- b) Demuestre que el torque sobre la bobina alcanza su máximo valor si la bobina 
se sitúa en el plano 2x — 8y + 4, = V84 84.. Calcule el valor del os máximo. 
Respuestas: a) 0.03a, — 0.02a, — 0.02a,N -m y b)0.04387N <m. 


ege 


8.5. Magnetización en materiales 


Seguiremos aquí un esquema semejante al de la polarización de materiales en un campo 
eléctrico. Nuestro modelo atómico será el de un electrón en órbita alrededor de un nú- 
cleo positivo. 

Sabemos que cualquier material se compone de átomos. Cada átomo consta a su vez 
de electrones que describen órbitas alrededor de un núcleo positivo central, al mismo 
tiempo que rotan (o giran) en torno a su propio eje. Al girar, así, alrededor del núcleo 
—como se ilustra en la figura 8.10(a)— y de su propio eje —como en la figura 8.10(b)—, 
los electrones producen un campo magnético interno. Estos dos movimientos de los elec- 
trones producen campos magnéticos internos B; similares al producido por la espira de 
corriente que aparece en la figura 8.11. La espira de corriente equivalente tiene un mo- 
mento magnético de m = /,Sa,, donde $ es el área de la espira e 7, la corriente latente 
(latente con relación al átomo). 

De no aplicarse al material 


cero, a causa de la orientación aleatoria, como se observa en la figura 8.12(a). En cambio, 
E 


Figura 8.10. (a) Electrón en órbita alrededor 
del núcleo; (b) giro de un electrón. 


[i 
Electrón 
(=$ Electrón 
1 


(b) 
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Figura 8.11. Espira circular de corriente equivalente al me 
del electrón de la figura 8.10. à 


cuando se aplica un campo B externo, los momentos de los electrones se aline an er 


o menor medida con B, de modo que el momento magnético neto no es de 
ilustra en la figura 8.12(b). 


Si hay N átomos en un volumen dado Av y el átomo de orden k posee un moment 
nético m,, ear ; 


100 


Se dice que un medio está magnetizado cuando en cualquiera de sus puntos M noe 
a cero. En el caso de un volumen diferencial dv”, el momento magnético es dm = 
Con base en la ecuación (8.21b), el potencial magnético vectorial debido a dm es 


(j UM Xap A WMX R 


Figura 8.12. Momento magnét 
dipolar en un volumen Av: (a): 
de aplicar B; (b) después de apli 


B=0,M=0 


(a) 
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Por tanto, 
A =— | M x V—dv' (8.28) 


Del empleo de la ecuación (7.48) resulta 


1 1 M 
M X Viz=VXxM-Vrx— 
RER R 


Al sustituir esta expresión en la ecuación (8.28) se obtiene 


Moi. 5 M Ho M 
= — ooo n AA y’ xXx — , 
J R dv o | R 


La aplicación de la identidad vectorial 


| 


v 


V.X EFdv' = -$ F X dS 
pr 


a la segunda integral produce 


Mo Y XM.., ha 4 M Xa, o, 
= — + — — 

8 a S T Ta erea 
= Es a al K,dS' (8.23) 
miili R Am Jy R 


De la comparación de:la ecuación (8.29) con las ecuaciones (7.42) y (7.43) (tras eliminar 
los signos de prima) se desprende que 


030 


(831) 
donde J, es la densidad de corrien ımétrica latente o densidad de corriente volumé: 
acon | drad a densida 


trica de magnetización (en amperes por metro cuadrado); K,, e corriente su- 
peta an atente (en amperes por metro), y. a, un vector unitario normal a la superficie. La 
ecuación (8.29) indica que el potencial de un cuerpo magnético se debe a una densidad de 
corriente volumétrica J, en todo el cuerpo y a una densidad de corriente superficial K, 
en la superficie del cuerpo. El vector M es análogo a la polarización P en dieléctricos y 
por ello también recibe el nombre de densidad de polarización magnética del medio. En 
otro sentido, M es análogo a H, pues comparten las.mismas unidades, A. este respecto, así 
como J = Y X H, J, = V XM: De igual modo, J, y K,, son a un cuerpo magnetizado lo que 
Pov Y Pps a UN Cuerpo polarizado. Tal como salta a la vista en las ecuaciones (8.29) a (8.31), 
J, y K, pueden deducirse de M, motivo por el cual no se les emplea con frecuencia. 
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En el vacío, M = 0, de lo que se obtiene 


VxH=J, o0 yx (2) =x 


o 


donde J,es la densidad de corriente volumétrica libre. En un medio material, M 
mo resultado de lo cual B cambia; así, Í 


B 
m aa 


o 


=VWXH+VXxM 


B = (H +M 


La relación expresada en la ecuación (8.33) es válida para todos los materiales, sé 
neales o no. Los conceptos de linealidad, isotropía y homogeneidad que se pre 


en la sección 5.7 con referencia a los medios dieléctricos también son aplicables a 
dios magnéticos. En los materiales lineales, M (en A/m) depende linealmente de 


modo que 
4 


donde y, es una cantidad adimensional (la razón de M a H) llamada susceptibilidad 
néticã aT medio. En mayor o menor medida, ésta es un valor del grado de su: cepi 
dad (o sensibilidad) del material a un campo magnético. La sustitución de la ecu 
(8.34) en la ecuación (8.33) produce $ 


B =p + yx, )H= uH 


E 


donde 


má 


La cantidad y = uu, se llama permeabilidad del material y se mide en henrys/me ro 
henry es la unidad i inductancia y se definirá más adelante. La cantidad adimen SiC 


es la razón de la permeabilidad de un material dado a la del vacío y se llama perm 
Pad zelaiiya del material. 


Téngase presente que las relaciones expresadas en las ecuaciones (8.34) a (8.37) $ 
rigen sobre materiales lineales e isotrópicos. Si son anisotrópicos (como los cristales) 
ecuación (8.33) se mantiene, pero las ecuaciones (8.34) a (8.37) pierden validez. En € 
caso, y tiene nueve términos (a la. manera de e en la ecuación 5.37) y, por tanto, los € 
pos B, H y M dejan de ser paralelos. 
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g6. Clasificación de los materiales magnéticos 


an La susceptibilidad magnética x,, o la permeabilidad relativa 4, permiten clasificar a los 
materiales de acuerdo con sus propiedades o comportamiento magnéticos. Un material 
es no magnético si x,, = 0 (o y, = 1); de lo contrario, es magnético. El vacío, el aire y los 


materiales con y,, = 0 (o 1, = 1) son no magnéticos. 


Los materiales magnéticos se agrupan en tres grandes clases: diamagnéticos, para- 
magnéticos y ferromagnéticos. Esta clasificación general se describe en la figura 8.13. Un 
materiales diamagnético si i. gnético si p, $ 1 (es decir, si su x, negativa es muy reducida), paramag- 
nético si u, = 1 (su x,, positiva es muy reducida) y ferromagnético si 1, >> 1 (su xp posi- 
tiva es muy alta). En la tabla B.3 del apéndice B se presentan los valores de y, de algunos 
materiales. De ella se desprende que, para efectos prácticos, en los materiales diamagnéticos 
y paramagnéticos u, = 1, de modo que se les puede considerar lineales y no magnéticos. Los 
materiales ferromagnéticos siempreson no lineales y magnéticos, excepto cuando su tem- 
peratura excede de la temperatura curie (la cual se explicará más adelante). La razón de 
esto se volverá evidente si examinamos más de cerca estos tres tipos de materiales mag- 
néticos. 


El diamagnetismo ocurre en los materiales cuyos campos magnéticos debidos a los 
movimientos electrónicos de orbitación y rotación se anulan totalmente entre sí. En con- 
secuencia, el momento magnético permanente (o intrínseco) de cada átomo es de cero, 
de manera que un campo magnético ejerce débil influencia sobre el material de que se 


a trate. En la mayoría de los materiales diamagnéticos (bismuto, plomo, cobre, silicio, dia- 


mante y cloruro de sodio, por ejemplo), x, es del orden de -107*. A temperaturas cerca- 
nas al cero absoluto, en ciertos tipos de materiales —llamados superconductores— 


el “diamagnetismo perfecto”: x,, = -1 0 1, = 0 y B = 0. Así, los superconductores no pue- 
den contener campos magnéticos.? Con excepción de los superconductores, los materia- 
les diamagnéticos tienen escaso uso práctico. Aunque en algunos el efecto diamagnético 
3.35 > es eclipsado por otros efectos mayores, todos ellos exhiben diamagnetismo. 

Los materiales cuyos átomos presentan un momento magnético permanente no equi- 
valente a cero pueden ser paramagnéticos o ferromagnéticos. El paramagnetismo ocurre, 


Materiales magnéticos 


Lineales No lineales 


3. T 
0,8 Diamagnéticos Paramagnéticos Ferromagnéticos 
ona Xm<0,1, 5 10 Xm>0, 1,51 Xm> 0,1,>1 

Sl Figura 8.13. Clasificación de los materiales magnéticos. 
s), l Ei emmm: 
este 2 Un excelente tratamiento de los superconductores se enguentra en M. A, Plonus, Applied Electro- 
cam: magnetics, McGraw-Hill, Nueva York, 1978, pp. 375-388. Asimismo, la edición de agosto de 1989 de 


Proceedings of IEEE se dedicó a la superconductividad. 
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en los materiales cuyos campos magnéticos producidos por la orbitación o rotaci4 
A diferencia del diamagnetismo, el paramą 
mo depende de la temperatura. En la mayor parte de los materiales paramagnéticoy; 
aire, platino, tungsteno y potasio), Xm es el orden de +1073 a +10"? y depende de 
peratura. Tales materiales hallan aplicación en maseres. J 
El ferromagnetismo ocurre en los materiales cuyos átomos poseen un momente 
nético permanente relativamente alto. Se llaman ferromagnéticos porque el hie E 
más conocido de ellos, aunque en este grupo también se cuentan el cobalto, el ní 
sus aleaciones, todos ellos muy útiles en la práctica. Los materiales ferromagnético 
seen las propiedades siguientes ] 
1. Pueden ser magnetizados en muy alto grado por un campo magnético. 
2. Preservan un considerable nivel de magnetización cuando se les aparta dele 
magnético. | 
3. Pierden sus propiedades y se convierten en materiales paramagnéticos lir 
cuando la temperatura aumenta por encima de la temperatura curie. Así 
imán permanente se calienta más allá de su temperatura curie (de 770°C 
hierro), pierde por completo su magnetización. E 


4. Son ño lineales; es decir, en ellos no rige la relación constitutiva B = uE 


que en su caso 4, depende de B y no puede representarse con un solo valor 


De este modo lös valores de 4, de matériales ferromagnéticos referidos en la tabl 
son merameñte simbólicos. La p, del níquel, por ejemplo, varía de 50 a 600 en alg 
condiciones... 8 
A semejanza de los conductores, como se mencionó en la sección 5.9, 
ferromagnéticos como el hierro y elacero se usan para proteger delicados dis 


eléctricos contra perturbaciones de campos magnéticos intensos. En la figura 8 
se ilustra Ta protección de una brújula con hierro, uno de los blindajes o empantallam 
tos más comiines en los que se emplea este material. Sin tal protección, la brújuli 
porcionaría una lectura incorrecta por efecto del campo magnético externo, com 
observa en la figura 8.14(b). Un blindaje perfecto implicaría un material de permé 


lidad infinita. 
Aunque B = u,¿(H + M) impera sobre todos los materiales, en los ferromagh 


cos la relación entre B y H depende de la magnetización previa, o “historia magnét 


Blindaje de hierro 


(a) (b) 


Figura 8.14. Blindaje o apantallamiento magnético: (a) protección de una brú- 
jula con un blindaje de hierro; (b) lectura incorrecta de la brújula en ausencia del 


blindaje. 


Y 


(8 
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del material. En estas condiciones, la relación entre B y H dista de ser lineal (caso en 
el que B-= uH) y sólo es posible representarla con una curva de magnetización, o cur- 
va B-H. 

En la figura 8.15 aparece una curva B-H común. Adviértase, ante todo, la relación no 
lineal entre B y H. En cualquier punto de la curva, además, uu está dada por la razón B/H 
y no por dB/dH, la pendiente de la curva. 

Suponiendo un estado preliminar no magnetizado del material ferromagnético asocia- 
do con la curva B-H de la figura 8.15, el desplazamiento de H (a causa de un incremen- 
to de corriente) de O a la aplicación de la intensidad máxima de campo H máx produce la 
curva OP. Esta curva se llama curva virgen o curva inicial de magnetización. Si H decre- 
ciera tras alcanzar la saturación en P, B no seguiría la curva inicial, sino que se rezagaría 
de H. Este fenómeno del rezago de B respecto de H se conoce como histéresis (término de 
raíz griega que significa “retraso”). 

Si H disminuye a cero, B no se reducirá a cero sino a B,, la densidad de flujo perma- 
nente. El valor de B, depende de H máx la intensidad de campo máxima aplicada. B, es la 
causa de que existan imanes permanentes. Si H aumenta en sentido negativo (por inver- 
tir la dirección de la corriente), B adoptará el valor de cero cuando H adopte el de H., la 
intensidad coercitiva de campo. De los materiales con H, reducida se dice que son mag- 
néticamente resistentes. También el valor de H, depende de H máx 

Un aumento adicional de H ensentido negativo hasta llegar a Q y la posterior inversión 
de su dirección hasta arribar a P produce una curva cerrada llamada espira de histéresis. 
La forma de esta espira varía de un material a otro. La de algunos ferritos, por ejemplo, es 
casi rectangular, de modo que se les utiliza como dispositivos magnéticos de almacenamien- 
to de información de computadoras digitales. El área de la espira de histéresis determina la 


pérdida de energía (pérdida por histéresis) por unidad de volumen durante un ciclo de 


magnetización periódica de los materiales ferromagnéticos. Tal pérdida ocurre en forma 
de calor. Así, es deseable que los materiales de generadores, motores y transformadores 
eléctricos registren una espira de histéresis espigada y esbelta, a fin de asegurar pérdidas 
mínimas de energía. 


D 
B = 
pam 


METS T E Á ) a 


Curva 
inicial de | 
magnetización 


E H 
Os Espira de histéresis 


Figura 8.15. Curva de magnetización (B-H) común. 
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Ejemplo 8.7 


8.7. Condiciones en la frontera en magnetismo 
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La región 0 = z = 2 m está ocupada por una lámina infinita de material perp 
(u, = 2.5). Si B = 10ya, — Sxa, mWb/m? dentro de la lámina, determine: a) J, 5 
d) K,enz =0. 


Solución: 
a) Por definición, 


B h 1 ðB, 2) 
M E DAE AEE JA 2 A ER Mc 
x Bol, 4m X 10725) ( pj- 


6 
T4 e -5 —.10)10~7?a; = —4.775a, kA/m? 


b) J, = x,3 = (1, — DJ = 1.5(-4.775a,) + 10 
= —7.163a, kA/m? 


B — 1.5(10ya; — 5xa,) > 1053 
Holtr Eaa R AS) 


= 4.775ya, — 2.387xa, kA/m | 
d) K, = M X a,. Puesto que z = 0 es el lado inferior de la lámina que ocupa 0 <; 
a, = —a,. Por tanto, i 


c) M EX Xm 


= (4.775ya, — 2.387xa,) X (-a,) 
= 2387xa, + 4.775ya, kA/m 
Ejercicio 8.7 
En cierta región (u = 4.64,), | rnés 


| B = 10e%a, mWb/m? 
Halle: a) X, b) H, c) M. : a 


Respuestas: a) 3.6, b) 1730e=%2, A/m; c) 6228e Ya, A/m. 


Las condiciones en la frontera en magnetismo son las condiciones que el campo H 
debe satisfacer en la frontera entre dos medios diferentes. Las deducciones que se f 
aquí se asemejan a las de la sección 5.9. Usaremos la ley de Gauss para campos mi 


ticos 
$ B:d4S=0 


(0 0 
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y la ley de los circuitos de Ampère 
$ H-dl=/ (8.39) 


Considérese la frontera entre los medios magnéticos 1 y 2, caracterizados respectiva- 
mente por 1, y 4, que aparecen en la figura 8.16. Tras aplicar la ecuación (8.38) al cilin- 
dro (superficie gaussiana) de la figura 8.16(a) y conceder que Ah > 0 se obtiene 


Así, 


44H,, = aH, (8.41) 


puesto qué B = uH. La ecuación (8.41) indica que la componente normal de B es conti- 
nua y la cómponente normal de Hes discontinua en la frontera; H sufre cierto cambio en 
la interfaz. 

De igual manera, al aplicar la ecuación (8.39) a la trayectoria cerrada abcda de la fi- 
gura 8.16(b), donde se supone que la corriente superficial K en la frontera es normal a 
esa trayectoria, se obtiene 


K- Aw = H,,: Aw + Hi + Ha 
Ah A/ E 
Has bw =< Hg E Mi Hu (8.42) 
Conforme Ah > 0, la ecuación (8.42) conduce a 
(8.43) 


E (1) Ha 


12513 hoy Als 00054 
Ñ FOLEI 


Figura 8.16. Condiciones en la frontera entre dos medios magnéticos: (a) con relación 
a B; (b) con relación a H. a 
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Esto indica que la componente tangencial de H también es discontinua. La 


(8.43) puede expresarse en términos de B, de esta forma A 
e 
Hı m 


En la generalidad de los casos, la ecuación (8.43) se convierte en 
(H, — H)) X a„2 = K 
donde a, es un vector unitario normal a la interfaz y se dirige del medio 1 al 2, Si 


tera está libre de corriente o los medios no son conductores (puesto que K es la d 
de corriente libre), K = 0 y la ecuación (8.43) e aa en 


la frontera. ¿ 
Si estos campos forman un ángulo 0 con la normal a la interfaz, la ecuación 
resulta en 


B, cos 0, = B,, = Ban = B, cos 0, 
en tanto que la ecuación (8.46) produce 

Bı B, 

— sen 0, = Hy = Hy = — sen 0 

hi 1 l 21 > 2 


La división de la ecuación (8.48) entre la ecuación (8.47) da como resultado 


nético en una frontera sin corriente superficial. 


WEAS Puesto que H, = —2a, + 6a, + 4a, A/m en la región y — x — 2 < 0, donde py 
- Ejemplo 8.8 calcule 5 : 7 i 6 BA E 


a) M, y B, 
b) H, y B, en la región y — x — 2 = 0, donde m, = 24, 


Solución: 
En virtud de que y — x — 2 = O es un plano, y -x 520 y S x + 2 es la región 1 
gura 8.17. Esto puede confirmarse con un punto en tal región. Por ejemplo, el origtl 
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Figura 8.17. Para el ejemplo 8.8. 


se sitúa en ella, ya que 0- 0 + 2 < Ü. Si concedemos que la superficie del plano está descri- 
ta por f(x, y) = y -x — 2, un vector unitario normal al plano está dado por 


qa Vf a, — a, 
VAL. Ya 
nyem M, = Xx: H, = (un — 1) H, = (5 - (22,6, 4) 


—8a, + 24a, + 16a, A/m 


B, = uH; = o, H, = 477 X 10 7(5)(-2, 6, 4) 
-12.57a, + 37.7a, + 25.13a, 4Wb/m? 


(alt, »] (=1,1, 0) ) 


b) H,, = (H, l a,)a, [a 6, 4) i V2 V2 


= —4a, + da, 
Pero 
H, = H,, + H,, 
Por tanto, 


H, = H; - H,, = (—2, 6, 4) — (—4, 4,0) 
= 2a, + 2a, + 4a, 


Al aplicar las condiciones en la frontera se obtiene 


H, = H,, = 2a, + 2a, + 4a, 
B,, = B,, > H, = 44H, 


H, = — H,, = > sa, + 4a,) = —10a, + 10a, 
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Ejemplo 8.9 
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Así, 
H, = H}, + H, = —8a, + 12a, + 4a, A/m 
y 
B, = mH, = uupH, = (47 X 1077)(2)(—8, 12, 4) 
= —20.11a, + 30.16a, + 10.05a, „Wb/m? 
ANT i 
“Ejercicio 8.8 a A J. E 
La región 1, descrita por 3x + 4y = 10, es sao CAE que la región 2 


por 3x + 4y = 10, es un material magnético para el cual y = 1041. Su 
la frontera entre el material y el vacío está libre de corriente, halle B, 

q PANELT AA ARTOS 14:09 30-10 BD SEBAS TT EUTIZ Dé 
+ 0.4a, + 0.2a, Wb/m?. | o 


H 
1 ODED $329 ONBIG-IS Isiniot 055 11110197 11,81% +4 AA 1003 


Respuesta: —1.052a, + 1.264a, + 2a, Wb/m?. 
El plano xy funge como interfaz entre dos medios diferentes. El medio 1 (z < 0) 3 tá 
porta corriente (1/4) a, mA/m y B, = 5a, + 8a, mWb/m?, halle H, y B}. 


Solución: 


En el ejemplo anterior, como K = 0 procedía emplear la ecuación (8.46). E 
ejemplo, en cambio, K + 0, así que debe recurrirse a la ecuación (8.45) además ( 
(8.41). Considérese que en la figura 8.18 se ilustra este problema. Sea B, = (B,,B 
en mWb/m?. 


B,, = B,, = 82, >B, = 8 


Pero 


B - (Sa, + 8a,) mA/m 


4mo 


Figura 8.18. Para el ejemplo 8.9. 3 
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B 
H, = ED = Fu (B,a, + B,a, + B.a,) mA/m (8.8.3) 


Habiendo hallado las componentes normales, las componentes tangenciales pueden de- 
terminarse mediante 


E (H, — HL) X a = K 


H; X a„2 = H, X 2,17 + K (8.8.4) 


Al sustituir las ecuaciones (8.8.2) y (8.8.3) en la ecuación (8.8.4) se obtiene 


1 1 
+ Bya, + B,a,) X a, = P + 8a,) X a, + Pa 


o 


La igualación de las componentes produce 
AN " É 
B,=0, an rral o B.=77 15 (8.8.5) 


Con pos en las ecuaciones (8.8.1) y (8.8. 5), 


B, = 1.58, i+ 8a, WNE 


B 
H === L (025a, + 1.33a,) mA/m 
Hı Ho 


H, = z (1.25a, + 2a,) mA/m 
o 


Nótese que H,, es (1/1,) mA/m menor que H,,, a causa de la lámina de corriente, y tam- 
bién que B,, = Bay: 


Ejercicio 8.9 


Un vector unitario normal de la región 2 (u = 2p,) a la región 1 (u = p,) es ay2 = 
(6a, +2a, = 3a,)/7. o +a, + 12a, A ci H,a, — Sa, + 4a, A/m, 

determine 

a) H, s i . 

b) La densidad de corriente superficial K en la interfaz 

c) Los ángulos que B, y B, forman con la normal a la interfaz. 


Hr 
Ho $- A 


Respuestas: a) 5.833, b) 4.862, — 8.64a, + 3.95a, Alm ` y c) 16: 7,7762. 
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8.8. Inductores e inductancias 


Un circuito (o trayectoria conductora cerrada) portador de corriente / produce yr 
magnético B, el cual genera un flujo Y = f B - dS que pasa por cada vuelta del 
como se muestra en la figura 8.19. Si el circuito posee N vueltas idénticas, defir 
eslabonamiento de flujo A como E 


Estalbonamiente 

de flujo 
Asimismo, si el medio que circunda al circuito es lineal, el eslabonamiento de fi 
proporcional a la corriente Z que lo produce; es decir, 


A=.NY 


Aoi 
A=LI Medio lineal 


donde L es una constante de proporcionalidad llamada inductancia del circuito 
ductancia L es una propiedad de la disposición física del circuito. Un circuito Of 
un circuito con inductancia se denomina_inductor, A partir de las ecuaciones (f 
(8.51), la inductancia L de un inductor puede definirse como la razón del eslabo ON; 
to de flujo magnético A a la corriente / a través del inductor; esto es, 


» 


pa Aa E, w feere] Indvetanaa 


La unidad de inductancia es el henry (H), equivalente a webers/ampere. Puesto q 
una unidad muy grande, la inductancia suele expresarse en milihenrys (mH). 

La inductancia definida por la ecuación (8.52) se llama_qutoinductancia, ya que 
propio inductor el que produce los eslabonamientos. En forma similar a la capacitar 
inductancia puede considerarse una medida de la cantidad de energía magnética al 
nada en un inductor. En la teoría de circuitos, la energía magnética (en joules) alm 
en un inductor se expresa como 


i Energia Magne - 
Wn =3LP kea almacenada | 
en un induetor 


Figura 8.19. Campo magnético B producido por un ci 
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(8.54) 


Así, la autoinductancia de un circuito puede definirse o calcularse con base en conside- 
raciones de energía. 

Si en lugar de uno se tienen dos circuitos portadores de corriente /, e £,, como se ilus- 
tra en la figura 8.20, entre ellos se da una interacción magnética. Se producen así cuatro 
flujos componentes: YW,,, Yiz, Y, y Y, El flujo Yz, por ejemplo, es el flujo que pasa por 
el circuito 1 debido a la corriente J, en el circuito 2..Si B, es el campo debido a 1, y S, en el 
área del circuito 1, entonces 


Y, =x l B, "dS (8.55) 
S 


La inductancia mutua M, es la razón del eslabonamiento de flujo A,, = N, Y;, en el 
circuito 1 a la corriente J; es decir, 


(8.56) 


De igual modo, la inductancia mutua M, se define como los eslabonamientos de flujo del 
circuito 2 por unidad de corriente /,; es decir, 
? D 
Ma = 2 - Ma ms y 8.57 
a des lineal (8.574) 


Con sustento en conceptos de energía es posible demostrar que si el medio que rodea los 
circuitos es lineal (esto es, en ausencia de material ferromagnético), 


Medid 


lineal 


La inductancia mutua M,, o M,, se expresa en henrys y no debe confundirse con el vector 
de magnetización M, el cual se expresa en amperes/metro. 


Mp = Ma (8.57b) 


Figura 8.20. Interacción magnética entre dos 
circuitos. 


Circuito 1 Circuito 2 
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La autoinductancia de los circuitos 1 y 2 se define respectivamente como 


¿A MA 6 

; I L; i 

y o 
a. to 
2 2 


dofi 
- donde Y, = Y + Y,, y Y, = Y, + Y, La energía total en el campo magnétic 


suma de las energías debidas a L4, L, y My (o Mn); es decir, 


W, =W, +W, + Wp + 3,10 
1 cil contrario 
=710+71ht Mall ui 

o 


Se adopta el signo positivo si las corrientes 7, y Z, fluyen de manera que los campo 
néticos de los dos circuitos se refuerzan entre sí. Si las corrientes fluyen de mane 
los campos magnéticos se oponen, se adopta el signo negativo. f 

Como ya se mencionó, un inductor es un conductor dispuesto en forma ad 
para almacenar energía magnética. Toroides, solenoides, líneas de transmisión co 
y Ticas de transmisión de alambres paralelos son ejemplos comunes de ind cto 
inductancia puede determinarse con un procedimiento similar al que se emplea re 
de la capacitancia de un capacitor (o condensador). La autoinductancia L de mir 
dado se halla siguiendo estos pasos: 


1. Se elige el sistema de coordenadas conveniente. aig 
2. Se presupone que el inductor porta corriente /. ica 
3. Se determina B con base en la ley de Biot-Savart (o de Ampère si hay sime 
se calcula Ya partir de Y = f B - dS. J 
NY 


Me AS 


4. Por último, se halla L a partir de L = 


=|> 


La inductancia mutua entre dos circuitos se calcula mediante un procedimiento si 

En un inductor como una línea de transmisión coaxial o de alambres parale 
inductancia producida por el flujo interno del conductor se llama inductancia interi 
mientras que la producida por el flujo externo se llama inductancia externa Lx La 
tancia total L es | 


L= L Loxa 
Así como en el caso de los capacitores se demostró que 


RC = 
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es posible demostrar que 


En consecuencia, L.,, puede calcularse con la ecuación (8.62) si se conoce C. 

En la tabla 8.3 se presenta un conjunto de fórmulas para calcular la inductancia de 
algunos elementos fundamentales de circuitos. Todas ellas pueden deducirse siguiendo 
los pasos descritos anteriormente.’ 


3.9. Energía magnética 
Tras haber deducido la energía potencial en un campo electrostático como 
1 1 2 
We RG D:Edv=> eE” dv (4.96) 


sería deseable deducir una expresión similar para la energía en un campo magnetostáti- 
co. Un método simple para ello consiste en recurrir a la energía magnética en el campo 
de un inductor. De acuerdo con la ecuación (8.53), 


W, = LP (8.53) 


La energía se almacena en el campo magnético B del inductor. Ahora sería deseable 
expresar la ecuación (8.53) en términos de B o H. 

Considérese el volumen diferencial en un campo magnético que se presenta en la 
figura 8.21. Concedamos que las superficies superior e inferior de tal volumen están recu- 
biertas con láminas conductoras con corriente AZ. 


z Figura 8.21. Volumen diferencial en 
un campo magnético. 


elos, 
"na L 
indu Láminas B 
conductoras 
y 
' 
xX 
(6.35 3 Fórmulas adicionales pueden hallarse en manuales eléctricos estándar o en H. Knoepfel, Pulsed 


High Magnetic Fields, North-Holland, Amsterdam, 1970, pp. 312-324. 
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Supongamos asimismo que toda la región está ocupada por tales volúmenes diferen- 
ciales. A partir de la ecuación (8.52), cada volumen posee una inductancia 


_ AY _ pH AxAz 
T T EET (8.63) 


donde A7 = H Ay. La sustitución de la ecuación (8.63) en la ecuación (8.53) produce 


AW,, = IAL AZS inuk Ax Ay Az (8.64) 


La densidad de energía magnetostática w,, (en J/m?) se define como 


= a AW 1 
Wm = Av>0 Av E 2 (sd 
De ahí que, 
La E T E 
tn = UE? = B H= (8.65) 


Así, la energía en un campo magnetostático en un medio lineal es 
O A E o A NE R 


Wm = fwar 


Wn =3[B-Hav=} | ur av (8.66) 


expresión similar a la ecuación (4.95), referente a un campo electrostático. 


nÒ 


Calcule la autoinductancia por unidad de longitud de un solenoide de longitud infinita. 


Solución: 


Como se recordará, en el ejemplo 7.4 se estableció que en el caso de un solenoide de lon- 
gitud infinita, el flujo magnético dentro del solenoide por unidad de longitud es 


B = 4H = pln 
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donde n = N/£ = número de vueltas por unidad de longitud. Si S es el área de 1; 
transversal del solenoide, el flujo total a través de la sección transversales 


Y = BS = pInS 


Puesto que este flujo corresponde sólo a una unidad de longitud del solene 
eslabonamiento por unidad de longitud es 


A = Ž= nY = urIS 


y, en consecuencia, la inductancia por unidad de longitud es 


A e A 
Ll => T un*S 


ES] m 


Ejercicio 840. E 


hierro E = 1000) y 4000 vueltas/metro. Si porta una corriente de 500 mA,e P 
tre 5 ; 


$ S 
«A E A 


=M 
a) Su autoinductancia por metro% 
b) La energía por: metro almacenada en su SAPR, 


Re 2) 8. g H/m y E) 1 .005 Jm. 


Solución: 
La autoinductancia del inductor puede hallarse de dos maneras: siguiendo los 
pasos descritos en la sección 8.8 o mediante las ecuaciones (8.54) y (8.66). 


Método 1. Considérese la sección transversal del cable que aparece en la figura 8.22.1 


ulp 
B= 
y : 2ra R 
y respecto de la región 2 (a < p = b) 
I 
B, = at a, 


http:/libreria-universitaria.blogspot.com 


8.9. ENERGÍA MAGNÉTICA W 343 


O Eje z 


(a) 


Figura 8.22. Sección transversal del cable coaxial del ejemplo 8.11: 
(a) respecto de la región 1,0 < p < a; (b) respecto de la región 2, a < p < b. 


Determinemos primero la inductancia interna L;„ considerando los eslabonamientos de 
flujo debidos al conductor interno. A partir de la figura 8.22(a), el flujo que sale de un 
cascarón diferencial de grosor dp es 


ulp 
2ra? 


El eslabonamiento de flujo es dY, multiplicado por la razón que hay entre el área den- 
tro de la trayectoria en la que el flujo está encerrado y el área total; es decir, 


dY, = Bi dp dz = dp dz 


Lone mp 
—= = dY, . —— 
I ! me 
ya que / está uniformemente distribuida en la sección transversal para efectos de 
excitación de corriente directa. Así, los eslabonamientos de flujo totales dentro del ele- 


mento de flujo diferencial son 


dà; = dv, : 


En cuanto a la longitud £ del cable, 


d = la ulọ dpdz _ pit 
D rd: AN 87 
A pl 
Lin = += 8.11.1 
«== (8.11.1) 
La inductancia interna por unidad de longitud, dada por 
Lin lad 
n= >= 8.11.2 
Li 4 8r H/m ( ) 


es independiente del radio del conductor o alambre. De este modo, las ecuaciones 
(8.11.1) y (8.11.2) también son aplicables a la determinación de la inductancia de un con- 
ductor recto de longitud infinita y radio finito. 
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Determinemos ahora la inductancia externa L.y» considerando los eslabonz mi 
de flujo entre el conductor interno y el externo, como se señala en la figura 8.23 (b 
cuanto a un cascarón diferencial de grosor dp, 


pI 
= B; dp dz = — d 
dW, = B, dp dz 2p p dz 


En este caso, la corriente total 7 está encerrada por la trayectoria que encierra al 


Por tanto, 
b (e uldod Il. b 
paa gnp Tp T 
sA eab 
ole JT E > a 
Así, 


PLE E, at] 
€ 27 |4 a H/m 


Método 2. L puede determinarse más fácilmente mediante las ecuaciones (8,5 


(8.66); esto es, 
Wa => LP o pist m, 
I 
donde 
1 2 
Wm -3 fe H dv = [Zw 
En consecuencia, 
2 ( Bi 1 pe 
Lala o dd de 


E 
Loa = T | Zp dv = Pa 4 aan do dz 


dp _ Ho, b 
af P ETP 
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e 
L =La t La = EEE + m2] 


como se obtuvo anteriormente. 


A O O EA 
Ejercicio! 8.11. zkh, | a: SA E 3 1x5 j 


Calcule la autoinductan ctancia del cable coaxial descrito en el ejemplo 8.11 si el con- 
ductor o es de aheja de o con y = 2u (1 + p). 


E SA ze ON 

de esta; — In= ASAE oii 
Resp e (1 +a) 
Poan no2 tdiikit 20b 20550 012504 | 


Determine la inductancia por unidad de longitud de una línea de transmisión de dos 
alambres con una distancia de separación d. Cada alambre posee un radio a, como se 
mostró en la figura 6.37. 


Solución: 
Sigamos los dos métodos utilizados en el ejemplo anterior. 


Método 1.  Determinemos L,, tal como lo hicimos en el ejemplo anterior. Así, respecto 
de la peson 0=p<= ne obtenemos 


pIe 


T == 


8T 


como en el ejemplo anterior. Respecto de la región as=sp=d-a, los eslabonamientos 
de flujo entre los alambres son 


"E PL ao dz 2 da 


Az ps Y, ES / 
p=a 
| Los eslabonamientos de flujo. producidos por el alambre 1 son 
pIe y HE d=a 
+ ld = — += 
ARAG 87 aR a a 


Por simetría, la corriente —1 en el alambre 2 produce igual cantidad de flujo. De ahí que 
el total de eslabonamientos sea 


z=0 2Tp 271 a 


=+] 
4 n 


Si d >> a, la autoinductancia por unidad de longitud es 


Ie = 
AAA all dna 


fetr 
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Método 2. Con base en el ejemplo anterior, 


pe 
La = ga 
Ahora 
Li Brdy. i T 
Lama 2p mal lar pe dodo de 
A H ip > poe 
== | dz do == 
amd nisalp 
_pk d-a 
=M a 


Puesto que los dos alambres son simétricos, 
b=:2 (Lin + Lex) 


como se obtuvo anteriormente. 


GBólóm sob: 20i 2omasai2 1 


31165 Ol Fry PY INDEX 


Ejercicio 8.12 
195108 0lammajs ls 19 ¿orina ob JH 20m4 HT abolaMi i 5 

Dos alambres de cobre del KO 10 (con diámetr ro s 2 .588 mm) se coloc can € 

paralelo en el aire con una distancia de separación « . Si la inductancia de cada u 


de ellos es de 1.2 wElbm;calcule 
a) Lia y Lexi POr metro de cada alambre. | 
-b) La distancia de separación d. giog aonolas olginajs 19 19 01:09 | 
: noz esidmsls zol stos ojat sb i 


Respuestas: a) 0.05, 1.15 yH/m y b) 40.79 cm. 
Ñ PLA vii | t ; 


Dos alambres circulares coaxiales de radios a y b (b > a) están separados por una distar 
h (hœ a, b); como se muestra en la figura 8.23. Halle la inductancia mutua entre ellos 


Solución: : 
Concedamos que la corriente /, fluye en el alambre 1. En un punto arbitrario P el 
alambre 2, el potencial magnético vectorial debido al alambre 1 está dado por la € 
(8.21a): i 


ul asen 0. sl ula bas 


M= a E 


Si h > b, 
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Figura 8.23. Dos alambres circulares coaxiales; para el 
ejemplo 8.13. 


Por tanto, 
ul, ab uri ab 
Y= $ Adh = 4h 2 b= 27 
y 
i Y, urab? 
“i r ado 
Ejercicio 8.13 S 


Halle la inductancia mutua de dos espiras circulares concéntricas coplanares de 
f radios 2 m y 3 m. 
WHN PAS US VSV TUONA 


Bolas E Respuesta: 2.632 4H. ~ E Ri 


EL NNE. f AMS 
o > E2 sory EKUTE cz SALVIA Y 


e la heibortisatión dinos Arm io! í í 


(00.2) 
18.10. Circuitos magnéticos i 

pi j 

Oliv El concepto de circuitos magnéticos se 'basa en la resolución de ciertos problemas de 
En: campo magnético mediante el método de circuitos. Los dispositivos magnéticos como 
toroides, transformadores, motores, generadores y relevadores pueden considerarse 
circuitos magnéticos. Su análisis se simplifica si se explota una analogía entre circuitos 
magnéticos y eléctricos. Una vez hecho esto, es posible aplicar directamente conceptos de 
circuitos eléctricos a la resolución de circuitos magnéticos análogos. 

La analogía entre circuitos magnéticos y eléctricos se resume en la tabla 8.4 y se 
describe gráficamente en la figura 8.24, las que conviene examinar detenidamente. Para 
comenzar, en la tabla aparecen dos términos nuevos. La fuerza magnetomotriz (fm) F (en 
ampere-vueltas) se define como 


(8.67) 
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Tabla 8.4. Analogía entre circuitos eléctricos y magnéticos. 


y Eléctrico Magnético 

Conductividad o Permeabilidad yu 
Intensidad de campo E Intensidad de campo H 
Corriente / = f J + dS Flujo magnético Y = f B + dS 
Densidad de corriente J = i = E Densidad de flujo B = X = pH 

[i Fuerza electromotriz (fe) V Fuerza magnetomotriz (fm) F 
Resistencia R Reluctancia R 

E e HL ¿ SSE 

Conductancia G = R Permeancia Y = A 


V € F € 
Ley de Ohm RET S Ley de Ohm a 
o V = El =IR o F = HE = YR = NI 
Leyes de Kirchhoff Leyes de Kirchhoff 
5J=0 2Y=0 
23V-RI=0 =F-SIRY=0 


El origen de la fuerza magnetomotriz en circuitos magnéticos suele ser una bobina pi 
tadora de corriente como la que aparece en la figura 8.24. Por su parte, la reluctancis 
(en ampere-vueltas/weber) se define como 


donde £ y S son la longitud media y el área de la sección transversal del núcleo magnét 
respectivamente. El recíproco de la reluctancia es la permeancia P. La relación Dá 
para elementos de circuitos es la ley de Ohm (V = IR): 


Con base en esto es posible aplicar las leyes de la corriente y el voltaje de Kirchhof 
nodos y espiras de un circuito magnético dado, tal como se hace respecto de un ircu 
eléctrico. También las reglas de la adición de voltajes y para la combinación de resistenci 


he 


Figura 8.24. Analogía entre (a) 
circuito eléctrico y (b) un circWl 
magnético. 


X Ea N Y 
pe mu R AN 


y (a) (b) 
Í 


A) 


JA 
20: 


p>): 
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en serie y en paralelo son aplicables a la fuerza magnetomotriz y la reluctancia. Así, en el 
caso de n elementos en serie de un circuito magnético, 


Y =D=Y%,=-»»**=Y, (8.70) 
y 
F= FFERR HFF, (8.71) 
En el de n elementos en paralelo de un circuito magnético, 
P=Y + DADA + Y, (8.72) 
y 
F,=%,=%,=--»-=% (8.73) 


Señalemos algunas diferencias entre circuitos eléctricos y magnéticos. En contraste 
con la corriente 7 en un circuito eléctrico, el flujo magnético no fluye. Asimismo, en un 
circuito eléctrico la conductividad ø es independiente de la densidad de corriente J, 
mientras que en un circuito magnético la permeabilidad x varía con la densidad de flujo 
B. Ésta es la causa de que en la mayor parte de los dispositivos magnéticos de uso práctico 
se empleen materiales ferromagnéticos (no lineales). Pese a estas diferencias, el concep- 
to de circuito magnético sirve como un análisis aproximado de dispositivos magnéticos. 


18.11. Fuerza sobre materiales magnéticos 


Es de interés práctico determinar la fuerza que un campo magnético ejerce sobre una 
pieza de material magnético situada en ese campo. Esto es útil en sistemas electromecáni- 
cos como electroimanes, relevadores, máquinas giratorias y suspensión magnética. Con- 
sidérese, por ejemplo, un electroimán de hierro de permeabilidad relativa constante 
como el que se muestra en la figura 8.25. La bobina tiene N vueltas y porta una corrien- 
te I. Si se ignora el efecto de borde, el campo magnético en el entrehierro es el mismo que 
en el hierro (B,,, = B,,). Para hallar la fuerza entre las dos piezas de hierro, se calcula 
el cambio que resultaría en la energía total si ambas piezas del circuito magnético estu- 
vieran separadas por un desplazamiento diferencial dl. El trabajo requerido para efectuar 


Figura 8.25. Electroimán. 


di "1/2F 
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tal desplazamiento es igual al cambio en la energía almacenada en el entrehierro (i 
niendo una corriente constante); es decir, 


2 
E [Zsa 
2 Ho 
donde S es el área de la sección transversal del entrehierro, el factor 2 da cuenta de 


dos entrehierros y el signo negativo indica que la fuerza actúa para reducir el entrej 
rro (o que se trata de una fuerza de atracción). Así, 


Cabe señalar que en este caso se ejerce fuerza sobre la pieza inferior, no sobre la pig 
superior portadora de corriente que da origen al campo. La fuerza de tracción a tra 
de un entrehierro simple puede obtenerse de la ecuación (8.75), de esta manera: 


Adviértase la semejanza entre la ecuación (8.76) y la deducida en el ejemplo 5.8 par; 
caso electrostático. La ecuación (8.76) puede usarse para calcular la fuerza en mucho: 
pos de dispositivos, entre ellos relevadores, máquinas giratorias y suspensión magnét 
La presión de tracción (en N/m?) en una superficie magnetizada es 


2 p 
p -ESE BH 8 


equivalente a la densidad de energía w,, en el entrehierro. 


El núcleo toroidal que se presenta en la figura 8.26(a) tiene p, = 10 cm y sección trar 
versal circular con a = 1 cm. Si el núcleo es de acero (u = 1000 1,) y cuenta con unab 
bina con 200 vueltas, calcule el monto de corriente que un flujo de 0.5 mWb producirá 
el núcleo. w 


(b) 


Figura 8.26. (a) Núcleo toroidal para el ejemplo 8.14; (b) circuito eléctrico análogo. 
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Solución: > 


Este problema puede resolverse de dos formas: con el método de campo magnético (pro- 
cedimiento directo) o mediante analogía con un circuito eléctrico (procedimiento in- 
directo). : 


Método 1. Puesto que el valor de p, es elevado en comparación con el de a, a partir del 
ejemplo 7.6, E E A ; 


DAA IN T 
B ANE SANT 


E KE 2TPo 
Por tanto, 
mi y f 2 t 
10 vi ha PE Bs = HoM+NI ge. i 
z £ > ) 13% Y 2Tpo >" 
x 190297 
ya 2RpY_ _ ., 2(10 Xx 1072)(0.5 x 107?) 
O HoMNa? 4m Xx 10”7(1000)(200)(1 x 10 *) 
= 100 = 3.979 7A' 
8 


Método 2. El núcleo toroidal de la figura 8.26(a) es análogo al circuito eléctrico de la 
figura 8.26(b). Con base en el circuito y la tabla 8.4, 


€ = y ZT Po 


Vie ; eE A PS y 
o 
pe a 3.979 A 
Hok, Na? . 


como se obtuvo anteriormente. 


` 


En el circuito magnético que aparece en la figura 8.27, calcule la corriente que una 
densidad de flujo magnético de 1.5 Wb/m? en el entrehierro producirá en la bobina, su- 
poniendo que yu = SOM, y que todas las ramas comparten una misma área de sección 
transversal de 10 cm?. 
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Figura 8.27. Circuito 


Ll —— — rj — S = F 
A aa SS sha E : el ejemplo 8.15. =; | 


10 cm f 


sj 1041 


Solución: 
El circuito magnético de la figura 8.27 es análogo al circuito eléctrico de la fi 
En la figura 8.27, Ris Rz, Ry y R, son las reluctancias en las trayectorias 143, 123 
y 56 (entrehierro), respectivamente. Así, cra 


e 30 > 10 


Pr Mons S (47 x 107)1(50)(10 x 1074) 
pe E 
207r 
9 x 1072 _ Qo I0 
«Per (4m >< 107)(50)(10 < 1047 "207 015 
E e 1 x 1072 * 5 x 108” 
(4m x 1077)(1)(10 x 10%) 207” 
Al combinar R, y R- como resistores en paralelo, 
RaRa Ra LSD ig 
Ml A > 2 207” 


A 


La reluctancia total es 


7.4 x 108 


Ry = Ra + Ra + Ry ll Ra = mna 


EA (b) 
Figura 8.28. Circuito eléctrico sido al circuito citant de la 
figura 8.27. 
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La fuerza magnetomotriz es 


y P= NI = Ry | 
Pero Y, = Y= B,¿S. Por consiguiente 
a 3 


_BSRr _ 1.5 x 10 x 10-4 x 7.4 x 108 
—_ N 400x207 
= 44.16 A 


Un electroimán en forma de U como el que se muestra en la figura 8.29 está diseñado 
para levantar una masa de 400 kg (incluida la del contacto). La horquilla de hierro Ge, — 
3000) tiene una sección transversal de 40 cm?” y longitud media de 50 cm, y los entrehierros 
0.1 mm de largo cada uno. Ignore la reluctancia del contacto y calcule el número de vuel- 
tas en la bobina cuando la corriente de excitación es de 1 A. 


ti 


Solución: ; 
La fuerza de tracción en uno y otro de los dos entrehierros debe equilibrar el peso. Por 
tanto, 
B?S 
F=2 (BaS) =m A 
TS ~ - j ' 


Figura 8.29. Electroimán en forma de U; para el ejemplo 8.16. 


Horquilla ; i en 


Həmsi: 


Contacto 


i Peso 


354 m 
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o 
pa MEMo _ 400 x 9.8 x 411 x 10” 
g AX 40-x<-10—* 
B, = 1.11 Wb/m? 
Pero i 


F = NI = V(R, + R) 


er au «dp _ 6 10? 
WS är x107x40x 10* 48717 
ci ES 50 x 10-2 _ RL 
Tus. AAA 1077 A 3000 <,40 K 10 * 48ST 
RT pag >: 
Tam guk o e lc NE 
Puesto que : 
BA 
Sa => Ha G: q Ñ 
TEE DR LASA RI? 


6 Xx áar <x 107 x 1 


1. La ecuación de la fuerza de Lorentz 


pos electromagnéticos. Expresa la ley fundamental que relaciona al o ] 
con la mecánica. 


de corriente / dl en un campo magnético B es 


dF = Id x B 


Con fundamento en esta expresión, el campo magnético B se define como la 
por unidad de elemento de corriente. 


3. 
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El torque sobre una espira de corriente con momento magnético m en un campo mag- 
nético uniforme B es 


2: T= im KB = ISa, x B 
Un dipolo magnético es una barra imantada o una pequeña espira filamentosa de co- 


rriente; debe su nombre al hecho de que las líneas de su campo B son similares a las 
líneas del campo E de un dipolo eléctrico. 

Un material se magnetiza al ser sometido a un campo magnético. La magnetización M 
es el momento magnético dipolar por unidad de volumen del material. En el caso de 


materiales lineales, 
M = x,, MH 


donde x,, es la susceptibilidad magnética del material. 
De acuerdo con sus propiedades magnéticas, los materiales son lineales (diamagnéti- 
cos o paramagnéticos) o no lineales (ferromagnéticos). En cuanto a los materiales li- 
neales, 

B = 4H = ya H = ey + x.Y)HA = 10H + M) 


donde u = permeabilidad y u, = u/s = permeabilidad relativa del material. En 
cuanto a los materiales no lineales, B = u(H) H, lo cual significa que u no tiene un 
valor fijo; la relación entre B y H suele representarse mediante una curva de mag- 


netización. » 3 X 
Las condiciones en la frontera que Ħ o B deben satisfacer en la interfaz entre dos me- 


dios diferentes son 
B,, = B, 


Œ, — MH) x a, = K o H, = EL, si K = 0 


donde a„ı2 es un vector unitario dirigido del medio 1 al medio 2. 
La energía en un campo magnetostático está dada por 


We =} |e ma 


En el caso de un inductor portador de corriente / t ) 


de 
We at 


Así, la inductancia L puede hallarse mediante 


í Í B: Hdv 
L = 7 - 
La inductancia £ de un inductor también puede determinarse a partir de su definición 
básica: la razón del eslabonamiento de flujo magnético a la corriente a través del in- 
ductor; esto es, - a 

SoN Y 


a.” 
Ad y 
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10. 


11. 


Preguntas de repaso 


8.1. 


8.2. 


8.3. 
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Un circuito magnético puede analizarse de la misma manera que un circuito 
senemamente; wengane en cuenta la semejanza entre { 


Ug = ni- mansa y vV=TR 


es decir, g e 
F <> V, Pe LRR 


a eléctricos. he 
La presión magnética (o fuerza por unidad de área de una superficie) sobre ina 
de material magnético es i ] 
F 1 B? 

LA A A aje 


donde B es el campo magnético en la superficie del material: 


¿Cuáles de los enunciados siguientes acerca de la fuerza eléctrica F, y la fuerza magné 
sobre una partícula cargada no son ciertos? 


a) E y F, son paralelas entre sí, mientras que B y E,, son perpendiculares entre sí 
b) Tanto F, como F, dependen de la velocidad de e pan con cargada. 
cy Tanto F, como En pueden realizar trabajo. 


d) Tanto F, como F,, son producidas cuando una partícula cargada se mueve a una 
constante. 


e) La magnitud de F, suele ser reducida en comparación con la de F,. 


f) F, es una fuerza de aceleración, en tanto que F,, es exclusivamente una fuerz 
viación. 


Dos alambres paralelos angostos portan corrientes en la misma dirección. La fuerza 
mentada por uno debida al otro es 


a) Paralela a las líneas. 

b) Perpendicular a las líneas y de atracción. 

c) Perpendicular a las líneas y de repulsión. 

d) Cero. . 

La fuerza sobre la longitud diferencial dl en el punto P en la espira conductora 
aparece en la figura 8.30 es 

a) De dirección hacia fuera a lo largo de OP. 

b) De dirección hacia dentro a lo largo de OP 


8.4. 


8.5. 


8.6. 


8.7. 
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OB O Figūra 8.30. Para las preguntas de repaso 8.3 y 8.4. 


c) En la dirección del campo magnético. 
d) Tangencial a la espira en P. 


y 


La fuerza resultante sobre la espira circular de la figura 8.30 tiene una magnitud de 


a) 21 p,1B 
b) mTpilB 
c) 2p,1B 
d) Cero 


¿Cuál es la unidad de la carga magnética? ar 


a) Ampere-metro cuadrado. 
b) Coulomb. 

c) Ampere. 

d) Ampere-metro. 


¿Cuál de los materiales siguientes requiere el menor valor de intensidad de campo magnético 
para magnetizarse? 


o. 


a) Níquel. 

b) Plata. 

c) Tungsteno. 

d) Cloruro de sodio. 


Identifique el enunciado que no es cierto con relación a materiales ferromagnéticos. 


a) Su valor de y, es alto. 


:b) Tienen un valor fijo de ¿u,. 


c) La pérdida de energía es proporcional en ellos al área de la espira de histéresis. 
d) Pierden su propiedad de no linealidad por encima de la temperatura curie. 
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Problemas 


8.9. 


8.10. 


Respuestas: 8.1b, c,'8.2b, 8.3a, 8.4d, 8.5d, 8.6a, 8:7b, 8.8c, 8.9c, d; 8.10a. 


.8.1. 


v8.2. 


*8.3. 


8.4. 
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¿Cuál de las fórmulas siguientes es errónea? S E ¡tad : 
a) Bin = Ban 


c) H, = Hin + Hyu 
d) amı X (H, — HL) = K, donde a,» es un vector unitario normal a la interfaz yi 
la región 2 a la región 1. 


Cada uno de los pares siguientes se compone de un término de circuitos eléctricos y 
pondiente término de circuitos magnéticos. ¿Cuáles pares no son correspondientes? 


Targ 


a) VyF 

b) Gy P 

c) syp 

d) IR y HR = 
e) EI=0yE V=0 


netomotriz de 


a) 10 A-t 

b) 500 A-t 

c): 2 000 A-t 

d) Ninguna de las anteriores 


Un electrón con velocidad u = (3a, + 12a, — 4a,) X 105 m/s no experimenta nin 
za neta en cierto punto de un campo magnético B = 10a, + 20a, + 30a, mwb/m? 
en ese punto. 


Una partícula cargada de 1 kg de masa y carga de 2 C se pone en movimiento en el orig 
una velocidad de 10a, m/s en un campo magnético B = la, Wb/n”. Encuentre su ub 
y energía cinética en t = 2 s. 


Una partícula con 1 kg de masa y carga de 2 C se pone en moyimiento, a partir de un € 
de reposo, en el punto (2, 3, -4) en una región en la que E = —4a, V/m y B = Sa, W 
Calcule 


a) La ubicación de la partícula en 1 = t s. 
b) Su velocidad y energía cinética en esa ubicación. 


Una carga de -2 mC se pone en movimiento en el punto (0, 1, 2) a una velocidad d 
en un campo magnético B = 6a, Wb/m?. Determine la posición y velocidad de la 
10 s después suponiendo que la masa de la carga es de 1 gramo. Describa el movimi 

la carga. z i 
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y Figura 8.31. Para el problema 8.5. 
1 o o o 
dzi 
es ms © © 
tt dz B 
2 TI 
tt ~e © © 
] 
Haz de j Œ 
[j 


electrones o o o 


*8.5. Tras inyectar un haz de electrones en forma normal al contorno del plano de un campo uni- 
forme B,a,, es posible dispersarlos según su velocidad, como se observa en la figura 8.31. 


A a) Demuestre que los electrones serían expulsados del campo en trayectorias paralelas al 
haz de entrada, como se muestra en la figura. 


b). Deduzca una expresión para la distancia de salida d sobre el ponp de A 


8.6. Dado que B = 6xa, — 9ya, + 3za, Wb/m”, halle la fuerza total experimentada por la espira 
s rectangular (en el plano z = 0) que aparece en la figura 8.32. 


=- 8.7. Un elemento de corriente de 2 cm de longitud se localiza en el origen en el vacío y porta una 
corriente de 12 mA a lo largo de a,. Una corriente filamentosa de 15a, A se localiza a su vez 
alo largo de x = 3, y = 4. Halle la fuerza sobre el filamento de corriente. 


*8.8. Tres líneas infinitas Lı, L2 y L3 definidas por x = 0, y = O;x = 0, y = 4,y x = 3, y = 4, respec- 
tivamente, portan corrientes filamentosas de —100 A, 200 A y 300 A a lo largo de a,. Halle la 
fuerza por unidad de longitud sobre 


a) L, debida a L. 
b) E, debida a Z3. 
c) L, debida a L,- 


d) L, debida a L, y Lz. Indique en cada caso si se trata de una fuerza de repusa o 
atracción. 


y Figura 8.32. Para el problema 8.6. 


SA 
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Figura 8:33. Para el problema 8.9. 


ə 8.9. Un conductor de 2 m de largo que porta 3 A se coloca en paralelo al eje z a una dis: A 
o ob pg = 10 cm, como se muestra en la figura 8.33. Si el campo en'la región es (9/3) a 
¿cuánto trabajo se requiere para que el conductor dé una vuelta alrededor del eje 


*8.10. Una espira conductora triangular portadora de una corriente de 2 A se sitúa cerca d 
ductor recto de longitud infinita con una corriente de 5 A, como se ilustra en la fig 
Calcule a) la fuerza sobre el lado 1 de la espira triangular y b) la fuerza total sobre la 


*8.11. Una línea de transmisión trifásica se compone de tres conductores sostenidos en los pu 
A, B y C para formar un triángulo equilátero como el que aparece en la figura 8.35. 
instante, tanto el conductor A como el conductor B portan una corriente de 75 A, mie 
que el conductor C porta una corriente de retorno de 150 A. Halle la fuerza por metr: 
el conductor C en ese instante. 


*8.12. Un tubo de longitud infinita de radio interno a y radio externo b es de un material co; 
magnético, porta una corriente total / y está colocado a lo largo del eje z. Si se halla 
to a un campo magnético constante B¿a,, determine la fuerza por unidad de longiti 
túa sobre él. 


Figura 8.34. Para el problema 8.10. 


*8.13. 


8.14. 


8.16. 


B en 
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Figura 8.35. Para el problema 8.11... 


Un conductor de longitud infinita está incrustado en una masa de hierro (u = 2000/12,), de la 
que está aislado, como se muestra en la figura 8.36. Con base en la teoría de las imágenes, 
estime la densidad de flujo magnético en el punto P. 


Un galvanómetro dispone de una bobina rectangular de 10 por 30 mm por lado que gira en 
torno al centro del lado más corto. Montada en un campo magnético radial, en su plano 
actúa un campo magnético constante de 0.4 Wb/m?. Si cuenta con 1000 vueltas y porta una 
corriente de 2 mA, halle el torque que experimenta. 


Un pequeño imán ubicado en el origen produce B = —O.Sa, mWb/m? en (10, O, 0). Halle 
a) (0,3,0) 
b) (3,4,0) 


e) (1,1,-1) 


Un bloque de hierro (11 = 50004.) se coloca en un campo magnético uniforme con 1.5 Wb/m?. 
Si el hierro se compone de 8.5 x 10% átomos/mY, calcule: a) la magnetización M, b) la corriente 
magnética promedio. 


Figura 8.36. Para el problema 8.13. 
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28.17. En cierto material con 4 = 6.540; 
H = 10a, + 25a, — 40a, A/m 
halle 


a) La susceptibilidad magnética x,, del material. 
b) La densidad de flujo apta B. 

c) La magnetización M. 

d) La densidad de energía magnética. 


8.18. En un material ferromagnético (1 = 4.5p4,), 


B = 4ya, mWb/m? 


calcule: a) Xm» b) H, c) M, d) J,. 


» 8.19. Cierto material registra una intensidad de campo magnético H = 1200 A/m cuando B= 
Si H se reduce a 400 A/m, B = 1.4 Wb/m?: Calcule el cambio en la magnetización M. 


8.20. Un conductor cilíndrico de longitud infinita de radio a y permeabilidad 1,4, se sitúa 
go del eje z. Si porta una corriente / uniformemente distribuida a lo largo de a., hall 
respecto de 0 < p < a. za 


+ 
k, 
8.21. Si M = a (ya, + xa,) en un cubo de tamaño 4, halle J,. Suponga que k, es 
tante. 


*8.22. a) Con relación a la frontera entre dos medios magnéticos que aparece en la figura 
„muestre que las condiciones en la frontera sobre el vector de magnetización son 


My Ma: E Ma 
"FL AR y 
Xmi Xm2 Xmi1 Xm 


b) Si la frontera no está libre de corriente, demuestre que en lugar de la ecuación ( 


obtiene 
tan ð, _ Ma ES K uz ] 
tan 0) Mo Boz sen 0 
8.23. Si 1, = 24, en la región 1 (0 < $ < 77), 4, = 54o en la región 2 (m < p < 2771) y B, 


15a — 20a, mWb/m”, calcule: a) B,, b) En densidad de energía en los dos medios. 


8.24. La interfaz 2x + y = 8 entre dos medios no porta corriente. Si el medio 1 (2x + y = 
magnético con H, — —4a, + 3a, — a, A/m, halle: a) la densidad de energía magné 
medio 1, b) M, y B, en el medio 2 (2x + y = 8) con m = 10o, €) los ángulos que H, 
man con la normal a la interfaz. = 


8.25. La interfaz 4x — 5z = 0 entre dos medios magnéticos porta una corriente de 35 
H, = 25a, — 30a, + 45a, A/m en la región 4x — 5z = 0, donde u, = 5, calcule H, en 
4x — 5z = 0, donde ¿1,2 = 10. 


8.26. 


8.27. 


æ 8.28. 


- 8.29. 


*8.30. 


8.31. 
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El plano z = O separa aire (z = 0, 4 = uo) de hierro (z = 0, 4 = 20011,). Puesto que 
H — 10a, + 158 — 3a, A/m 
en el aire, halle B en el hierro y el ángulo que éste forma con la interfaz. 


La región 0 = z = 2 m está ocupada por una lámina infinita de material magnético 
(e = 2.549). Si las superficies de la lámina en z = 0 y z = 2 portan respectivamente corrien- 
tes superficiales de 30a, A/m y —40a, A/m, como se indica en la figura 8.37, calcule H y B 
respecto de 


azezo 
b) 0<z<2 
ece) z>2 


En cierta región en la que x, = 19, 
H = Sx”yza, + 10xy?%za, — 15xyz2?%a, A/m 


¿Cuánta energía está almacenada en 0 < x < 1,0 < y < 2,—1 < z < 2? 


La curva de magnetización de una aleación de hierro está dada aproximadamente por 


B= 3H + H?u Wb/m?. Halle: a) 1, cuando H = 210 A/m, b) la energía almacenada por uni- 


dad de volumen en la aleación cuando H aumenta de O a 210 A/m. 


a) Sila sección transversal del toroide que se presentó en la figura 7.15 es un cuadrado 
de lado a, demuestre que la autoinductancia del toroide es 


L 


a HoN?’a y ES + z] 
27 a 205 — Ú 


b) Si el toroide posee una sección transversal circular como en la figura 7.15, demuestre que 


= u.N?a 


E 
2Po 


donde p, > a. 


Cuando dos alambres paralelos idénticos están separados 3 m, la inductancia por unidad de 
longitud es de 2.5 uH/m. Calcule el diámetro de cada alambre. 


Figura 8.37. Para el problema 8.27. 
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8.32. 


8.33. 


8.34. 


*8.35. 


8.36. 
8.37. 


8.38. 
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Un solenoide de 10 cm de longitud y 1 cm de radio cuenta con 450 vueltas: Calcul 
tancia. 


El núcleo de un toroide es de 12 cm? y el material con el que está hecho tiene A, 5% 
radio medio:es de SO-cm, calcule el número de vueltas necesarias para obtener un 
cia de 2.5 H. 


Demuéstre que la inductancia mutua entre la espira rectangular y la corriente lineal 
se presentaron en la figura 8.4 es ¿ 


Calcule M, cuando a = b = 1 m 


Compruebe que la inductancia mutua entre los solenoides coaxiales devanádos cerrad 
longitud €, y €- (€, => £2), vueltas N, y Na y radios r} y r2 con r} = r3 es : 


BNIN VE, 
— A 


Mi = e, 


Un anillo de cobalto (11, = 600) tiene un radio medio de 30 cm. Si una bobina enr 
el anillo porta 12 A, calcule el número de vueltas requeridas para establecer una de 
flujo magnético promedio de 1.5 Wb/m en el anillo. wusi } 
Remítase ala figura 8.27. Si la corriente en la bobina es de 0.5.A, halle la fuerza magnel 
triz y la intensidad de campo magnético en el entrehierro. Suponga que 4 = 500m4 y 
das las ramas comparten un área de sección transversal de 10 cm?. . 


La bobina de 2000 vueltas del circuito magnético que aparece en la figura 8.38 ti 
corriente de 10 A. Suponga que todas las ramas tienen una sección transversal de 2 
el material del núcleo es hierro con m, = 1500. Calcule R, F y W respecto de 


a) El núcleo. 
b) El entrehierro. 


Figura 8:38. Para el problema 8.38. 


8.39. 


8.40. 


-8.41. 


8.42. 


8.43. 
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500 vueltas Figura 3.39. Para el problema 8.39. 


$ 


L = 42 cm 


Considere el circuito magnético que se presenta en la figura 8.39. Suponiendo que el núcleo 
(u = 100044,) posee una sección tranversal uniforme de 4 cm”, determine la densidad de flu- 
jo en el entrehierro. : 

Considere el relevador electromagnético que se muestra en la figura 8.40. ¿Qué fuerza actúa 
sobre su armadura (parte móvil) si el flujo en el entrehierro es de 2 mWb? El área de éste es 
de 0.3 cm? y su longitud de 1.5 mm. 


Un toroide con entrehierro como el que aparece en la figura 8.41 posee una sección transver- 
sal cuadrada. Un conductor largo portador de corriente 7, está insertado en el entrehierro. 
Si Z, = 200 mA, N = 750, p, = 10 cm, a = 5 mm y €, = 1 mm, calcule 


a) La fuerza sobre el entrehierro cuando L,=0 y la permeabilidad relativa del toroide es 
de 300. 


b) La fuerza sobre el conductor cuando I, = 2 mA y la permeabilidad del toroide es infinita. 
Ignore en ambos casos el efecto de borde en el entrehierro. 


En la figura 8.42 se muestra una sección de un electroimán bajo el cual se halla una placa que 
soporta una carga. El electroimán posee un área de contacto de 200 cm? por polo, en tanto 
que el polo intermedio cuenta con una bobina con 1000 vueltas e 7 = 3 A. Calcule la masa 
máxima que el electroimán podría levantar. Suponga que la reluctancia del electroimán y la 
placa es despreciable. 


En la figura 8.43 se presenta la sección transversal de un sistema electromecánico cuyo 
émbolo se mueve libremente entre dos casquillos no magnéticos. Suponiendo que todos los 
tramos comparten la misma área de sección transversal S, demuestre que 


EN F uS 


E=- at > 


Figura 8.40. Para el problema 8.40. 
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Figura 8.41. Para el problema 8.41. 


Casquillo 
no magnético 
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Ecuaciones de Maxwell 


¿Quieres ser un héroe? No te contentes con ver hacer proezas a los demás o ignorar lo 
que ocurre a tu alrededor. Actúa. Quienes actúan desean ardientemente cumplir sus 
propósitos, avanzar, servir a sus semejantes, ser los mejores y cambiar su mundo. 


GLENN VAN EKEREN 


En la parte II (capítulos 4 a 6) de este libro nos ocupamos de los campos electrostáticos, 
denotados con E(x, y, z), mientras que en la parte III (capítulos 7 y 8) estudiamos los 
campos magnetostáticos, representados con H(x, y, z). Esto significa que hasta aquí he- 
mos restringido nuestro análisis a los campos electromagnéticos estáticos, o invariables 
en el tiempo. En lo sucesivo examinaremos situaciones con campos eléctricos y magnéti- 
cos dinámicos, o variables en el tiemp eñalemos en primer término que los campos 
eléctrico y magnético estáticos son independientes entre sí, en tant ue los dinámicos 
son interdependientes. En otras palabras, un campo eléctrico variable en el tiempo impli- 
ca necesariamente un campo magnético correspondiente variable en el tiemp n'se- 


gundo término, los campos electromagnéticos variables en el tiempo, representados con 
E(x, y, z, t) y H(x, AA poseen mayor valor práctico que los estáticos. No obstante, el 


conocimiento de los cam: estáticos proporciona sólidas bases para comprender los 


dinámicos. En tercer lugaF+ecuérdese que los campos electrostáticos suelen ser produ- 
cidos por cargas eléctricas estáticas y que los campos magnetostáticos se deben al movi- 


de cargas eléctricas a una velocidad i iente directa) o de cargas 


magnéticas estáticas (polos magnéticos); en cambio, los campos variables en el tiempo u 
ondas suelen deberse a cargas aceleradas o corrientes variables en el tiempo como las 
que se muestran en la figura 9.1. Una corriente pulsatoria producirá radiación (campos 


variables en el tiempo). El tipo de corriente toria que a figura 9.1(b) es 
la causa de la emisión radiada en tarjetas lógicas digitales. En suma: 


A | 


ses 


El propósito de este capítulo es sentar las bases para el estudio subsecuente. Esto 


a supone la presentación de dos importantes concepto la fuerza electromotriz, basada 
¿en experimentos de Faraday, la corriente de desplaZámiento, producto de hipótesis de 
Maxwell. Como resultado de estos conceptos, las ecuaciones de Maxwell —tal como se les 
formuló en la sección 7.6— y las condiciones en la frontera para campos electromagnéticos 
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Figura 9.1. Diversos tipos de corriente variable en el tiempo: 
(a) sinusoidal, (b) rectangular, (e) triangular. 


ne destacar que las ecuaciones de Maxwell resumen las leyes del electroma; 
servirán de fundamento a nuestros análisis en lo que resta del libro. Por tal motivi 
ción 9.5 debe considerarse el núcleo de este texto. 


9:2. Ley de Faraday 


ron sus leyes) de que una corriente estacionaria produce un campo magnético 
i lógico indagar si el magnetismo producía electricidad. Once años después del h 

Oersted; en 1831, Michael Faraday en Londres y Joseph Henry en Nueva York 

ron que un campo magnético variable en el tiempo producía una corriente elé 
De acuerdo con los experimentos de Faraday, un campo magnético estático no pi 
flujo de è, pero un campo variable en el tiempo produce un voltaje inducido 
n un circuito cerrado, el cual provoca un flujo de corrie 


SE la, ¿(en ZB za 
de POS 
ual a la ra USOS S AZ GE 
oaie ENERE PAJO pEsi A RECESS 
Pae es 1a (AEREAS, la cual 1 puede e expresąrse como 


dÀ dy P 
dt idt: 


1 Para detalles sobre los experimentos de 'Nichdér ETA (1791- -1867) y Joseph Henry (179 
véase W. F. Magie, A Source Book in Physics, Harvard University Press, Cambridge, MA, 19% 
472-519. 
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E 
P 
———— 
Batería ( E, ) 
E, $ FE, 


——— 
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Figura 9.2. Circuito en el què se muestra 
un campo generador de fuerza electromotriz E, 
y un campo electrostático E. 


es a su vez la end? según la cual la dirección del flujo de corriente en el circuito es 
tal que el campo magnético inducido resultante de la corriente inducida se opondrá al 
campo magnético original. ` 

Recuérdese que un campo eléctrico se describió como aquel en el que cargas eléctricas 
experimentan fuerza. Los campos eléctricos considerados hasta este punto son causados 
por cargas eléctricas; en ellos, las líneas de flujo comienzan y terminan en las cargas. No 


obstante, existen otros tipos de campos eléctricos, no directamente causados por cargas 
eléctricas. Estos son los campos producidos por fuerza electromotriz. Los generado- 
res eléctricos, las baterías, pilas termoeléctricas, pilas de Grove y pilas fotovoltaicas son 
entes de fuerza electromotriz; todos ellos convierten energía no eléctrica en eléctrica. 
Considérese el circuito eléctrico que aparece en la figura 9.2, en el que una batería 

es fuente de fuerza electromotriz. La acción electroquímica de la batería da como resul- 
tado un campo producido por fuerza electromotriz E, La acumulación de carga en las 


terminales de la batería causa asimismo un campo electrostático E, (= —V V). El campo 
eléctrico total en.cualquier punto es 


E = E, + E, , (9.2) 
Cabe hacer notar que E, es de cero fuera de la batería, E, y E, siguen direcciones opues- 
tas dentro de ésta y la dirección de E, en la batería es la contraria a la que sigue fuera de 
ella. Si se integra la ecuación (9.2) sobre el circuito cerrado, 


P 
; $ E - dl E, - dl +:0 = f Es - dl (a través de la batería) (9.3a) 
L ý A VEZ 


donde $ E, - dl = O, porque E, es conservativo. La fuerza electromotriz de la batería es 
la integral de línea del campo producido por esa fuerza; es decir, 
P P ; 
Vi = f E,-d=-—| E,-d=1R (9:3b) 
N N 
puesto que E; y E, son iguales pero contrarios dentro de la batería (fig. 9.2). Esto tam- 
bién podría interpretarse como la diferencia de potencial (Vp — Vy) entre las terminales 
de la batería en circuito abierto. Es importante señalar que: - 


O Un campo electrostático E, no puede mantener una corriente estacionaria en un 
circuito cerrado, ya que f, E, - di = O = IR. 
Un campo producido por fuerza electromotriz E, no es conservativo. 
Excepto en electrostática, voltaje y diferencia de potencial por lo general no son 
equivalentes. 


2 Así llamada en honor a Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865); profesor de física de nacio- 
nalidad rusa. 
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9.3. Fuerza electromotriz estática y cinética 


Una vez analizada la relación entre fuerza electromotriz y campo eléctrico, ex 
ahora la relación entre los campos eléctrico y magnético en el marco de la ley 
day. En el caso de un circuito con una vuelta (N = 1), la ecuación (9.1) se convierte 


dP 


dt 


¿ Vie 


En términos de E y B, la ecuación (9.4) puede expresarse como 
- d 
Vi = E-d=->|B-dS 
Los dt Jg 


donde Y ha sido reemplazada por f; B - dS y Ses el área de la superficie del circuit 
limitado por la trayectoria cerrada L. De la ecuación (9.5) se deduce claramente 
campos tanto eléctrico como magnético están presentes y se interrelacionan en 
ción de variación en el tiempo. Adviértase en la ecuación (9.5) que dl y dS so 
con la regla de la mano derecha y el teorema de Stokes, lo que puede observarse 
gura 9.3. La variación del flujo con el tiempo, como en las ecuaciones (9.1) o (9. 
de deberse a tres causas: 


Una espira de área variable en el tiempo en un campo B estático. 


D Una espira estacionaria en un campo B variable en el tiempo. 
Una espira de área variable en el tiempo en un campo B variable en el 


Consideremos por separado cada una de estas posibilidades. 


A. Espira estacionaria en un campo B variable en el tiempo 
(fuerza electromotriz estática) 


Este caso se representa en la figura 9.3, en la que una espira conductora estac 
ubica en un campo magnético B variable en el tiempo. En estas condiciones la ec 
(9.5) se convierte en 


B (£) creciente Figura 9.3. Fuerza electromotriz inducida debida a una € 
¿estacionaria en un campo B variable en el tiempo. f 


Ll 
B inducido 
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A esta fuerza electromotriz inducida por una corriente variable en el tiempo (causa tam 
o B variable en el tiempo) en una espira estacionaria se le am jurealeo 
aromas eitea: 0 a transformador en análisis de potencia, ya que se debe'a la acción 
sformador. De la aplicación del teorema de Stokes al término intermedio de la 
ecuación (9.6) se obtiene 


fo XxX E)- dS = (9.7) 
Ss ; 
Para igualar estas dos integrales, sus integrandos deben ser iguales; es decir, 
oB 
x E = —— 
VxE al (9.8) 


Ésta es una de las ecuaciones de Maxwell para campos variables en el tiempo. Indica que 
el campo E variable en el tiempo no es conservativo (V X E + 0). Esto no quiere decir 
que se infrinjan los principios de la conservación de la energía. El trabajo realizado para 
incorporar una carga alrededor de una trayectoria cerrada en un campo eléctrico va- 
riable en el tiempo, por ejemplo, se debe a la energía procedente del campo magnético 
variable en el tiempo. Obsérvese que la figura 9.3 obedece la ley de Lenz; el flujo de la 
corriente inducida / produce un campo magnético que se opone a B(1). 


B. Espira móvil en un campo B estático (fuerza electromotriz cinética) 


Cuando una espira conductora se halla en movimiento en un campo B estático, en ella se 
induce una fuerza electromotriz. Recuérdese que, de acuerdo con la ecuación (8.2), la 
fuerza sobre una carga en movimiento a una velocidad uniforme u en un campo magné- 
tico B es 


F,, = Qu x B (8.2) 
as: o =+ 0o como 
e 
o ASA (9.9) 


Si se parte del supuesto de que una espira conductora en movimiento a una velocidad 
uniforme u se compone de gran número de electrones libres, la fuerza electromotriz in- 
ducida en ella es 


(9.10) 


una acción de movimi E rata del tipo ectromo presente en máqui- 
nas eléctricas como motores, generadores y alternadores. En la figura 9.4 se ilustra una 
máquina de corriente directa de dos polos con bobina de armadura y un conmutador de 
dos barras. Aunque el análisis de máquinas de corriente directa rebasa el alcance de este 
libro, cabe señalar que, en su caso, la generación de voltaje es producto de la rotación de 


la bobina dentro del campo magnético. En la figura 9.5 se ofrece un ejemplo adicional 
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Figura 9.4. Máquina de corriente d iv: 


de fuerza electromotriz cinética, consistente esta vez en una varilla que se muey 
un par de rieles. En esta circunstancia, B y u son perpendiculares, de modo que, 
binación con la ecuación (3.2), la ecuación (9.9) se convierte en cal 


F,, = IE X. B 


F, = HB 
y la ecuación (9.10) en 
Vi =uBE 


Tras aplicar el teorema de Stokes a la ecuación (9.10), s 9 


[veas = | vom) -as 


[Y E, = V x u x B) | E 


Nótese que, a diferencia de la ecuación (9.6), en la ecuación (9.10) no hay necesid 
un signo negativo, puesto que ya se ha tenido en cuenta la ley de Lenz. 


B (inducido) debida a una espira móvil en un al 
estático. a 
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No siempre es fácil aplicar la ecuación (9.10). En su uso deben tomarse las precau- 
ciones siguientes: 


1. La integral de esta ecuación es igual a cero a lo largo de la porción de la espira en 
la que u = O. Así, dl debe considerarse a lo largo de la porción de la espira que cru- 
za el campo (la varilla en el caso de la figura 9.5), donde el valor de u es diferen- 
te de cero. 

2. La dirección de la corriente inducida es la misma que la de E, ou xX B. Los lími- 
tes de la integral de esta ecuación se seleccionan en la dirección opuesta a la de la 
corriente inducida, lo que satisface la ley de Lenz. En la ecuación (9.13), por ejem- 
plo, la integración sobre L es a lo largo de —a,, mientras que la corriente induci- 
da fluye en la varilla a lo largo de a,. 5 


C. Espira móvil en un campo B variable en el tiempo 


Esta situación general corresponde a la de una espira conductora en movimiento situada 
en un campo magnético variable en el tiempo. En este caso están presentes tanto la fuer- 
za electromotriz estática como la cinética. La combinación de las ecuaciones (9.6) y (9.10) 
da como resultado la fuerza electromotriz total, de esta manera 


ve pr a |E ast f axma (9.15) 
L ls DE L 
o, a partir de las ecuaciones (9.8) y (9.14), 

vx E= -2E + vx (ux B) (9.16) 


Adviértase que la ecuación (9.15) es equivalente a la ecuación (9.4), de manera que Vre 
puede hallarse mediante cualquiera de ambas. Más aún, la ecuación (9.4) puede suplir 
siempre a las ecuaciones (9.6), (9.10) y (9.15). F 


Una barra conductora puede deslizarse libremente sobre dos rieles conductores, como se 
muestra en la figura 9.6. Calcule el voltaje inducido en ella 


a) Si se estaciona en y = 8 cm y B = 4 cos 10% a, mWb/m? 
b) Si se desliza a una velocidad de u = 20a, m/s y B = 4a, mWb/m? 
c) Si se desliza a una velocidad de u = 20a, m/s y B = 4 cos (10% — y) a, mWb/m? 


Figura 9.6. Para el ejemplo 9.1. 
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Solución: ; F: 
a) Este caso corresponde al de fuerza electromotriz estática, la cual está dada por 


2B 0.08 (0.06 
gs Í = . dS = (> Í 4(103)(10%) sen 10% dx dy 
ot ES 
y=0 “"x=0 > 


4(102)(0.08)(0.06) sen 10% 
= 19.2 sen 10% V; 


De acuerdo con la ley de Lenz, la polaridad del voltaje inducido es tal que el po: 
del punto P en la barra es menor que el de O cuando B se incrementa. 


b) Este caso corresponde al de fuerza electromotriz cinética: 


d ò pe 
Vie = fax) -as f (ua, xX Ba,)- dxa, 
x=€ i 
—uB£ = —20(4.10-3)(0.06) 
= -48mV 


c) En este caso están presentes tanto la fuerza electromotriz estática como la cinética 
te problema puede resolverse de dos maneras. 


Método 1. Mediante la ecuación (9,15) 
YES as + fu xn) - 
ot 
0.06 $ 
= | | 4.10? (10)? sen(10% — y')dy' dx 
o 
$ 5 
a i [20a, X 4.107° cos(10% — y)a,]- dx ay 
> : 
'="240 cos(10% — v| — 80(107?)(0.06) cos(10% — y) 


= 240 cos(10% — y) — 240 cos 10% — 4.8(1073) cos(10%% — y) 
= 240 cos(10% — y) — 240 cos 106r (9 


se emplea la identidad trigonométrica 
AtB A — B 


cos A — cos B = —2 sen 57 — sen 3 


Vi = 480 sen (10% E5 2) sen 2 V 
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Método 2. Opcionalmente, es posible aplicar la ecuación (9.4), 


owr 
Fe e 
donde 
P= fu - dS 
0.06 
= JE | 4 cos(10% — y)dx dy 
y=0 “x=0 
y 
= —4(0.06) sen(10% — y) 
y=0 
= —0.24 sen(10% — y) + 0.24 sen 10% mWb 
Pero 


Por tanto, 


Y = —0.24 sen(10% — 20£) + 0.24 sen 10% mWb 


Ve = e = 0.24(10% — 20) cos(10% — 201) — 0.24(10%) cos 10% mV 


= 240 cos (108 — — y) — 240 cos 10% V 


m 377 


(9.1.4) 


(9.1.5) 


igual resultado que en la ecuación (9.1.2). En la ecuación (9.1.1), la dependencia de y 
respecto del tiempo se considera en f (u x B) - dl, lo que en cambio ya no preocupa en 
oB/or. ¿Por qué? Porque al calcular la fuerza electromotriz estática se da por supuesto que 
la espira es estacionaria. Por el contrario, esta sutileza debe tenerse en cuenta al aplicar la 


ecuación (9.1.1). Esto explica que el segundo método sea más sencillo. 


> 
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_ Ejemplo 9.2 
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La espira que aparece en la figura 9.7 se halla dentro de un campo magnético u 
B = 50a, mWb/m?. Si el lado DC de la espira corta las líneas de flujo en la frecu 
50 Hz y la espira se encuentra en el plano yz en el instante 1 = O, calcule 


a) La fuerza electromotriz inducida en r = 1 ms. 
b) La corriente inducida en 1 = 3 ms. 


Solución: 


a) Puesto que el campo B es invariable en el tiempo, la fuerza electromotriz ind Acid 
cinética; es decir, 


Ve = | @ xB) -a 


donde 
at p de 
dl = dlpc = dz a,, u = E e ap = PWA 
p = AD = 4 cm, w = 21f = 1007 


Como u y dl están en coordenadas cilíndricas, B se transforma en coordenadas cil 
cas mediante la ecuación (2.9): 


B = B,a, = B, (cos ø a, — sen $ ay) 


donde B, = 0.05. Por tanto, 


ap agp a, 
uxB=jO pæ (0) = —poB, cos q a, 
B¿cos q —B,¿ sen $” 0 
z Figura 9.7. Para el ejemplo 9.2; la polar 


4 


a ao 
Tz 


x 


> a 
E 
a, 
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y 
(u x B) - dl = —pwB, cos dz = —0.04(10077)(0.05) cos œ dz 
= —0.277 cos 9 dz 
0.03 
Ve. = ji — 0.277 cos y dz = —67r cos pp mV 
z=0 


Para determinar q, recuérdese que 


dg 
AS AA at + Co 


donde C, es una constante de integración. En t = 0, = 7/2, ya que la espira se sitúa en 
el plano yz en ese instante, C, = 7/2. En consecuencia, i 


= 2 
DH æt 
Ve = —6r cos( wt +2) = ér sen(1007ź) mV 


En ź = 1 ms, 
Vi = 6m sen(0.17r) = 5.825 mV 


b) La corriente inducida es 


¡ =-—% — 607 sen (100771) mA 


= 607 sen(0.37) mA = 0.1525 A 


El circuito magnético que se presenta en la figura 9.8 posee una sección transversal uni- 
forme de 107? m2. Si está energizado por una corriente de ¿,(1) = 3 sen 1007£ A en la bo- 
bina de N, = 200 vueltas, halle la fuerza electromotriz inducida en la habias de NES = 100 


vueltas. Suponga que u = 500 mo- i i Tie 
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Figura 9.8. Circuito ma 
el ejemplo 9.3. 


Solución: 
El flujo en el circuito es 


De acuerdo con la ley de Faraday, la fuerza electromotriz inducida en la segunda 


dy NiN2pS di, 
7 O 2rp, dt 

100 - (200) - (500) - (47r x 1077) - (107?) - 3007 cos 1007rr = 
3 2m - (10 x 102) i 


Va e —N> 


ll 


= —6x7r cos 100711 V 


Figura 9.9. Para el ejercicio 9.3. 
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Corriente de desplazamiento 


En la sección anterior reconsideramos en esencia la ecuación del rotacional de Maxwell 
para campos electrostáticos y la modificamos para situaciones de variación en el tiempo 
a fin de satisfacer la ley de Faraday. Reconsideremos ahora la ecuación del rotacional de 
Maxwell para campos magnéticos (ley de los circuitos de Ampère) en función de la va- 
riación en el tiempo. 

Recuérdese que en el caso de campos electromagnéticos estáticos 


VxH=J (9.17) 


Sin embargo, la divergencia del rotacional de un campo vectorial es idéntica a cero (véa- 
se el ejemplo 3.10). Por consiguiente, 


V-(VxH)=0=vV-J3 (9.18) 


No obstante, la continuidad de corriente en la ecuación (5.43) exige que 


9p, 
veg ane +0 (9.19) 


Es evidente, así, que las ecuaciones (9.18) y (9.19) son incompatibles respecto de condi- 
ciones de variación en el tiempo. Debe modificarse entonces la ecuación (9.17), a fin de 
que sea acorde con la ecuación (9.19). Se añade para ello un término a la ecuación (9.17), 
la que se convierte en 


VxH=J>+3, (9.20) 


donde J; está por determinarse y definirse. De nueva cuenta, la divergencia del rotacio- 
nal de un vector es igual a cero. Por tanto: 


V-(VxH) =0=V-J+V-J3, (9.21) 


Para que la ecuación (9.21) sea acorde con la ecuación (9.19), 


=s Yer Pos E mi <A 
Ve Ja ==W>»J s = (V - D) v J (9.22a) 
Ee) 
o 

pos ðD 

ar: Se (9.22b) 
A La sustitución de la ecuación (9.22b) en la ecuación (9.20) resulta en 

ðD 

E- Pl TXH =J EAS (9.23) 


Ésta es la ecuación de Maxwell (basada en la ley de los circuitos de Ampère) para 


un campo variable en el tiempo. El término J, = 0D/0t se conoce como PETERS: 
en tanto que J es la densidad de corriente de conducción 
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Figura 9.10. Dos superficies de in: 
demuestran la necesidad de J} en 
circuitos de Ampère. 


ji (a) (b) 
(J = 7E).? La inserción de J, en la ecuación (9.17) fue una de las mayores contri 
de Maxwell. Sin ese término, la propagación de ondas electromagnéticas (ondas d 
televisión, por ejemplo) sería imposible. A bajas frecuencias, J, suele ser insigni 
comparación con J, pero en radiofrecuencias son comparables. En la época de 
no existían aún fuentes de alta frecuencia, de modo que la comprobación experi 
de la ecuación (9.23) era irrealizable. Tuvieron que pasar varios años para qu ] 
consiguiera, tras generar y detectar ondas de radio. Este es uno de los contados 


Con base en la densidad de corriente de desplazamiento, la 


amiénto se define como 


La = f maras = Has 


Téngase presente que la corriente de desplazamiento es resultado de campos e 
variables en el tiempo. Un ejemplo común de tal corriente es la que pasa por 
tor (o condensador) cuando se aplica a sus placas una fuente de voltaje alte 
ejemplo, representado en la figura 9.10, ilustra la necesidad de la corriente de « 
miento. La aplicación de la versión estricta de la ley de los circuitos de Amper: 
yectoria cerrada £ que aparece en la figura 9.10(a) resulta en E 


$ m-a = $ 3-48 = Logo = 1 
La 


Si 


donde 7 es la corriente a través del conductor y S, la superficie plana delimita 
En el caso, en cambio, de la superfice S, en forma de globo que pasa entre las pl: 
capacitor en la figura 9.10(5b), 


| $f am-as | 3-48= lo =0 
A L 


porque por S, no fluye corriente de conducción (J = 0). Esto es contradictorio, ya Y 
ambos casos se utiliza la misma trayectoria cerrada L. Para resolver esta contradic 


3 Recuérdese que J = p,u es a su vez la densidad de corriente de convección. >- 
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es preciso incluir la corriente de desplazamiento en la ley de los circuitos de Ampère: La 
densidad de corriente total es J + J,, En la ecuación (9.25) J,, = 0, de manera que la ecua- 
ción no pierde validez. En la ecuación (9.26), J = O, de modo que 


do 


d 
fma- Ai a AZ 


S2 


En ambas superficies se obtiene entonces la misma corriente, aunque en S, se trata de co- 
““rriente de conducción y en S, de corriente de desplazamiento. 


Un voltaje de 50 sen 10? +V se aplica a las placas paralelas de un capacitor, con área 
de 5 cm? y 3 mm ds separación, Calcule la corriente de desplazamiento suponiendo 
-que se = 28,. i 


i Solución: 


ð e dV 

Ha A d 
es dV- dav 
¿da a a ded e S a 


I = Ss 


ELM ta- 
36w 3x i6? 


= 147.4 cos 103 nÀ 


10° x 50 cos 10°r 


D 
l 
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9.5. Versión definitiva de las ecuaciones de Maxwell 


James Clerk Maxwell (1831-1879) es considerado el padre de la teoría electro; 
contemporánea. Sus célebres estudios condujeron al descubrimiento de las o 
tromagnéticas.* Luego de cinco años de indagación teórica (cuando tenía entr. 
años de edad), dio a conocer la primera teoría unificada de la electricidad y el mas 
mo, en la que, además de reunir todos los resultados experimentales y teóricos o 
hasta entonces en esas materias, introdujo la corriente de desplazamiento y p. 
existencia de ondas electromagnéticas. Sus ecuaciones no fueron plenament 
das por muchos científicos hasta ser confirmadas más tarde por Heinrich Rudo 
(1857-1894), profesor de física de nacionalidad alemana que logró generar yd 
das de radio. 

En la tabla 7.2, inserta en la sección 7.6, se presentaron las leyes del electam 
mo para condiciones estáticas que Maxwell condensó en cuatro ecuaciones. Sin e 
la versión de esas ecuaciones de más amplia aplicación es la referente a co: 
variables en el tiempo, la cual se presenta en la tabla 9.1. Como puede observ: 
tabla, las ecuaciones de la divergencia permanecen inalterables, mientras que las 
cional exhiben ciertas modificaciones. La forma integral de las ecuaciones de N 
describe las leyes físicas subyacentes, en tanto que la forma diferencial es la de 
en la resolución de problemas. Para que un campo pueda “calificarse” como elect 
tico debe satisfacer las cuatro ecuaciones de Maxwell. Es imposible exagerar la i impo 
cia de estas ecuaciones, puesto que resumen todas las leyes electromagnéticas conc 
hasta la fecha. En lo que resta de este libro se hará frecuente referencia å ellas. 

Puesto que el propósito de esta sección es compendiar el contenido del libro, ca 
ne citar ecuaciones que van de la mano de las de Maxwell. Se asocian con éstas 
ecuación de la fuerza, de Lorentz, 


Ss F = Q(E + u x B) 


Tabla 9.1. Versión de aplicación generalizada de las ecuaciones de Maxwell. 


Forma diferencial Forma integral Acotaciones 
vV-D= p $ D-as= | pav Ley de Gauss 
= s v š 
V-B=0 $. B-dS=0 Inexistencia de cargas magnéticas aisladas* 
ðB 
VxE= nn $. E - dl = -2 f; B -dS Ley de Faraday 
aR A aD 
VxH=-=J>w+ a $: H - dl = ¡8 (a + æ). ds Ley de los circuitos de Ampère 


*También conocida como ley de Gauss para campos magnéticos. 


4 James Clerk Maxwell (1831-1879), físico escocés, recogió sus estudios en el libro A Tri atis 
Electricity and Magnetism, Dover, Nueva York, 2 vols., 1954. 
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como la ecuación de la continuidad 


_ P» 
ðt 


(9.29) 


e E a 
Los conceptos de linealidad, isotropía y homogeneidad de un médio material también 
son aplicables a los campos variables en el tiempo; en el caso de un medio lineal, homo- 
géneo e isotrópico, caracterizado por o, e y q, las relaciones constitutivas 


——< D=eE=e,E+P 7 (9.304) 
B—¿H= a,(H+M) o. (9.30b) 
:J = oE +p,u (9.30c) 


mantienen validez en campos ii: en el tiempo, lo mismo que, en consecuencia, las 
condiciones en la frontera 


Esl=E, o "(E,-E>)x<a=0 i (9.31a) 
H,_=Hy=K o ë ¿=D) X anz = K (9.31b) 
Din — Dn =p, © py = Da) vaz = Ps (9.31c) 
Br Baz 0 o ca e an2 = 0 (9.31d) 


Sin embargo, respecto de un conductor perfecto (o = œ) en un campo variable en el 
tiempo, 


E = 0, H = 0, J=0 (9.32) 


y por tanto, 
B, = 0, E,=0 (9.33) 


La ecuación (9.31) también es aplicable a un dieléctrico perfecto (o = 0), salvo que en 
este caso K = 0. Aunque las ecuaciones (9.28) a (9.33) no son ecuaciones de Maxwell, es- 
tán vinculadas con ellas. ` , 

Para completar esta sección de resumen, en la figura 9.11 se ofrece una asociación es- 
tructurada de los potenciales y campos vectoriales de los campos eléctrico y magnético. 
Este diagrama de flujo electromagnético permite visualizar las relaciones básicas entre 
cantidades de esos campos. Indica asimismo la posibilidad de hallar fácilmente formu- 
laciones opcionales para un problema dado. En las figuras 9.11(b) y (c) se introdujo p” co- 
mo densidad magnética libre (similar a p,) —cuyo valor es de cero, desde luego— y A. 
como densidad de corriente magnética (análoga a J). Empleando términos del análisis de 
esfuerzos, la simbolización de las principales relaciones es la siguiente: 


a) ecuaciones de compatibilidad 


"“Vv-B=p"=0 (9.34) 
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tv :.v 


(b) 


(c) 


Figura 9.11. Diagrama de flujo electromagnético que muestra la relación entre poten: 
y campos vectoriales: (a) sistema electrostático, (b) sistema magnetostático, (e) sister 
electromagnético. (Adaptación autorizada por el IEEE Publishing Department.) 


y 
VxEG<= -25 = Jn 

b) ecuaciones constitutiyas 

B = yA 
y: 

D = £E 
c) ecuaciones de equilibrio 

: y : D= p, 


Potenciales variables en el tiempo 
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Al referirnos a los campos electromagnéticos estáticos, obtuvimos el potencial eléctrico 
escalar como 


py dv : 
PS ER O 
y el potencial magnético vectorial como' 
uJ dv 
fal [ nia (9.41) 


v 


Examinemos ahora qué ocurre con estos potenciales cuando los campos varían en el 
tiempo. Recuérdese que A se definió a partir del hecho de que V - B = 0, lo que también 
rige en el caso de los campos variables en el tiempo. De ahí que la relación 


042) 


sea válida en situaciones de variación en el tiempo. La combinación de la ley de Faraday 
expresada en la ecuación (9.8) con la ecuación (9.42) da como resultado 


vxE= -2 qv x A) (9.43a) 
¿E 
vx (e + 2A) =p (9.43b) 


En vista de que el rotacional del gradiente de un campo escalar es idéntico a cero (véase 
el ejercicio 3.10), la solución de la ecuación (9.43b) es 


E+22__vyy (9.44) 
Ot 
o 
E =—vp — sa (9.45) 


Con fundamento en las ecuaciones (9.42) y (9.45) es posible determinar los campos vec- 
toriales B y E, siempre que se conozcan los potenciales A y V. Sin embargo, hemos de ha- 
llar expresiones de A y V similares a las formuladas en las ecuaciones (9.40) y (9.41) que 
se adecuen a campos variables en el tiempo. ; f 

La tabla 9.1 y la ecuación (9.38) revelan que V - D = p, es válida para condiciones 
de variación en el tiempo. De la adopción de la divergencia de la ecuación (9.45) y el uso de 
las ecuaciones (9.37) y (9.38) se obtiene 


EEE a LG AL. 
V:E=% YU — ¿Ma A) 
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Fe 


o 


Y + CV A) = -—£ 


La adopción del rotacional de la ecuación (9.42) y la incorporación de las ec 
(9.23) y (9.45) resulta en 


JA 
>< YX = + — fl. = = => 
v A uJ ep 7 v dE 
oV A 

= uJ — v( 1 
q. ( ðt q ar? 


donde se han supuesto D = sE y B = pH. La aplicación de la identidad vectori: 
? VXxVxA=V(V-A)— VA 
a la ecuación (9.47) produce 


VA — V(V- sja a + E 


divergencia. En la ecuación ca) ya se ha especificado el rotacional de A; por 
que se aclararán más adelante, es posible expresar la divergencia de A como 


Esta expresión, en la que se relacionan A y V, se llama condición de Lorentz para p 
ciales. Esta condición se tuvo en mente al optar por V - A.= O para campos mag 
ticos en la ecuación (7.59). Al imponer la condición de Lorentz de la ecuación ( 
ecuaciones (9.46) y (9.49) se convierten respectivamente en 


av Pu 
VV — ue A = 
y 
Ə A 
VA — ue 35 > —uJ 


que son ecuaciones de ondas que se explicarán en el capítulo siguiente. La razó: 
ber optado por la condición de Lorentz salta a la vista al examinar las ecuacio 
y (9:52). Tal condición disocia las ecuaciones (9.46) y (9.49) y produce una sime 
las ecuaciones (9.51) y (9.52). Es posible demostrar que la condición de Lorent 
obtenerse de la ecuación de continuidad; así, la elección de la ecuación (9.50) no 
traria. Cabe destacar que las ecuaciones (6.4) y (7.60) son casos estáticos especial 
ecuaciones (9.51) y (9.52), respectivamente. En otras palabras, los potenciales V y 4 


TORY 
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tisfacen las ecuaciones de Poisson para condiciones de variación en el tiempo. Así como 
las ecuaciones (9.40) y (9.41) son las soluciones o formas integrales de las ecuaciones 
(6.4) y (7.60), puede demostrarse que las soluciones” de las ecuaciones (9.51) y (9.52) son 


vd 
y E 
Jjda . 


El término [p,] (o [J) significa que el instante £ en Pikki y, Z, £) [o J (x, y, z, t)] es reempla- 
zado por el momento retardado t', dado por 


1 R s 
ATEA ; (9.55) 
donde R = |r — r'| es la distancia entre el punto de origen r' y el punto de observación r y 
psp joa i (9.56) 

Vus 


es la velocidad de propagación de la onda. En el vacío, u = c = 3 X 10% m/s es la veloci- 
dad de la luz. Los potenciales V y A de las ecuaciones (9.53) y (9.54) se llaman potencial 
eléctrico escalar retardado y potencial magnético vectorial retardado, respectivamente. 
Dadas p, y J, V y A pueden determinarse mediante las ecuaciones (9.53) y (9.54); a partir 
de V y A, E y B pueden determinarse por medio de las ecuaciones (9.45) y (9.42), respec- 
tivamente. 


. Campos armónicos en el tiempo 


Hasta aquí, la dependencia temporal de los campos electromagnéticos ha sido arbitraria. 
Para ser específicos, supondremos que los campos son armónicos en el Ps, 


Además de ser de valor POSEA, el análisis sinusoidal pusas EECIONERTES a la mayoría de 
las formas de ondas por medio de técnicas de transformación de Fourier. Los sinusoides 
son de fácil expresión en fasores, con los cuales es muy sencillo trabajar. Sin embargo, an- 
tes de aplicar fasores a campos electromagnéticos precisemos el concepto de fasor. 

Un fasor z es un número complejo que puede expresarse como 


Z=x+jy=r¿b (9.57) 


5 Véase, por ejemplo, D. K. Cheng, Field and Wave Electromagnetics, Addison-Wesley, Reading, 
MA, 1983, pp. 291-292. 
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o $ a it $ p 
| i 
I| z = rel? = r(cos q + j sen œ) s e 
| donde j = V —1, x es la parte real de z; y es la parte imaginaria de z; r es 
de z, dada por q 


y d es la fase de z, dada por 


, A 
== 1 
p tan 


No deben confundirse x, y, z, r y $ con las variables de coordenadas, pes 
(habrían podido usarse otras letras, pero es difícil hallar mejores). El fasor z p 
sentarse en forma rectangular como z = x + jy y en forma polar como z = 


ilustran en la figura 9.12. Es recomendable efectuar la adición y sustracción 
forma rectangular, y la multiplicación y división en forma polar. 
Dados los números complejos 


2= EII RAL Bs AY E LB) Y 2 AA haaa 
cabe poner de relieve las propiedades básicas siguientes. 


Adición: 
Zi +22= Ga +2) + JO + y2) 
Sustracción: 
Zy =z = (41 — 2) + JO» — Y2) 
Multiplicación: 
ziz2 = rir2 [Pr + 2 
División: 


q ba 


Figura 9.12. Representación de un fasor z =x + y 


GE 
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Raíz cuadrada: 


Vz = Vr /b12 (9.61e) 
Conjugado complejo: 
z=*=x-—jiy=erí obre i? (9.61f) 
En el apéndice A.2 se detallan otras propiedades de los números complejos. 
Para introducir el elemento tiempo, sea. 
dp=wut+0 (9.62) 


donde 0 puede ser una función de coordenadas temporales o espaciales o una constante. 


Las partes real (Re) e imaginaria (Im) de 


reit = rellyejo! 


(9.63) 
están dadas respectivamente por 

Re (reit) = r cos (wt de 0) (9.64a) 
€ z : é > 

Im (reit) = rsen Car +0) 53: (9.64b) 


Así, una corriente sinusoidal /(1) = I, cos(wt + 0), por: ej 


I eei”. La corriente 1'(1) = I, sen(wt + 0), la cual es la 
bién puede representarse como la parte real de Z¿ePel*te=i9%, ya que sen æ = cosí(a — 90%). 


Al realizar operaciones matemáticas, sin embargo, se debe ser congruente en el empleo 
de la parte real o imaginaria de una cantidad; no es posible usar ambas al mismo tiempo. 

El término complejo I e?, el cual resulta de la eliminación del factor de tiempo e% 
en I(t), se llama corriente de fasor y es denotado con 1568 decir, 


emplo, equivale a la parte real de 
parte imaginaria de I ePei”, tam- 


e 1, = RP = "1,28 (9.65) 
donde el subíndice s denota la forma de fasor de ID. A 


sí, I(0) = Ig cos(wt + 0), la forma 
instantánea, puede expresarse como 


IO = Re (Lei) (9.66) 
En general, un fasor puede ser un escalar o un vector. Si un vector A(x, y, Z, t) es un cam- 


po armónico en el tiempo, la forma de fasor de A es A(x, y, 7); la relación entre estas dos 
cantidades está dada por - 


A = Re (A,el”) (9.67) 


A = A, cos(wt — Bx) a,, A puede expresarse como 


A = Re(4A,je P*a ei") 


Si, por ejemplo, 


(9.68) 
La comparación de esta expresión con la ecuación (9.67) indica que la forma de fasor de 
A es 


A, = Aea, (9.69) 
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Nótese que a partir de la ecuación (9.67) 


ðA ð i 
LA m jet 
e JF Re(A,e'”) 


= Re(¡wA,e/”) 


lo que demuestra que tomar la derivada temporal de la cantidad instantánea 
multiplicar su, forma de fasor por jw. Esto es, 


qe —> jwA, 


ðt 
De igual modo, 
I 
E | A ðt —> As 
jæ 


En la ecuación (9.67) se optó por la parte real, al modo del análisis de cir 
habría podido optarse por la parte imaginaria. Conviene destacar también 
básica entre la forma instantánea A(x, y, z, £) y su forma de fasor Ay z) 
depende del tiempo y es real, mientras que la segunda es invariable en el tiemp 
mente compleja: Es más sencillo trabajar con A, y obtener A a partir de ella me 
ecuación (9.67) cuando sea necesario. . ' 

Apliqúemos ahora el concepto de fasor a campos electromagnéticos var 
el tiempo. Las cantidades de los campos E(x, y, z, £), D(x, y, Z, t), H(x, y, z, £), Bi 
J, y, Z, t) y P,(<, y, Z, £) y sus derivadas pueden expresarse en formà de fasor 
las ecuaciones (9.67) y (9.71). En la tabla 9.2 se presentan en forma de fasor las ecua 
de Maxwell para campos electromagnéticos armónicos en el tiempo en un med 
isotrópico y homogéneo. En ella se ha omitido el factor de tiempo el”, puesto qu 
asociado con todos los términos y por tanto es redundante, lo que resulta en ec 
independientes del tiempo. En esto radica precisamente la justificación del emple 
sores: el factor de tiempo puede excluirse del análisis de campos armónicos en 
e incluirse cuando sea necesario. En la tabla 9.2 se ha supuesto asimismo el 
tiempo e/”. Habría sido igualmente posible suponer el factor de tiempos iet, para lc 
habría bastado con reemplazar cada j por —j. \ 


Tabla 9.2. 'Ecuaciónes de Maxwell para campos armónicos ' 
en el tiempo suponiendo el factor de tiempo e/**, 


Forma puntual Forma integral 

V-D,=0p,, fo. as= fosa 
V-B,=0 $ B- as =o 

AXE JOB i a$ Ea jo B,- as 

V x H, = J, +j0D, $ H, - dl = f (3, + joD,) -dS 


KE AA<A«—á11616161%1%4%41 
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Evalúe los números complejos 


$ JO = ¡0% 
a) Za ER 
1+ j2 
[254] 


Solución: z | 
a) Este problema puede resolverse de dos maneras: trabajando con z en forma rectan- 
gular o en forma polar. i 


Método 1 (forma rectangular). 


Sea X 
Z3Z4 
zı > 
ZsZ6 
donde 
g= j 
Za = (3 — j4)* = el conjugado complejo de (3 — j4) 
= 3 + j4 : 


(Para hallar el conjugado complejo de un número complejo, sencillamente se reemplaza 
cada j por —j.) 
zs = —-1>+j6 


y 
ze = (2+ j? =4 — 1 + j4=3 + j4 
De ahí que, 
Zaza “JOGJA E ZA E 
2328 = (1 + J6)G + J4) = —3 — j4 + ¡18 — 24 
= —27 + j14 | 
Y 
_ —4+j3 
“= 7 + LA 
De la multiplicación y división de zı por y entre —27 — ¡14 (racionalización) se obtiene 
4 + IAN 150 125 


SN ENT PPE 
= 0.1622 — j0.027 = 0.1644 /—9.462 
Método 2 (forma polar): 
E JE 07 : 
Za = (3 — j4)* = 5(/—53.13°)* = 5/53.13 
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zs = (—1 + j6) = V37 /99.46* siah 
ze = È + j} = (V5 /26.56?)? = 5 /53.13° 


Por tanto, 


(A 2S /53.13>) 
(V37 /99.46°)(5 /53.137) 
T 
= —— /90° — 99.46° = 0.1644 /—9.46° 
AO EDO 
= 0.1622 — ¡0.027 | 
como se obtuvo anteriormente. ciak: 


b) Sea 
Za 1/2 
-o — Za 3 
donde i 
z= 1+ j= V2 /452 
y 
Za = 4 — j8 = 4V5 /—63.4° 
Así, i 
Z7 V2 JA43 V2 | 
= = HA m — /45° — —63.4° f 
Za. 4/5. /¿—634”" | 4VS | 
= 0.1581 /108.4? 
m i 


zə = VW0.1581 /108.4°/2 
= 0.3976 /54.2° 
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Puesto que A = 10 cos (108: — 10x + 60°) a, y B, = (20/75) a, + 10e/27x3 a,, exprese A en 
forma de fasor y B, en forma instantánea. i 


Solución: 
A = Re [108e'(o-10x+60%) q ] 
donde w = 10%, Por tanto, 


A = Re [10e/(60”-10x) q, eie] = Re (A,e/*) 


o 
A, = 10660-10 a, 
Si 
20 j2arx13 r a5 
B, = ^ a, + 10e?7*3a, = —j20a; + 10e?7*3 a, 
J y 
= 20e 172a, E orra, 
B = Re (B,e'“*) 
= Re [20e(-7/Da, + 10e(01+27:/3g, ] 
= 20 cas (œt = 7/2)a; + 10 cos (cor js == a, 


ll 


2 
20 sen wt ay + 10 cos (cor SE 222), 


El campo eléctrico y el campo magnético en el vacío están dados por 


E= Z? cos (10% + Bz) as V/m 


S 
H = 2 cos (10% + Bz) a, A/m 


Exprese estos enunciados en forma de fasor y determine las constantes H, y B de mane- 
ra que los campos satisfagan las ecuaciones de Maxwell. 
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Solución: 
Las formas instantáneas de E y H se expresan como 

E = Re (E,e/=), H = Re (He) 
donde w = 10% y los fasores E, y H, están dados por 


Dmoz = in, 


En el vacío, p, = 0,0 = 0, £ = £, y M.= Mo, de modo que las ecuaciones de 
convierten en- ! 


V-D=8&V-E=0 >V-E,=0 
V-B=4V-H=0—>V-H,=0 


Vx H= oE +0, V X H, = joeE, 


VxE= —ó >VXxE,= —jou MH, 


Al sustituir la ecuación (9.7.2) en las ecuaciones (9.7.3) y (9.7.4) se comprueba ráp 
mente que se satisfacen dos ecuaciones de Maxwell; es decir, 


E $ 
V.+ Es = == =0E5s 10) 
Es 
T 3 
Y a ap a o 


Ahora, 


ric elBra, = joe, =æ eiPtag 


FAB = 50 we, i 7. 
De forma similar, la sustitución de la ecuación (9.7.2) en la ecuación (9.7.6) result 


ss 0 > le A 
-IB p 2 = -joko p e Pa, 


> : Ho 1 50 
B 


mus 
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La multiplicación de la ecuación (9.7.8) por la ecuación (9.7.9) produce i 
H3 = (so)? He | 
20) Ho 


A A 
1207 


De la división de la ecuación (9.7.8) entre la ecuación (9.7.9) se obtiene 


a = uE, 
o 
iya w 106 
Ve mi E a 
= +3.33 x 10 | 
En vista de la ecuación (9.7.8), H¿ = 0.1326, B = 3.33 x 1030 H, = —0.1326, B = —3.33 


x 1073; sólo estos valores satisfacen las cuatro ecuaciones de Maxwell. 


AS 


En un mèdio caracterizado poro = 0, u = Ho £o Y | 
a (7 E = 20 sen (10% — Bz)a, V/m 

calcule £ y H. 

Solución: y a 

Este problema puede resolvérse directamente en el dominio temporal o con el empleo 


de fasores. Como en el ejemplo anterior, 8 y H se determinan mediante el recurso de que 
E y MH satisfagan las cuatro ecuaciones de Maxwell. 


Método 1 (dominio temporal). Resolvamos este problema del modo más difícil: en el do- 
minio temporal. Es evidente que se satisface la ley de Gauss para campos eléctricos; esto es, 


EN ðE 
: vV- E = 


əy | 
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Conforme a la ley de Faraday, 


ðH t 
vVxE i r — H FP f ( ) dt 
Pero 
B 2. 2 
ðx ðy Oz E, JE, 
x<xE= == 
TERT LO 5,20 az * “aw 
= 208 cos (108 — Bz)a, + O 
Por tanto, 
20 
H = A [cos (108 — Bz) dt a, 
- 308 š 
=p sen (10% — B7) a. 
Se comprueba fácilmente que 
DEE, 
E: eee 
x ðx 


lo que demucstra que se satisface la ley de Gauss para campos magnéticos. Finaln 
con base en la ley de Ampère 


Vx H= oE + s Æ — E= ¿[uma 
porque o = 0. 
Pero 
2,1 2 a 
Ox Oy Oz ƏH 9H, 
x H = = — = 
v EE, 0 o gz Y an, Ss 
208? b 
= aa + 
LOs Sos (10%. — Bz) a, ++ 0 
donde se ha sustituido H de la ecuación (9.8.1). Así, la ecuación (9.8.2) se convierte 
2048? $ 
E = ELO? cos (10% — Bz) dia, 
208? 
= paros (108: — fBz) a, 
La comparación de esta expresión con el E dado resulta en 


208? 


a a 
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10%(2 10% 
B = + 100V us = + 10 V pu, ` Ae. = ¿HO ) = BEET uoa 


UIN 


A partir de la ecuación (9.8.1), 


20 (2/3 
MB A] 2 e (10% 5 Tja 


H= = 37 sen (10% Si; 2 Ja, A/m 


Método 2 (empleo de fasores). 


E = Im (E,e%) — E, = 20e 14" a, 
donde w = 108. 
De nueva cuenta, 
V-E 1 y 
«Es = == 
VxE 
vV xE = —jouH — H, = 
—jop 
o 
H =—1 [ a a ] — —28B ta 
S — jo Oz x wp x 


Nótese que se satisface V - H, = O. 


vx H, 


v x H, = jozeE, —> E, = Fans 


m 399 


(9.8.3) 


(9.8.4) 


(9.8.5) 


La sustitución de H, de la ecuación (9.8.4) en la ecuación (9.8.5) da como resultado 


1_ Has 20Bre TP 


E, = = 
* . joe -.9% - e ue 


De la comparación de esta expresión con el E, dado en la ecuación (9.8.3) se obtiene 


208? 


P pE 


20 = 
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como se obtuvo anteriormente. Con base en la ecuación (9.8.4), 


20(2/3)e+/8z 1 
= + —— = + — e*jPz, 
H, = Toy 107) Ar ay e Ar 
H = Im (H,eo) 


Esti, IL i 
= =3, sen (10% + Bz) a, A/m 


como se obtuvo anteriormente. Como puede advertirse, trabajar con fasores 
más sencillo que hacerlo directamente en cl dominio temporal. Nótese asimismo. qu e 
pleamos S 


A = Im (A e) 
porque el E dado está en forma de seno, no de coseno, Habríamos podido usar 
i A = RE (Aei) i 
en cuyo caso el seno se expresa en términos de coseno y la ecuación (o. 8. 3) sería 3 
E = 20 cos (108 — Øz — 90%) a, = Re (E,e'”) 


E, = 20e 182-590" a, = —j20e Pa, 


tras de lo cual se sigue el mismo procedimiento. 


triz (fe), basada en experimentos de Faraday, y la corriente ds desplazamien O 
sultante de hipótesis de Maxwell. Estos conceptos imponen modificaciones 
ecuaciones del rotacional de Maxwell obtenidas para campos electromagn 
estáticos, con objeto de incluir en ellas la dependencia de los campos respe 
tiempo. 
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PE. S z A oB 
4 En cuanto a la fuerza electromotriz estática, Vi = — (2 - dS 


y en cuanto a la fuerza electromotriz cinética, Vi. = f (u x B)- dl. 
3. La corriente de desplazamiento 


la = |3a-as 


— 


donde J; = 2 (densidad de corriente de desplazamiento), es una modificación de la 
ley de los circuitos de Ampère, con la que Maxwell predijo las ondas electromagnéticas 
varios años antes de que fueran confirmadas experimentalmente por Hertz. 


4. En su forma diferencial, las ecuaciones de Maxwell para campos dinámicos son: 


MD, y 

j V-B=0 
H are JOB 
xE=- 
VX E- Ea 
oD 


v xH = J+ 
Ì ðt 
Estas ecuaciones diferenciales tienen sus correspondientes formas integrales (véanse 
las tablas 9.1 y 9.2), las cuales se deducen de aquéllas aplicando el teorema de Stokes 
o de la divergencia. Todo campo electromagnético debe satisfacer las cuatro ecuacio- 
nes de Maxwell. 2 
5. El potencial eléctrico escalar variable en el tiempo V(x, y, Z, £) y el potencial magnéti- 
co vectorial variable en el tiempo A(x, y, z, £) satisfacen comprobadamente las ecua- 
ciones de ondas si se cumple la condición de Lorentz. 
i 6. Los campos armónicos en el tiempo son los que varían sinusoidalmente en el tiempo. 
Se les expresa fácilmente en fasores, con los que es muy sencillo trabajar. Empleando 
la referencia del coseno, la cantidad vectorial instantánea A(x, y, Z, 1) se relaciona con 
su forma de fasor A.(x, y, z) de acuerdo con 


A(x, y, z, 1) = Re [A œ, y, z) el] 
Preguntas-de repaso 


El flujo a través de cada vuelta de una bobina de 100 vueltas es de (FP — 2t) mWb, donde t se 
mide en segundos. La fuerza electromotriz inducida en 1 = 2 s es 


a) Iy y 

I M oa at- A 
c) 4mV 

d) 04 V É 
e) —0.4 V 
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| B creciente B decreciente Figura 9.13. Para la pregunta de re 
x | 7 š ; 

i B decreciente ss creciente 

| ES 


9.2. 
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(a) de 


6. Re k 


Dos bobinas conductoras 1 y 2 (idénticas salvo por el hecho de que la bobina 2 está 
da) se sitúan en un campo magnético uniforme que decrece a un índice constante, 
muestra en la figura 9.14. Si el plano en el que se encuentran las bobinas es perpen: 
las líneas del campo, ¿cuál de los siguientes enunciados es cierto? 


a) En ambas bobinas se induce fuerza electromotriz. 

b) Se induce fuerza electromotriz en la bobina 2, la bobina fracturada. 
c) En ambas bobinas ocurre igual calentamiento en joules. 

d) En ninguna de las bobinas ocurre calentamiento en joules: 


Una espira rota alrededor del eje y en un campo magnético B = B, sen wta, Wbim 
voltaje inducido en élla se debe a 


a) Fuerza electromotriz cinética. 

b) Fuerza electromotriz estática. i l 

c) La combinación de fuerzas electromotriz neo y estática. 
d) Ninguna de las causas anteriores. 


Una espira rectangular se localiza en el campo magnético variable en el tiempo B = 
15075t/a, Wb/m?, como se ilustra en la figura 9.15. V, no es igual a V,. 


a) Cierto b) Falso 


Figura 9.14. Para la pregunta de repaso 9.3. 
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OB Figura 9.15. Para la pregunta de repaso 9.5 y el problema 9.10. 


© 


El concepto de corriente de desplazamiento fue una importante contribución de 


a) Faraday. 

b) Lenz. 

c) Maxwell. 

d) Lorentz. 

e) El profesor de este curso. 


-Identifique entre las expresiones siguientes las que no son ecuaciones de Maxwell para cam- 
pos variables en el tiempo: 


e aps 
al N=-E+ g T o 
b) V =D =P, 


c) V-E =- 


Il 
FT 
PoR 

g: 

lg 

a 

a 

N 

v 


d) pu a 
e) pa ds = 0 


Se dice que un campo electromagnético no existe o no es maxwelliano si no satisface las ecua- 
ciones de Maxwell y las ecuaciones de ondas deducidas de ellas. ¿Cuáles de los siguientes 
campos en el vacío no son maxwellianos? 


a) H = cos x cos 10% a, 
b) E = 100 cos wt a, 
c) D= e 1% sen (10? — 10y) a, 
d) B = 0.4 sen 10% a, 
Ša 3 
e) H = 10 cos (10% 10)? 
f) E= = 2 COS (wt — rw V HoE€o) Ap 
gZ) B = (1 — p?) sen wa, S 
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El Problemas 


E 


9.9. 


9.10. Si E, = 10 e/* a,, ¿cuál de las siguientes no es una representación correcta de E? 


Respuestas: 9.1b, 9.2b, d, 9.3a, 9.4c, 9.5a, 9.6c, 9.74, b, d, g, 9.8b,9.9a, c, 9.10d. 


9.2. 


9.3. 
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¿Cuál de los enunciados siguientes no es cierto con relación a un fasor? Š E 


a) Puede ser un escalar o un vector. 
b) Es una cantidad dependiente del tiempo. 


c) Un fasor V, puede representarse como V, /0 o Ve”, donde V, = iv, ls 
d) Es una cantidad compleja. ` 


a) Re (E,e'”") 

b) Re (E,e /%) 

c) Im (E,e”) 

d) 10 cos (wt + j¡4x) a, 
e) 10 sen (wt + 4x) a, 


nético B = 10 cos 3771 a, mWb/m?. Calcule el aa inducido en ella. 


Una varilla de longitud € gira en torno al eje z con una velocidad angular w. Si B 
calcule el voltaje inducido en el conductor. 4 


Una espira rectangular de 30 por 40 cm gira a 130 rad/s en un campo magné 
Wb/m? normal al eje de rotación. Si tiene 50 vueltas, determine el voltaje inducido en 


En la figura 9.16 aparece una espira conductora de 20 cm? de área y resistenci 
B = 40 cos 10%a, mWb/m?, halle la corriente inducida en ella e indique su direcci 


Determine la fuerza electromotriz inducida en la espira en forma de V que se pri 
figura 9.17. a) Adopte B = 0.la, Wb/m? y u = 2a, m/s y suponga que la varilla 
pone en movimiento en el origen cuando 1 = 0. b) Repita el inciso a) si B = 0.5x: 


RE 
Figura 9.16. Para el problem 


PEE 


*9.6. 


*9.7. 


9.8. 


9.9. 
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Figura 9.17. Para el problema 9.5. 


Una espira cuadrada de lado a retrocede a una velocidad uniforme u,a, desde un filamento 
de longitud infinita portador de corriente 7 a lo largo de a,, como se muestra en la figura 9.18. 
Suponiendo que p = p, en el momento £=0, demuestre que la fuerza electromotriz induci- 
da en la espira en 7 > 0 es 


ua, Mol 


cs e 2rp(p + a) 


¡Una varilla conductora se mueve a una velocidad constante de 3a, m/s en paralelo a un cable 
„recto y largo que porta una corriente de 15 A, como se ilustra en la figura 9.19. Calcule la 


fuerza electromotriz inducida en la varilla e.indique en cuál de sus extremos ocurre mayor 
potencial. 


Una barra conductora está conectada con conductores flexibles a un par de rieles en un campo 
magnético B = 6 cos 101 a, mWb/m?, como sé muestra en la figura 9.20. Si el eje z es la 
posición de equilibrio de la barra y la velocidad de ésta es de 2 cos 10t a, m/s, halle el voltaje 
inducido en ella. 


Un automóvil viaja a 120 km/h. Si el campo magnético terrestre es de 4.3 X 107? Wb/m”, ha- 
lle el voltaje inducido en la defensa del auto, de 1.6 m de longitud. Suponga que el ángulo en- 
tre el campo magnético terrestre y la normal al auto es de 65”. 


*9.10: Si el área de la espira que se presentó en la figura 9.15 es de 10 cm?, calcule V, y V2. 


Figura 9.18. Para el problema 9.6. 
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Figura 9.19. Para el problema 9.7. 


15A 4 


9.11. Tal como se observa en la figura 9.21, una barra imantada es lanzada hacia el cent 
bobina de 10 vueltas y resistencia de 15 O. Si el flujo magnético a través de la bob; 
de 0.45 Wb a 0.64 Wb en O. 02 s, ¿cuáles son la magnitud y dirección (consideradas 
lado cercano a la barra) de la corriente inducida? ; 


9.12. En la figura 9.22 aparece la sección transversal de un disco generador homopolar de 
terno p, = 2 cm y radio externo p = 10 cm que gira en un campo magnético un 
15 mWb/m? a una velocidad de 60 rad/s. Calcule el voltaje inducido. 


9.13. Las placas paralelas, de 2.8 cm? de área y distancia de separación de 0.2 mm, de un c 
con aire como dieléctrico están conectadas a un generador con voltaje de 50 V a 
“Halle el valor máximo de la densidad de corriente de desplazamiento y de la corrie: 
plazamiento. y 


9.14. La razón J/J ¿ (casa de. corriente de conducción a densidad de corriente de desp 
to) es muy importante a altas frecuencias. Calcule el valor de esa razón a 1 GHz en el ca 


a) agua destilada (u = Ho, e = 8Sle,, or = 2 X 10”? S/m) M 
b) agua de mar (u = My, € = Ble, 0 = 25 S/m) cq 
c) piedra caliza (u = Mo, 8 = 58%, 0 = 2 X 10~™* S/m) En. 
9.15. Suponiendo que el agua de mar tiene 4 = Ho, € = 8le,, o = 20 S/m, determine la fr 


cia en la que la magnitud de la densidad de corriente de conducción es 10 veces super 
de la densidad de corriente de desplazamiento. 


Figura 9.20. Para el problema 9.8. 
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roblema 9.11. 


1p 
Figura 9.21. Para © 
a al y 


i de con- 
i : a una corriente d 
9.16. Un conductor cuya sección transversal posee un área de 10 cm? Pe calcule la magnitud de 
ducción de 0.2 sen 10% £ mA. Puesto que o. = 2.5 X 10% S/my£ ”” 
la densidad de corriente de desplazamiento. e El de 
; éneo en términos de E, 

9.17. a) Escriba las ecuaciones de Maxwell para un medio lineal y homo£ 
y H, suponiendo sólo el factor de tiempo e. 


b) Escriba en coordenadas cartesianas y ocho ecuaciones escalar 
ecuaciones de Maxwell referidas en la tabla 9.2. 


es la forma puntual de las 


ll pueden 
¿ones de Maxwe 
9.18. Demuestre que, en una región sin origen'(J = 0, p, = 0), las ecuacio 
reducirse a dos. Identifique esas dos ecuaciones globales. ` s 
géneo e isotrópico 


a „ homo 
9.19. Demuestre que la densidad de carga p, de un conductor lineal, h 
satisface 
Pr o 
ðt nA gae 9 


9.20. Suponga una región sin origen y deduzca la ecuación de difusión 


¿ptr 


. 
Figura 9.22. Par 
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:9.21. 


9.22. 


9.23. 


*9.24. 


9.25. 


**9.26. 


9.27. 
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En cierta región, 
J = (2ya, + xza, + z°a,) sen 10% A/m 
Halle p, si p,(x, y, 0, £) = O. 


En una región sin carga en la que o = 0, € = €,€, y M = Mo» 


H = 5 cos(10"t— 4y)a, A/m 
Halle: a) J; y D, b) £,- S 


En cierta región con o = 0, 1 = HW, y e = 6.252,, el campo magnético de una on 
magnética es 


H = 0.6 cos Bx cos 10% a, A/m 
Determine £ y el E correspondiente mediante las ecuaciones de Maxwell. 
En un medio no magnético, . 
E = 50 cos(10% — 8x)a, + 40 sen(10% — 8x)a, V/m 
Halle la constante dieléctrica e, y el H oe OEE 


Compruebe si los campos siguientes son campos electromagnéticos genuinos 
satisfacen las ecuaciones de Maxwell. Suponga que existen en regiones sin car, 


a) A = 40 sen(wt + 10x)a, 
b) B= 12 coste — 2p)as 


cos œ 
Pp 


c) C= (30 cot pa, + as) sen wt pr ke 


d) D = Lsen 0 sen(wt — Sr)a, 


Dada la energía electromagnética total 
1 
wW =S (Œ - D + H - B) dv 


demuestre con base en las ecuaciones de Maxwell que 
5 


2w -$ (Œ x HĦ) -dS — [e-sav 
a S ISE v 
En el vacío, 
H = p(sen qa, + 2 cos pay) cos 4 X 10% A/m 


Halle J, y E. 


9.28. 


*9.29. 
**9.30. 


9.31. 
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Una antena radia en el vacío y 


H = en cos(27r Xx 10% — Br)a¿, mA/m 


Determine el E correspondiente en términos de £. 
El campo eléctrico en el aire está dado por E = pte P ʻa V/m; halle B y J. 


En el vacío (p, = 0, J = 0), demuestre que 


A = 


rE — sen 0 ap) tto 


satisface la ecuación de ondas dada en la ecuación (9.52). Halle el V correspondiente. Con- 
sidere c como la velocidad de la luz en el vacío. 


Evalúe los siguientes números complejos y exprese sus respuestas en forma polar: 133 


a) (4 /30% — 10 /50%)2 


b) a e lo ł (3851 
im. a Sm 74152 i 
(3+ j4)? 
% e di eere 
i (56 2200 


9.32. 


9.33. 


, 9.34. 


9.35. 


(24 LAS + j8)* l ; i pra 


O: 


Escriba como fasores Ios siguientes campos N E en el tiempo? 


a). E: = 4 sosa Gi 3x — 10%a, — sen(wr + 3x + 203 


b) HH: = e cos(et ` => Srjay 

ce) -JF = oers sen(wt — 2x)a, + 10e + cos(wt — Sx)a, 
Exprese los fasores sata en su forma instantánea: 
a) A, = (4 = 3e Pa, 

b) B, = SP 

c) C, =U + j2)e™i$ sen Oas, 


, 


Daos A = 4 sen wta; +.3 cos cota, y B= z J10zg Dii exprese A en forma de fasor y B, en 
forma instantánea. 


MO SD 1 i 


Demuestre que en una región lineal, homogénea, isotrópica y sin fuente, tanto E, como H, 
deben satisfacer la ecuación de ondas ° 7>- 


V2A, + PA, =0 
donde y? = «a? pe — joo y A, = E, o H,. 
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10 Propagación de ondas electromagnéticas 


Llegarás muy lejos en la vida si eres amable con los jóveñes, compasivo con los anc 
nos, solidario con los esforzados y tolerante con los débiles y los fuertes. Porque algı 
día te contarás entre todos ellos. 


10.1. Introducción 


Aplicaremos inicialmente las ecuaciones de Maxwell a la propagación de ondas ele 
magnéticas. Predicha por tales ecuaciones la existencia de esas ondas fue com: 
por Heinrich Hertz. Luego de varios cálculos y experimentos, Hertz logró gener. 
tectar ondas de radio, llamadas en su honor ondas hertzianas. 


Ejemplos comunes de ondas electromagnéticas son las ondas de radio, las señale 
levisión, los haces de radar y los rayos luminosos. Todas las formas de energía elec 
nética comparten tres características fundamentales: se desplazan a gran vel 
adoptan al hacerlo propiedades de ondas e irradian hacia fuera desde una fuen: 
ayuda de ningún vehículo físico discernible. El problema de la radiación se abor 
el capítulo 13. 

El principal objetivo de este capítulo es resolver las ecuaciones de Maxwell yi de 
cir el movimiento de las ondas electromagnéticas en los siguientes medios: 


1. El vacío (o = 0, £ = £, M = Mo) 

2. Dieléctricos sin pérdidas (o = O, € = £,€,, M = M, 1, O 0o < we) 
3. Dieléctricos disipativos (o + O, € = 8,8,, 4 = H, Ho) 

4. Buenos conductores (o = 00,5 = 8,, M = M,Mo O o >> we) 


donde w es la frecuencia angular de la onda. Por ser el caso más general, nos ocuparel 

en primer término de los dieléctricos disipativos, de los que sencillamente deduc 

a t mos los casos especiales 1, 2 y 4 modificando los valores de o,s y u: Sin embargo, ante 

| examinar el movimiento de ondas en esos diferentes medios, analizaremos las caract 
iHi OSN > ticas generales de las ondas, esenciales para comprender las ondas electromagné 
l i š lector versado en el concepto de ondas puede omitir el estudio de la sección 10.2. 


a 
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secciones finales de este capítulo se expondrán consideraciones de potencia, reflexión y 
transmisión entre dos medios distintos. 


El detallado conocimiento de la propagación de ondas electromagnéticas implica el de 
„las ondas en general. : 


20301 Ocurre movimiento:de:ondas cuando una perturbación en el punto A en el instante £, se 
relaciona con lo que sucede en el punto B en el instante £ > tg- Una ecuación de onda, 
como las ejemplificadas por las ecuaciones (9.51) y (9.52), es una ecuación diferencial 
parcial de segundo orden. En una dimensión, una ecuación escalar de onda adopta la 
forma de i 


FE osa E: 
ar? az? 


=0 > ' (10.1) 


donde u.es la velocidad de onda. La ecuación (10.1) es un caso especial de la ecuación 
(9.51), en la que.el medio carece de fuente (p, = 0, J = 0). Se le resuelve siguiendo un 
procedimiento similar al que se describió en el ejemplo 6.5. Sus soluciones son de la 


forma . 
REE ei pa (10.2a) 
= gl(z + ut) (10.25) 
o 
E = fQ 5.40 +,8(Z +, uet) , (10.2c) 


donde f y g denotan cualquier función de z — ut y z + ut, respectivamente. Son ejemplos de 
tales funciones z + ut, sen k(z + ut), cos k(z + ut) y eC +u), donde k es una constante. 
Podría demostrarse fácilmente que todas estas funciones satisfacen la ecuación (10.1). 

Si se adopta en particular la dependenpia:c de tiempo armónico (o sinusoidal) e”, la 
ecuación (10.1) se convierte en y 


dE, 


an E B.E,=0 (10.3) 


donde 8 = w/u y E, es la forma de fasor de E. La resolución de la ecuación (10.3) es se- 
mejante al caso C del ejemplo 6.5 [véase la ecuación (6.5.12)]. Habiendo insertado el fac- 
tor de tiempo, las posibles soluciones de la ecuación (10.3) son 


E+ = Aet Bz) (10.4a) 
$ E- = Belo! + Bz) (10.4b) 
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y 
E = Aei» -— pz) + Bello! + Bz) 


donde A y B son constantes reales. f 
Consideremos por el momento la solución formulada en la ecuación ao: 4a í 
ma la parte imaginaria de esta ecuación se obtiene 


E =: A sen (wt — Bz) 


Se ha optado por esta onda sinusoidal en razón de su simplicidad; de la elección 
parte real de la ecuación (10.4a) habría resultado una onda cosinusoidal. Repáre 
siguientes características de la onda expresada en la ecuación (10.5): 


1. Es armónica en el tiempo, ya que para arribar a tal ecuación se e adoptó la de 
dencia del tiempo e'””. 

2. A es la amplitud de la onda, de unidades iguales! a lasi de®. 

3. (wt — Bz) es la fase (en radianes) de la onda; depende del tiempo t y as 
ble espacial z. 

4. œ es la frecuencia angular (en radianes/segundo) y £ la constante de fase 0 1 
ro de onda (en radianes/metro). 


Dada su variación tanto con el tiempo £ como con la variable espacial z, E pu 
sentarse gráficamente como una función de t manteniendo constante z y vicevers 
figuras 10:1(a) y 10.1(b) aparecen los diagramas de E(z,t =-constante) y Elt, 
tante), respectivamente. En la primera de ellas se observa que la onda tarda en 
una distancia A, la que por este motivo recibe el nombre de longitud'de onda (e: 
En la segunda, la onda tarda en repetirse el tiempo T, el periodo (en segundo: 
que para que la onda recorra la distancia A a la velocidad u transcurre el tiempo 7 
suponer que 
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Cb) 


Figura 10.1. Diagrama de E(z,1) = A sen(wt — Bz): (a) con £ constante, 
(b) con z constante. 


de las ecuaciones (10.6) y (10.7) es de esperar que 


217 
A 


(10.8) 


La ecuación (10.8) indica que cualquiera que sea la distancia comprendida por su longi- 
tud, una onda sufre un cambio de fase de 277 radianes. 

.. Demostremos ahora que la onda representada por la ecuación (10.5) se desplaza a 
una velocidad u en la dirección +z. Para hacerlo se considera un punto fijo P en la onda 
y se traza la ecuación (10.5) en los instantes 1 = O, 7/4 y 7/2, como en la figura 10.2. En 
ésta es evidente que el punto P se mueve a lo largo de la dirección +z a medida que la 
onda avanza en el tiempo. El punto P es un punto de fase constante, de manera que 


Sa wi — Bz = constante 


=u (10.9) 


414 E 


PROPAGACIÓN DE ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


E Figura 10.2. Diagrama de 

$ E(z, £) = A sen(wt — Bz) e, 
instantes (a) ż = 0, (b) z 
(c) 1 = T/2; P se mueve a k 
de la dirección +z a una y 


\ 
(b) Ae T/4 
\ p 


RE 


(c) t= 1/2 


ecuación equivalente a la ecuación (10.7b). La ecuación (10.9) indica que la,on 
plaza a una velocidad u en la dirección +z. De la misma forma podría demos: 


dad u en la dirección —z. 
En suma, cabe señalar lo siguiente: 


1. Una onda es una función tanto del tiempo como del espacio. 
2. No tiene principio ni fin; el instante  — O se elige arbitrariamente como pun 

referencia. ; 
3. Cuando el signo de (ot - En = Bz) es negativo, la propagación: de la onda oc 


y gación ocurre en la dirección =z (onda dé retroceso d de marcha o y 
"4. Puesto que sen (=4) = —sen y = sen (y + m), mientras que cos(— Ha 


sen (Y + TAIRE cos y 
sen (y + m) = ='sen y 
cos (y += 71/2) = + sen y 


cos (y — m) = — cos y 


donde y = œt + Bz. Mediante la ecuación (10.10), toda onda armónica en el tiempo 
de representarse en forma de seno o coseno. 
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` Tabla 10.1. Espectro electromagnético. 


A _—  —  —————— ——————————————  — > oo o o o. gn a 


Fenómenos electromagnéticos Ejemplos de usos Intervalo de frecuencia aproximado 
ASA A AA A A 
Rayos cósmicos Física, astronomía 101 GHz y superior 
Rayos gamma Terapia contra el cáncer 1019—10" GHz 
Rayos X Examinación con rayos X 108-10 GHz 
Radiación ultravioleta Esterilización 10%—10% GHz 
Luz visible Visión humana 105—106 GHz 
Radiación infrarroja Fotografía 10?*—10* GHz 
“Microondas = Radares, relevadores de 3—300 GHz 
microondas, comunicación 
satelital 
Radioondas Televisión UHF 470—806 MHz 
Televisión VHF, radio FM 54—216 MHz 
‘Radio de onda corta 3—26 MHz 
Radio AM 535—1605 kHz 


La clasificación de múltiples frecuencias en orden numérico constituye un espectro. 
En la tabla 10.1 se detallan las frecuencias en que ocurren diversos tipos de energía en el 
espectro electromagnético. Las frecuencias útiles para la comunicación por radio ocurren 
cerca del extremo inferior del espectro. Conforme la frecuencia aumenta, la manifesta- 
ción de energía electromagnética comporta riesgos para los seres humanos.! Los hornos 
de microondas, por ejemplo, pueden ser peligrosos si no se les blinda adecuadamente. Las 
dificultades prácticas para el empleo de energía electromagnética con fines de comunica- 
ción también aumentan al incrementar la frecuencia, al grado de volver imposible el uso 
de tal energía. No obstante, el límite de la frecuencia utilizable se ha elevado gracias a 
mejores métodos de comunicación. Hoy los satélites de comunicación operan con fre- 
cuencias próximas a los 14 GHz. Esta frecuencia está aún muy por debajo de la de la luz, 
la que sin embargo ya se emplea para la radiocomunicación en el restringido ámbito 
de la fibra óptica.? 


El campo eléctrico en el vacío está dado por 
= 50 cos (10% + Bx) a, V/m 


a) Halle la dirección de la propagación de la onda. 
b) Calcule £ y el tiempo que tarda en recorrer una distancia de A/2. 
c) Trace la onda en 1 = 0, 7/4 y T/2. 


Solución: 


a) Del signo positivo en (wt + Bx) se infiere que la onda se propaga a lo largo de —a,. 
Esto se confirmará en el inciso c) de este ejemplo. 


1 Véase la edición especial de marzo de 1987 de la IEEE Engineering in Medicine and Biology 
Magazine sobre “Efectos de la radiación electromagnética”.. 

2 Véase la edición de octubre de 1980 de JEEE Proceedings sobre “Comunicaciones mediante fibra 
óptica”. 
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b) En el vacío, u = c. T 3 
mM 108 pea i 18 

3% 10% 3 Tova ui 


0 


B = 0.3333 rad/m 


Si T es el periodo de la onda, ésta tarda T segundos en recorrer una distancia A a a Ti 
locidad c. De ahí que en recorrer una distancia de A/2 tarde 


Le 127 ar 
y == AS e A = 31,42 
Lx 2 A 10% La ns 


Opcionalmente, y a causa de que la onda viaja a la velocidad de la luz Gi 


ra 


A ct 4 == 
SUSO ? ZE 
¡Pero' ; 
2711 
A = — = 6T 
B 
Por tanto, i 
6T 
fi = TIT = 31.42 
1 = 36x10  ? ma 
como se obtuvo anteriormente. E E s 
c) En t= 0, E, = 50 cos Bx 3 
En t= T/A, E, = 50 cos (o E + gx) = 50 cos (Bx + 7/2) 
= —50 sen 8x pa 
2717 : 
En t = T/2, ¡E,,7 SO cos |w- 2 + B% j] = 50 cos (BX tm) 
E —50 cos Bx 


“E, E= 0; 7/4, T/2 se traza contra x, como se observa en la figura 10.3. Nót 
púnto P en la onda (seleccionado arbitrariamente) se mueve a lo ada de a% 
mentarse £, lo que demuestra que la onda se desplaza a lo largo de —Aa. 3 
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y Figura 10.3. Para el ejemplo 10.1; 
la onda se desplaza a lo largo de —a,. 


/ 
50 
1) 
i y 


t=0 


Como se mencionó en la sección 10.1, la propagación de ondas en dieléctricos disipativos 
es un caso general del que pueden deducirse los casos especiales de la propagación de 
ondas en otros tipos de medios. Por tanto, está sección servirá de fundamento a las tres 
01) secciones posteriores. 7 


ojausi 3 
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H,(Alm) 


Figura 10.4. Para el e 


trico imperfecto o conductor imperfecto) en el que o + O, a diferencia de un « 
sin pérdidas (dieléctrico perfecto o buen dieléctrico), en el que o = O. f 
Considérese un medio dieléctrico disipativo lineal, isotrópico y homogéneo 


la tabla 9.2) se convierten en 


V-E,=0 
V-H=0 
VxE,= —jouH, 


V x H,= (0 + jos)E, 
Al tomar el rotacional de ambos miembros de la ecuación (10.13) se obtiene 
VxVXxE,= —jop V xH, 
La aplicación de la identidad vectorial 


VxVxA=V(V-A)—-V?A 


(10.14) produce 


T (AE) — VE, = —joplo + joe)E, 


donde 


ib 


Y = jopulo + joe) 
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3 a isoy donde y es la constante de propagación (por metro) del medio. Siguiendo un procedi- 
i miento semejante, es posible demostrar que'en cuanto al campo H, 


VH, — H,=0 (10.19) 
iso aa « 


Las ecuaciones (10.17) y (10.19) son las ecuaciones vectoriales homogéneas de Helmholtz, 
3 AS ecuaciones vectoriales de onda. La ecuación (10.17), por ejemplo, equivale en coorde- 
ios “¿hadas cartesianas a tres ecuaciones escalares de onda, una por cada componente de E a 
F ER alo largo de ay ay y az- 0 i j 

q. Puesto que en las ecuaciones (10.17) a (10.19) y es una cantidad compleja, conceda- 


mos que 3 


œ y B se obtienen de las ecuaciones (10.18) y (10.20), en el entendido de que 


Re y = pP -— 0? = we (10.21) 
siy ajhisi : i 
PIER E E op VAR (10.22) 


De las ecuaciones (10.21) y (10:22) se obtiene '' 


3 


(10.23) 


(10.24) 


Sin menoscabo de la generalización, si suponemos que la onda se propaga a lo largo 
de +a, y que E, sólo cuenta con la componente x, 


E, = E, (za, (10.25) 
La sustitución de esta expresión en la ecuación (10.17) resulta en 
WV — YESO (10.26) 


Por consiguiente, 


a 


[E - r |E) =0 (10.27) 
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La solución de esta ecuación escalar de onda, una ecuación diferencial linea + 
es (véase el caso B del ejemplo 6.5) t 


Elz) = E,e + Eje” 


donde E, y E¿ son constantes. El hecho de que el campo deba ser finito en el in 
pone que E, = O. Opcionalmente, y a causa de que e” denota una onda que 
a lo largo de —a, mientras que suponemos que la propagación de la onda oc 
gò de a,, E¿= 0. Desde cualquier punto de vista, así, E¿= O. De la inserción d 

tiempo el” en la ecuación (10.28) y el empleo de la ecuación (10.20) 'se Obtiene 


E(z, 1) = Re [E (DJe'“a,] = Re (Eye “eo PIa) i 


E(z,5 = E¿e”“cos(wt — Bz)a, 


En la figura 10.5 se presenta el diagrama de |E| en los instantes £ = O y £ = Ar. 
vista que E sólo cuenta con la componente x y se desplaza a lo largo de la dire 
Habiendo obtenido E(z, 1), H(z, 1) se obtiene con pasos similares mediante |; 
(10.19) o aplicando la ecuación (10.29) en combinación con las ecuaciones d 

como se hizo en el ejemplo 9.8. De un modo u otro se llega finalmente, a 3 


H(z, 1) = Re (H, e7 reio- Bda) 
donde 


y donde y es una cantidad compleja conocida como impedancia intrínseca (en ohm 
medio. Siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo 9.8, es posible demostrar qu 


—jop a 
= i — A. O = el 
n F In| 02 l7 | 


Figura 10.5. Campo E’ Esnia 
componente x en desplazami 
a lo largo de la dirección +z €l 
los instantes £ = O y £ = At; las 
indican valores instantáneos de 
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i mE iT € e 
Ip LAR (10.33) 
MESA 
we 
4 o donde O = 0, = 45?. Da sustitución de las ecuaciones ao. 31) y qro: 32) en la ecuación 
' (40. 30) da como resultado T i 


E, 


H = Re | e “gio Pz) a, | 


|n | e?» 


e” * cos(ut — Bz — 0,) a, (10.34) 


De las ecuaciones (10.29) y (10.34) se desprende que conforme la onda se propaga a lo 
largo de a,, su amplitud decrece o se atenúa en un factor e“, motivo por el cual æ reci- 
be el nombre de constante de atenuación o factor de atenuación del medio. Esta constan- 
te mide el índice espacial de la declinación de la onda en el medio y se enuncia en nepers 
por metro (Np/m) o en decibeles por metro (4B/m). Una atenuación de 1 neper equiva- 
le a una reducción de e”! del valor original, mientras que un incremento de 1 neper equi- 
vale a un aumento en un factor de e. En el caso del voltaje, así, 


1 Np = 20 logijo e = 8.686 dB (10.35) 


En cuanto a la ecuación (10.23), vale hacer notar que si a = 0, como es el caso tanto de 
un medio sin pérdidas como del vacío, œ = 0, de modo que la onda nose atenúa al pro- 
pagarse. La cantidad 8 es una medida del corrimiento de fase por longitud y se llama 
constante de fase o número de onda. En términos de ß, la velocidad de onda u y la longi- 
tud de onda A están dadas respectivamente por [véanse las ecuaciones (10.75) y (10.8)] 


w 2r 
u = — or e 

p: A B (10.36) 
Respecto de las ecuaciones (10.29) y (10.34) es posible observar asimismo que E y H 
están fuera de fase por 0,, en cualquier instante, a causa de la impedancia intrínseca com- 
pleja del medio. En cualquier momento, así, E se adelanta a H (o H se rezaga de E) por 
0, Señálese por último que, en un medio disipativo, la razón de la magnitud de la densi- 
dad de corriente de conducción J a la magnitud de la densidad de corriente de desplaza- 
miento Jņ; es - 


J E 
EA = JFE sl = Z= tano 
| Jas | |j¡w0sE, | we 
tano = — — ; (10.37) 
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donde tan 0 es la tangente de pérdida y 0 el ángulo de pérdida del medio, com: 
la figura 10.6. Aunque no es fácil trazar una línea de demarcación entre buen: 
res y dieléctricos disipativos, tan 0 o 0 pueden usarse para determinar cuán disi 
medio. Un medio es un buen dieléctrico (sin pérdidas o perfecto) si, en su 
de tan 0 es muy reducido (o < we), y un buen conductor si tan O es muy alto 
Desde el punto de vista de la propagación de ondas, el comportamiento caracte 
un medio depende no sólo de sus parámetros constitutivos o, e y 4, sino ta 
frecuencia de operación. Un buen conductor en bajas frecuencias podría ser u 


0 = 20n 


Con base en la ecuación (10.14) 


r jo 
VXx H, = (o + joe)E, = joe | 1 — — | E, 


we 
Df EF joe E; 
donde 
o 
y e' = 8,8” = d/w4, mientras que e, es la permitividad compleja del medio. Adviéj 


la razón de e” a e' es la tangente de pérdida del medio; es decir, 


tno=%=— 


medios, casos especiales del considerado en esta sección. Por tanto, de las fórmu 
nidas para este caso general deduciremos simplemente las que rigen en aquéllos 
comienda al estudiante no limitarse a memorizarlas, sino observar además 
obtención a Epa de las fórmulas relativas al caso general. 


Jasja e Figura 10.6. Ángulo de pérdida de un medi 
disipativo. 
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ndas planas en dieléctricos sin pérdidas 


En un dieléctrico sin pérdidas, o < we. Éste es un caso especial del referido en la sección 
10.3, salvo que 


(10.42) 
Al sustituir estos valores en las ecuaciones (10.23) y (10.24) se obtiene 
a = 0, B = wV pe (10.43a) 
$ w 1 2m 
u === 5 A = — 10.43b 
E" a B : > 


Asimismo, 


Esta situación puede interpretarse asimismo como un caso especial del descrito en la sec- 
ción 10.4. En consecuencia, basta reemplazar e por e, y 1 por H, en la ecuación (10.43) o 
sustituir directamente la ecuación (10.45) en las ecuaciones (10.23) y (10.24). De una u 
otra forma se obtiene 


a=0, B = wV hs. = — (10.464) 


(10.46b) 


—— =C, 
V Mo£o 


donde c = 3 x 108 m/s, la velocidad de la luz en el vacío. El hecho de que las ondas elec- 
tromagnéticas viajen en el vacío a la velocidad de la luz es importante, pues indica que la 
luz es manifestación de una onda electromagnética. En otras palabras, la luz es propia- 
mente electromagnética. 
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Al sustituir los parámetros constitutivos de la ecuación (10.45) ¡en 
(10.33), 0, = 0 y N = no donde n, es la impedancia intrínseca del vacío y está 


E = E, cos(wt — Bz) a, 


así, 
Es 
H = H, cos (wt.— Bz)a, = ma a — fBz)a, 
: o 


En la figura 10.7(a) aparece el diagrama de E y H. En general, si ap, ayy A, SO o 
unitarios a lo largo del campo E, el campo H y la dirección de propagación de la on 
posible demostrar que (véase el problema 10.14) 


a, X ag = Ay 


o 
a, Ay = —Az 
x Figura 10.7. (a) Diagrama de E y E 
como funciones de z en £ = 0; (b 
E = E, cos —Bz)a, Roi de E y H en z = 0. Las flechas ind 
xa — o aa valores instantáneos. a 
N A 1 


H = H, cos EFBz)a, 
(a) 


x 


E = E¿Cos wi a, 
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Los campos (u ondas electromagnéticas) tanto E como H son normales en cualquier pun- 
to a la dirección de propagación de onda a,. Esto significa que se sitúan en un plano 
2 transversal u ortogonal a esa dirección. Así, forman una onda electromagnética sin com- 
ponentes de campo eléctrico y magnético a lo largo de la dirección de propagación, 
llamada onda electromagnética transversal (ET). E y H son a su vez, y por separado, una 
onda plana uniforme, puesto que E (o H) mantiene igual magnitud a todo lo largo de un 
plano transversal, definido por z = constante. La dirección en la que apunta el campo 
eléctrico es la polarización de una onda ET? La onda de la ecuación (10.29), por ejemplo, 
está polarizada en la dirección de x. Esto se advierte en la figura 10.7(b), ilustrativa de 
ondas planas uniformes. La existencia física de una onda plana uniforme es imposible, ya 
que se extendería al infinito y representaría una energía infinita. Pese a su simplicidad, 
no carece de importancia pues sirve como aproximación de ondas prácticas —las proceden- 
tes de una antena de radio, por ejemplo— alejadas de fuentes de radiación. Aunque estas 
precisiones se refieren al vacío, también se aplican a cualquier otro medio isotrópico. 


. Ondas planas en buenos conductores 


Éste es otro caso especial del expuesto en la sección 10.3. Un conductor perfecto, o buen 
conductor, es aquel en el que o >> we, de modo que olws — œ; es decir, 


[o= E= eo, 1 = hok | (10.50) 


Así, las ecuaciones (10.23) y (10.24) se convierten en 


a=ß= eS = Vaifuo (10.51a) 
w 2w 2r 
= 2 = |2, r== 10.515 
A= po B ( ) 
Asimismo, 
n= = 45° (10.52) 


de modo que E se adelanta a H en 45”. Si 


E= E,e “cos(wr — Bz) a, (10.53a) 


3 En algunos textos la polarización se define de otra manera. 
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entonces 


5 


Eo 


— 8” * cos(ut = pz — 45°) a, 
[om 
o m 


i 


H = 


De esta forma, a medida que la onda E (o H) se desplaza en un medio conduc 
plitud es atenuada por el factor e-**. Indicada en la figura 10.8, la distancia . 
de la cual la amplitud de onda decrece en un factor e”! (alrededor de 37%), e 
didad pelicular o profundidad de penetración del medio; esto es, 


DN —1 
E,e ? = Ee 


La ecuación (10.54a) suele ser aplicable a cualquier medio material. En el 
buenos conductores, las ecuaciones (10.51a) y (10.54a) producen 


E 


V mfo 


E 


Con referencia a un buen conductor, la imagen contenida en la figura 10.8 res 

rada, pero la profundidad pelicular de un medio parcialmente conductor puede 
considerable. En cuanto a las ecuaciones (10.51a), (10.52) y (10.54b), alusivas toda 
a un buen conductor, ' 


1 , E i 
== TRI a 
n Ss Me nA 


Figura 10.8. Ilustración de la profundidad pelicul 


o 
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Tabla 10.2. Profundidad pelicular del cobre.* 


Frecuencia (Hz) 10 60 100 500 10* TO? 1039 


Profundidad pelicular (mm) 20.8 8.6 6.6 2.99 0.66 6.6 x 1073 6.6 x 10-74 


*En cobre, g = 5.8 x 107 mhos/m, 4 = Mo, 9 = 661/VF (en mm). 


Con relación asimismo a los buenos conductores, la ecuación (10.53a) puede expresarse 
como i 


E= Eje? cos( wr E z) a, 

lo que indica que 3 mide la disminución exponencial de la onda durante su recorrido por 
el conductor. En la tabla 10.2 se presenta la profundidad pelicular del cobre a varias 
frecuencias, la cual decrece al aumentar la frecuencia. Así, E y H difícilmente pueden 
propagarse a través de buenos conductores. 

El fenómeno por el que la intensidad de campo decrece rápidamente en un conduc- 
tor se conoce como efecto pelicular. Los campos y corrientes asociadas son confinados a 
una capa muy delgada (la “piel”) de la superficie del conductor. Respecto de un cable de 
radio a, por ejemplo, es válido suponer que, a altas frecuencias, toda la corriente fluye en 
el anillo circular de grosor ô que se muestra en la figura 10.9. El efecto pelicular —el cual 
adopta distintas apariencias en problemas tales como la atenuación en guías de ondas, la 
resistencia efectiva o en corriente alterna de líneas de transmisión y el blindaje electro- 
magnético— es útil en numerosas aplicaciones. Puesto que, por ejemplo, la plata presenta 
una profundidad pelicular muy reducida y es insignificante la diferencia de rendimiento 
entre un componente de plata pura y uno de cobre con revestimiento de plata suele 
recurrirse a éste para abatir el costo de materiales de componentes de guías de ondas. 
Esto explica asimismo que en las antenas exteriores de televisión se empleen conducto- 
res tubulares huecos en lugar de conductores sólidos. De igual manera, los aparatos eléc- 
tricos pueden ser protegidos eficazmente contra ondas electromagnéticas mediante 
cubiertas conductoras de apenas unas cuantas profundidades peliculares de grosor. 

La profundidad pelicular sirve para calcular la resistencia en corriente alterna debida 
al efecto pelicular. La resistencia de la ecuación (5.16) se llama resistencia en corriente di- 
recta; es decir, 


Ru = vs (5.16) 


Figura 10.9. Profundidad pelicular a altas 
frecuencias, 9 < a. 
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La resistencia superficial o pelicular R, (en (/m) es la parte real de la y de un buer 
ductor. Así, a partir de la ecuación (10.55) 


Ésta es la resistencia de una unidad de anchura y una unidad de longitud del. 
tor. Equivale a la resistencia en corriente directa de una unidad de longitud d 
ductor con área de sección transversal 1: x 9. Con referencia, así, a una anchur: 
longitud € dadas, la resistencia en corriente alterna se calcula recurriendo a la ya 
da relación de resistencia en corriente directa de la ecuación (5.16) y suponiendo 

uniforme de corriente en el conductor de grosor ð; esto es, : 


e, _. EE 


caow w 


ca 


donde S = ôw. Respecto de un cable conductor de radio a (fig. 10.9), w = 27ra, de m 


a Mio 
Ra' 0027498. a 
Ro izg ni) e28 
o garra 


Puesto que 3 a a altas frecuencias, esto indica que R., es mucho mayor que Ra 
neral, la razón de la resistencia en corriente alterna a la resistencia en corrient 
comienza en 1.0 en corriente directa y muy bajas frecuencias y crece conforme al 
la frecuencia. Asimismo, aun si la mayor parte de la corriente no está distribuida 
mente en un conductor de 53 de grosor, la pérdida de potencia es la misma que s 
estuviera distribuida uniformemente en un grosor de ô y cero. Ésta es una razón m 
que a Y se le denomine profundidad pelicular. le 


LU Un dieléctrico disipativo tiene una impedancia intrínseca de 200 /307 Q en una fr 
cia particular. Si, en esa frecuencia, la onda plana que se propaga por el dieléctri 
como componente de campo magnético 


1 
H= 0e 41 cos( ot =z Za) a, A/m 


halle E y œ. Determine la profundidad pelicular y la polarización de la onda. 


Solución: 
La onda dada se desplaza a lo largo de a,, de modo que a, = a,; ay = a,, de forma ( 


—Ag = A, X ay = a, X a, = a, 
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Asimismo, H, = 10, de manera que 


E y t 
e Ey = 200 /30* =200 ei7!6 —> E, = 2000e/”/6 
o 4 € 


Salvo por su diferencia de amplitud y fase, E y H tienen siempre la misma forma. Por tanto, 


E = Re (2000€/7e-*ejivla,) 


x 


387 
E Z )a,kV/m 


E= —2e > cos( ot = 


En conocimiento de que 6 = 1/2, es preciso determinar œ. Puesto que 


ao | 1 [E]. -1] 


"a o < 
Sin embargo, ¿Zg = tan 20, = tan 60° = V3 . En consecuencia, 


a= = 2V3 = 3.464 m | 
f 


La onda tiene una componente E; así, está polarizada a lo largo de la dirección de z. 
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“Ejemplo 10.3 
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Ej reicio 102 Pr eri WA PER E EA Okei Pa $ 


Una onda a propaga porn: medio 
sen Got = - Bz a,V/m. Determine a 


Jaon e, = 8, u, = 2 tien 


E ÍA is 3 Saje 
0 2) Para E rad/m, b 
y e) 2.8177 sen( AC 


3 Sup Ea a ASAS OR 


AA 
POOR OO Mi FS 


ora 


En un medio sin pérdidas en el que y = 607r, u, = 1 y H = —0.1 cos (wt — z) a, + 0:58 
(œt — z)a, A/m, calcule e,, w y E. 


Solución: 
En este caso, ø = 0, & = 0 y B = 1, de modo que 


Eo Ve, 
o 
a PE. E e os e cil 
n 6077 
w 2w 
B = oNV ue = Vos. Vure, = E V4 = 2 
o 


1(3 x 108 
q E A x 10% rad/s 


A partir del campo MH dado, E puede calcularse de dos maneras: mediante las técnic 
sarrolladas en este capítulo (basadas en las ecuaciones de Maxwell) o usando directa 
mente las ecuaciones de Maxwell, como en el capítulo anterior. 


Método 1. Para emplear las técnicas desarrolladas en este capítulo, sea 


E =H, +H, 
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donde H, = —0.1 cos (wt — z) a, y H = 0.5 sen (wt — z) a, y el campo eléctrico corres- 
pondiente 


i - E-E,+E, 


donde E, = E,, COS (æt — z) ag, y E, = Ez, sen (wt — z) as, Nótese que aunque H tiene 
componentes a lo largo de a, y a,, no tiene ninguno a lo largo de la dirección de propa- 
gación; se trata en consecuencia de una onda ET. 

En el caso de E,, 


az, = (a, X ap) =-—(a,x-—a)=a, 
Eio = N Hio = 6071 (0.1) = 67 
Por tanto, 
E, = 6r cos (wt — z) a, 
En el caso de E,, 
az = (a, X Az) = — (a, X a,) = a, 
Ez. = n Ho = 607 (0.5) = 307 
Por tanto, 
E, = 307 sen (wt — z)a, 
La adición de E, y E, da como resultado E; es decir, 
E = 94.25 sen (1.5 XxX 10% — z) a, + 18.85 cos (1.5 X 10% — z) a, V/m 


Método 2. Es posible aplicar directamente las ecuaciones de Maxwell. 


PTE — E=¿fvx Ha 


porque a = O. Pero 


9 ð 9 


ax dy əz 9H, ðH, 
vV xH= = — ” 
S HEY D az” az > 


= H, Cos (wt — z) a, + Hio sen (ot — za, 
donde A,, = 0.1 y Ha, = 0.5. Por consiguiente, 


Hs 


LH, 
29 Z cos (wt — z) a, 


E=} |vxna -= sen (wt — z) a, — 


= 94.25 sen (wt — z) a, + 18.85 cos (wt — z) a, V/m 


como era de esperar. 
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Ejemplo 10.4 
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Una onda plana uniforme que se propaga en cierto medio tiene 
E = 2e * sen (10% — Bz) a, V/m. 


Si el medio se caracteriza por e, = 1,11, = 20 y æ = 3 mhos/m, halle œ, 8 y 


H 
i 
i 
x] 
f 
1 
p 


Solución: 


Para saber si el medio es un dieléctrico disipativo o un buen conductor debe d 
se la tangente de pérdida. 


T E N | 
i 10 x= 1 pe | 
. 3677 


lo que indica que el medio es un buen conductor en la frecuencia de operación. 


_ a fuwo _ == x 107 x Sana | 
PN a S 2 | 


= 61.4 

a = 61.4 Np/m, B = 61.4 rad/m 
Asimismo, j 
ala ES x107” <.20(10*) que | 
ai= E > 3 | 
[80077 | 
_ i 
3 "E 
o | 


tan 20, = E 3393 > 0, = 45° = 7/4 


En consecuencia, h - | 


H = H,¿e” “sen Cor = Bz == z) ay | 
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donde 
Ay = a, <a¿=a,xa,=-—a, 

y 

E 3 

H, = == =— = 69.1 x 10? 
> Ti ed y 
Así, i 
H = -—69.1 e 1% sen (10% — 61.42z — z) a, mA/m 
Ejercicio 10.4 
: ¡rección +y en un “medio disipativo (e, = 4, 
cos Gart A 


arh 4)a, V/m en ) y = 0. Determine 
O 


PEPE 


aplitud s Teduzca 40%. 


SPI: 4 


Respuestas: a) 2.787a, V/m, b) 8.325 mm, c) 542 mm y d) —4.71a, mA/m. 


Una onda plana E = E, cos (wt — Bz) a, incide en un buen conductor en z = O. Halle la 


densidad de corriente en el conductor. 


Solución: 
Puesto que la densidad de corriente J = 


oE, es de esperar que J satisfaga la ecuación de 


onda formulada en la ecuación (10.17); es decir, 


v23, — 


23,=0 


Asimismo, la E incidente cuenta sólo con componente x y varía con z. Por tanto, 


J = J (2,8) a, y 


la cual es una ecuación diferencial ordinaria cuya solución es (véase el caso B del 


ejemplo 6.5) 


as 


= Ae Y? + Bety 
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Ejemplo 10.6 
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La constante B debe ser de cero porque J, es finita cuando z — oo. Pero 
ductor, o >> we de manera que & = B = Ye. Por tanto, 


(1>+) 


y = a+ jB= a + j) => 


le 


Te = Ae “241 + D/8 


Ls T J0) era LEN 


donde J, (0) es la densidad de corriente en la superficie del conductor. 


Ejercicio los 


E Da a ES TE PODES El na adi 


A Con relación La la. densidad de corriente. del sed 10.5 


LEET 


corriente total a través de una franja del conductor e N 


Con referencia al cable coaxial de cobre mostrado en la figura 7.12, sea a = 2 mm, b 
y 1 = 1 mm. Calcule la resistencia de 2 m de longitud del cable en corriente d 
100 MHz. 


Solución: 
Sea 
R=R,+R; 


donde R, y R; son las resistencias de los conductores externo e interno. 
En corriente directa, 


€ e y 
Ma AA E 1077[2 x 10312 — PP. ma 
UA A £ E R 
29 0S  or[[b+ 1]? — b?] or[2 + 2bt] 
~ 2 
5.8 xX107[1 +12] x 107° 
= 0.8429 mQ 


Por tanto, R¿¿ = 2.744 + 0.8429 = 3.587 mQ 
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“En f = 100 MHz, 


R= RE € ESAS E mfy 
i w osma 2ra ao 
s 2 [m x 10" x 4r x 107 
2r x 2. x 107? 58, 107 
= 0.41 Q 


Presto que ô = 6.6 um < t = 1mm, w = 27rb respecto del conductor externo. Por tanto, 


RAI) E Tfu 


Ram > Db o 
"e 2 i [m < 10 x 4r x 107 
Zar -X 6-X:107? 7 5:8 x 107 
= 0.1384 Q 


En consecuencia, 

= 0.41 + 0.1384 = 0.5484 Q 
valor superior en aproximadamente-150 veces al de R¿¿: Con relación, así, a la misma co- 
rriente efectiva i, la pérdida óhmica (R) del cable a 100 MHz es mucho mayor que la 
_ pérdida de potencia en corriente directa, en un factor de 150. 


snsido S92.0b: SSi o1 das Es asias ?s ib Bi shoaermajos ls sata tés 
Ejercicio 10.6 E a e $ 


“Respecto de un. Arae G aluminio- con diámetro de 2.6 mm, calcule la razón de 
resistencia en corriente alterna a resistencia en corriente directa a 
Aa) 10 MHz 
a 2.GHz 


lino 


ofri ia S132% 


“Potencia y el vector de Poynting 


Como ya se mencionó, por medio de ondas electromagnéticas es posible transportar 
energía de un punto (sede de un transmisor) a otro (con un receptor). La rapidez de tal 
transmisión de energía puede obtenerse de las ecuaciones de Maxwell: 


se aea .58 
v E = —y af (10.58a) 


VxMH=oE+ e > (10.58b) 
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De la multiplicación de ambos miembros de la ecuación (10.58b) por, E Se ob 


E-(VxH)=0E?+E- eE i 


Pero en todo campo vectorial A y B (véase el apéndice A.10) 


A E 


yB = p da-como resultado 


H-(V XE) + V-(HxE) =0E? +E- E 
Con base en la ecuación (10.58a), l í j 
f 
H - x< = a| pE.) = E i 
H- (V x E) H ( pZ m) 2 at 2 i- H) i 
de modo que la ecuación (10.60) se convierte en 
u ðH? ay E ES S 
—— ——— = + — 
FG ANO A) 0 2 


z z E: fd dage i Li fi 2 

t (E x H) dv aee: +3 4H dv OE? dv 
Al aplicar el teorema de la divergencia al miembro izquierdo se obtiene 

$ (Ex HH) - dS = a [3 sEUMmT z2] dyis f SE? dv 

A PS des cipalo pusioassis 
1 y 4 3 
Potencia Rapidez de decremento Potencia Óhmica 
total que sale = de la energía almacenada en s disipada 


del volumen los campos eléctrico y magnético 


mentos de conservación de energía o he il a campos electromagnéticos. El pri 
no del miembro derecho de esta ecuación es la rapidez de decremento de 1 
almacenada en los campos eléctrico y magnético, y el segundo la potencia disipa: 
de que el medio es un conductor (o. +0). La cantidad E.X H en el miembro izqui 
vector de Poynting P (el cual se mide en watts por metro cuadrado Ena D; es de 


4Así llamado en honor de J. H. Poynting, quien lo formuló en “On the transfer of energy i in tl 
tromagnetic field”, Phil. Trans., vol. 174, 1883, p- 343. l 
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Esto representa el vector instantáneo de densidad de potencia asociado con el campo 
electromagnético en un punto dado. La integración del vector de Poynting sobre cual- 
quier superficie cerrada da como resultado la potencia neta que sale de esa superficie. 


Este teorema se ilustra en la figura 10.10. 
Cabe señalar que P es normal tanto a E como a H y ocurre, por tanto, a lo largo de 
la dirección de propagación de onda a, en el caso de ondas planas uniformes. Así, 


a, = az X ay id . (10.49) 
El hecho de que P apunte a lo largo de a, provocó que el nombre de este vector degene- 
rara en vector de apuntamiento (pointing, en inglés). 
Si suponemos de nuevo que 
E(z,1) = E¿e “cos (wt — Bz)a, 
entonces 


H(z, t) = = cos (wt — Bz — 6,)a, 


n| 


potenca de slida Figura 10.10. Ilustración del equilibrio de 
potencia en campos electromagnéticos. 
¿3 Pérdidas Óóhmicas 


J 
i EAA > f ue 1 
` Energía eléctrica e A 
ia f Energía magnética 
almacenada 


Potencia de entrada - 
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Ejemplo 10.7 
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y 


LEE 


bid lnl 


giaz eos (wt — Bz) cos (wt — BZ — 0,)a. 


=3 ni e 24% [cos-0, + cos (2wt — 2Bz — 0)]a, 


puesto que cos A cos B = 3 [cos (A — B) + cos (A +.B)]. Para determinar el 
Poynting promedio temporal Porom (7) (en W/m), de mayor valor práctico que 


de Poynting instantáneo kj £), la ecuación (10.66) se integra sobre el periodo 
es decir, 


€ -pT 
Poron (z) = E f P(z, t) dt 
T, 


Es posible demostrar (véase el problema 10.28) que esto equivale a 


1 
oro (E) Ei 2 Re (E, x H:+) 


Al sustituir la ecuación (10.66) en la ecuación (10.67) se obtiene 


2 


Boise a; 
Promt z) ee | pe 


21m 


La potencia promedio temporal total que atraviesa una superficie S determinac 
dada por 


P prom — f Piin E ds 
Ss 


Repárese en la diferencia entre P, Porco Y P prom: PG y, 7, £) es el vector de Poyn 
watts/metro y varía en el tiempo. Porom(X> y, z) también se mide- en watts/metro y es 


prom 


P es la potencia promedio temporal total a través de una superficie, en wat 
escalar. ; 


En un medio no magnético 


E = 4 sen (2m XxX 107% — 0.8x) a, V/m 
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Halle 


a) e, 7 
b) La potencia promedio temporal que porta la onda. 
c) La potencia total que atraviesa 100 cm? del plano 2x + y = 5. 


Solución: 


a) Puesto que &œ = 0 y B + w/c, el medio de referencia no es el vacío, sino un medio sin 
pérdidas. 


B = 0.8, w = 2r x 10”, 4 = Ho (no magnético), E = £E, 
Por tanto, 


B — YES HE E N MEE, == = Va, 


Vo BE 7086 105) 12 


w 27 x 107 ar 
e, = 14.59 
yw p Ho 1207 Misis 2 
n= SS e VE 1207 12 107 
= 98.7 Q 
El 
b) = E x H= n e ot — Bx) a, 
L. E? 16 
Baron = F | Par = 2m = 2x 10n *" 


= 81 a, mW/m? 
c) En el plano 2x + y = 5 (véanse los ejemplos 3.5 u 8.5), 


2a, + a, 
a, = ——== 
V5 
Así, la potencia total es 


F losn = ¡pa + dS = Porom -San 


2a, + a] 


= (81 x 207a J- (100 X T04 [ 
( è Dad ) VE 

: aj SST e 

ps 162 x 10 = 724.5 uW 


V5 
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Hasta aquí hemos considerado ondas planas uniformes que se desplazan en me: 
mogéneos ilimitados. Pero cuando una onda plana procedente de cierto medio se 
tra con un medio diferente, es parcialmente reflejada y parcialmente transmi 
proporción de la onda incidente por ser reflejada y por ser transmitida depend 
parámetros constitutivos (e, 4, o) de los dos medios implicados. Aquí supondre: 
el plano de la onda incidente es normal a la frontera entre los medios; la inciden: 
cua de ondas planas se tratará en la sección siguiente, una vez comprendido el 
simple, de la incidencia normal. 

Supongamos que una onda plana que se propaga a lo largo de la dirección +z 
en forma normal en la frontera z = O entre el medio 1 (z < 0), caracterizado por 
141, y el medio 2 (z > O), caracterizado por 9, €, Y H2, COMO se muestra en la figura 
En ésta, los subíndices į, r y t denotan las ondas incidente, reflejada y transmitida, 
tivamente. Las ondas incidente, reflejada y transmitida que aparecen en la figura 1 
obtienen de la siguiente manera: CH 


Onda incidente: nad 


K7 


(E,, H,) se desplaza a lo largo de. +a, en el medio 1. Si se suprime el factor de tiemp 
y se supone que 


entonces 


Onda reflejada: 


(E,, H,) se desplaza a 19 largo de —a, en el medio 1. Si 


E, (z) = E, yea, 
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Figura 10.11. Onda plana de incidencia normal en una interfaz 
entre dos medios distintos. 


entonces 


E 
Ad EA) = — 207 ta (10.74) 


donde E, se halla presumiblemente a lo largo de a,; supondremos en forma sistemática 
que, en incidencia normal, E,, E, y E, tienen la misma polarización. 
Onda transmitida: 
(E,, H,) se desplaza a lo largo de +a, en el medio 2. Si 

E, (z7) = Eve *” ay (10.75) 
entonces 


Eso 
e YA a 10.76 
Ta > C ) 


H, (z) z EEG Ye a, == 


En las ecuaciones (10.71) a (10.76), E,,, E,, y E, son las magnitudes en z = O de los cam- 
pos eléctricos incidente, reflejado y transmitido, respectivamente. 

Adviértase en la figura 10.11 que el campo total en el medio 1 comprende los cam- 
pos tanto incidente como reflejado, mientras que el medio 2 sólo contiene al campo trans- 
mitido; es decir, + i j “5 ¡ 
uno i E, = E,+ E, o H, = H, +H, 


4 


En la interfaz z = O, las condiciones en la frontera exigen que las componentes tangen- 
` ciales de los campos E y H sean continuas. Puesto que las ondas son transversales, los 
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campos E y H son enteramente tangenciales a la interfaz. En z = O, así, Eitan 
Hian ~ Hoan implican que E 
E,(0) T E,(0) E E,(0) —> Eio T Eso i Eo 


EL(0) + (0) = H(0) > e E E 
Th Ta 


A partir de las ecuaciones (10.77) y (10.78) se obtiene 


— > A 
E TT + Eio 
k 2 
N2 
E E Er 
aii Ta T M 


Con base en las ecuaciones (10.79) y (10.80), el coeficiente de reflexión T y el 
de transmisión T se definen como 


o 
Es. = TE, 
y: 
pa Eso 2 2772 
Eio Ta + Th 
o 


Cabe hacer notar que 


As. LA PR 
2. Tanto I como t son adimensionales y pueden ser complejos. 
3. 0-=4T|:=:1 


El caso hasta aquí expuesto es el general. Consideremos ahora un caso especial, en €) 
el medio 1 es un dieléctrico perfecto (sin pérdidas, o, = 0) y el medio:2 un conducto 
fecto (a, = 00). En estas circunstancias, ņ = 0; así, PT = —1 y Tr = O, lo que indica qü 
onda es totalmente reflejada. Esto no es de sorprender, puesto que en un conduc 
fecto los campos tienden a cero, de modo que es imposible que exista una onda 
tida (E, = 0). La onda totalmente reflejada se une con la onda incidente para fo 
onda estacionaria. Como su nombre lo indica, una onda estacionaria se “estacion 
viaja, ya que se compone de dos ondas en movimiento (E, y E,) de igual amplitu 
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campos E y H son enteramente tangenciales a la interfaz. En z = O, así, Esa: 
Hian ~ Hoan implican que E 
E,(0) T E,(0) E E,(0) —> Eio T Eso i Eo 


EL(0) + (0) = H(0) > e E E 
Th Ta 


A partir de las ecuaciones (10.77) y (10.78) se obtiene 


— > A 
E TT + Eio 
k 2 
Eo = — 2 Ee 
Ta T M 


Con base en las ecuaciones (10.79) y (10.80), el coeficiente de reflexión T y el 
de transmisión T se definen como 


o 
Es. = TE, 
y: 
pa Eso 2 2772 
Eio Ta + Th 
o 


Cabe hacer notar que 


As. LA PR 
2. Tanto I como t son adimensionales y pueden ser complejos. 
3. 0-=4T|:=:1 


El caso hasta aquí expuesto es el general. Consideremos ahora un caso especial, en €) 
el medio 1 es un dieléctrico perfecto (sin pérdidas, o, = 0) y el medio:2 un conducto 
fecto (a, = 00). En estas circunstancias, ņ = 0; así, PT = —1 y Tr = O, lo que indica qü 
onda es totalmente reflejada. Esto no es de sorprender, puesto que en un conduc 
fecto los campos tienden a cero, de modo que es imposible que exista una onda 
tida (E, = 0). La onda totalmente reflejada se une con la onda incidente para fo 
onda estacionaria. Como su nombre lo indica, una onda estacionaria se “estacion 
viaja, ya que se compone de dos ondas en movimiento (E, y E,) de igual amplitu 
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ere 


¿Sim < Mmr <= O. En este caso, la ubicación de los valores máximos de [E| está 
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Figura 10.12. Ondas estacionarias E = 2E, sen f,z sen wt a,; 
las curvas 0,1,2,3,4,. . ., corresponden a los momentos 
1=0, 7/8, T/4,3T/8, T712, - - -, respectivamente; A = 27r/ßB,- 


y que los valores mínimos de [E| ocurren en 


—BiZmín = (2n + DS 


p _Qn + e q _Qn + £) mn 
Zmáx 7 — BB E A Pda 


Te? 


E 0 Le A 


Caso B 


la ecuación (10.89), y la de sus valores mínimos por la ecuación (10.88), como s 
en la figura 10.13. Conviene señalar que 


1. El valor mínimo de |H,| ocurre en asociación con el valor máximo de | E] 
ceversa. 

2. La onda transmitida (no representada en la figura 10.13) en el medio 
onda puramente móvil, de manera que en esa región no hay valores má 
mínimos. riži i E NoE; 5 , 


La razón de |E; |max 2 |Eilmm (O de |H;|max a Ml) se lama razón de onda estac 
es decir, MESA ng 


Bo PE 


E: Pr] 
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Figura 10.13. Ondas estacionarias debida a reflexión en una interfaz 
entre dos medios sin pérdidas; A = 271 /B,. 


Sib! 


E] = TE (10.91) 


Puesto que |T| = 1 de ello se desprende que 1 = s = œ. La razón de onda estacionaria es 
adimensional y suele expresarse en decibeles (dB), de esta forma: 


s en dB = 20 logio $ (10.92) 


En el vacío (z = 0), una onda plana con 


H = 10 cos (10% — Bz) a, mA/m 


incide normalmente en un medio sin pérdidas (e = 2s,, 4 = 84o) en la región z = 0. De- 
termine la onda reflejada H,, E, y la onda transmitida H,, E,. 


Solución: 


Este problema puede resolverse de dos maneras. 


Método 1. Considérese que la figura 10.14 ilustra este problema. Con referencia al vacío, 
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Figura 10.14. Para el ejemplo 10.8. 


| Con referencia al medio dieléctrico sin pérdidas, - 


| > s Bz = V 00M Hono v (4) = 4B1 =ź4 


H 
ps VE o 


Puesto que H, = 10 cos (10% — f,z) a,, es de esperar que 


E, = E,,cos (10% — Biz) az, 


donde 
Az = ap, X A, = AX a, = TA, 
y 
Eio i NH io = 10 Yo 
Por tanto, 
E, = —10n, cos (10% .— Bız) a, mV/m 
Ahora bien, 
Ba o A a lo a 
Eio n2 + m 20 + No 3 
e T 


E, = -12 No COS (10% + 22) a, mV/m 
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de donde es fácil obtener H,, en esta forma: 


H, = -12 cos (10% -= 22) a, mA/m 
De modo similar, : 
E 4 Es 
Eomrmirr=d o m=in 
Así, 
E, = E, cos(10% — B22) az, 
donde Az = Ag = — A,- En consecuencia, 
40 4 
E= —-3 Mo COS Core = £) a, mV/m 


de lo que resulta 


H, = 2 cos (10% — 22) a, mA/m 


Método 2. Opcionalmente, es posible obtener H, y H, directamente de H, mediante 


E a a ES A, A Ti 
land Dai traia 
Así, 
ai 10 
Hro = -3 Hio= -3 
= A Ma 2 20 
He = 3 2. Hio = 3 Hio = 3 
Y 
10 a 
H, = ——-cos (10% + Bız) a, mA/m 


3 


H, = ES cos (10% — B2z) a, mA/m 


como se obtuvo antes. 
Nótese que de esta forma quedan satisfechas en z = O las condiciones en la frontera, 


E,(0) + E,(0) = E,(0) = — no cos (10%) a, 
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Ejemplo 10.9 


y 


las cuales pueden utilizarse invariablemente para la comprobación cruzada de E y 
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H,(0) + H,(0) = Ħ,(0) = 20 cos (10%5)a, 


Ejercicio * 10.8 sueo 


Ea a, V/m en el vacío inci 
didas y de gran tamaño 


A 5 GHz, una o uniforme E,, = 
mente en una lámina « ctrica sin : é 
e Ago u= Hor -Halle la Sada se lejada 


Respuesta: —3. 333 Ue y Ha: soor elo(—185) a, V/m, donde 
B2 = 2ß, = 2007/3. 


Dada una onda plana uniforme en el aire como 


E, = 40 cos (wt — Bz) a, + 30 sen (wt — Bz) a, V/m 

a) Halle H.. 

b) Si esta onda se encuentra con una placa perfectamente conductora normal al ej je 
z = 0, halle la onda reflejada E, y HL. 

c) ¿Cuáles son los campos totales E y Hen z = 0? 

d) Calcule los vectores de Poynting promedio temporal en z = 0 y z = 0. 


Solución: 


a) Este problema se asemeja al formulado en el ejemplo 10.3. La onda puede de 
nerse en dos ondas E, y Ep, donde 


E, = 40 cos (œt — Bz) a,, E, = 30 sen (wt — Bz) a, 


donde 


Plis A A 
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Por tanto, 


Ha = 35 cos (wt — Bz) a, 


De igual forma, 


Hz = H zo sen (wt — Pz) an, 


donde 
Eio 30 1 
Hao = my 1207 47 
Ay, = Ax X ag = a, X a, = —ax 
Así, 
H, = Ese (ot — Bz)a 
12 ArT x 
y 


H; = HA, + MH, 


1 1 
ras (œt — Bz) ax + 37.295 (ot — Bz) a, mA/m 


Este problema también puede resolverse siguiendo el método 2 del ejemplo 10.3. 
b) Puesto que el medio 2 es un conductor perfecto, 


O`: £ 
E > 1 > m<m 


esto es, — 


4 


T == =0. o 

lo que indica que los campos incidentes E y H son totalmente reflejados. 
Ej =T Er = Ej 

Por tanto, 


mO 


E, = —40 cos (wt + Bz) a, — 30 sen (wt + Bz) a, V/m 


“H, puede hallarse a partir de E, justo como se hizo en el inciso a) de este mismo ejemplo 
o a partir de H; siguiendo el método 2 del ejemplo anterior. Cualquiera que sea el proce- 
dimiento, se obtiene rea "Ha pi] 
| | E o O a ARA A/m 
a 3m s y ArT sd Z)ax 
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c) Es posible demostrar que, en el aire, los campos totales 


E, =E,+E, y H; = H, + H, 
pueden formar una onda estacionaria. En el conductor, los campos totalek son 
E- = E, =0, H=H,=0 

d) Enz =0, 


EA Id E 
lprom — 27 a. T E [Era 70122] 


[(40? + 30%a. — (40? + 30%a.] . 


e 
=0 
En z =0, x 
| E», 1? Ez, 
= ma = La, = 0 
Prorom 2» az 22 z 


porque la potencia incidente es reflejada en su totalidad. 


Ejercicio 10.9 AS PERIS 


La onda plana E = SO sen (wt — a) a, V/m en un medio sin pérdid: 
€ = £.) se encuentra con un medio disipativo Gu = Mo E = ley, o = 
normal al eje x enx: = 0. Halle- A ; i 


Da) i,r y isisaistol 102 My Y 23919bioni 20GM59 201 opp Soibmi ohp ol 
DJE yH a =,al=.2 
c) E, y H, f re $ 51 OTHE OT 
=d) Los vectores de Poynting Brondi tenpoa en ambas regiones. } 
MAY a (540 to 192 OS AA 8 SA F 40) 200 OR m ¿A | 3 
aa ic a) 0.8186 JATA 12., 0.2295, 433.56?,10.025, b) 40.93 sen: (cr 
partapleno 10117149) ay V/m] 54.3 sen (ot. bxw 171:99)/a, mA m | 


(cor — 7.826x — 4. oha a, i. PAD y d) 0.5469 a, W/m2, O. 
ENAR RGA E `C 142:04x) a, WDB. + 10) 209 — HH 


pu 


c) 11.47 e *Esen (wt — 7.826x + 33:567) a, V/m'120.2 e a poz 
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. Reflexión de una onda plana | 
cidencia oblicua | 


Consideremos ahora una situación más general que la descrita en la sección 10.8. Para | 
simplificar el análisis, supondremos que tratamos con medios sin pérdidas. (Bastaría | 
reemplazar s por e, para prolongar el análisis a medios disipativos.) Es posible demostrar f 
(véanse los problemas 10.14 y 10. 15) que una onda plana uniforme adopta la forma ge- 

neral de 


E(r, 1) = E, cos(k - pa æt) (10.93) 
= Re [E eime] 
donde r = xa, + ya, + za, es el radio o vector de posición y k = ka; + ka, + ka, el vec- | 
tor de número de onda o vector de propagación; k sigue siempre la dirección de] propaga- 
ción de la onda. La magnitud de k se relaciona con w de acuerdo con la relación de 
dispersión 
k? = k? + K? + k} = w0pues (10.94) 


En medios sin pérdidas, así, k es en esencia lo que £ en las secciones anteriores. Dada la 
forma general de E de la ecuación (10.93), las ecuaciones de Maxwell se reducen a 


k xE = wuMóH (10.95a) 
k x H = —weE (10.95b) 
k-H=0 aa (10.95c) 
k-E=0 (10.95d) 


lo que indica que 1. E, H y k son mutuamente ortogonales y 2. E y H se sitúan en el plano 
k -r = kax + ky + k,z = constante 


Con base en la ecuación (10.95a), el campo H correspondiente al campo E de la ecuación 
(10.93) es 
xE i 
Re A (10.96) 
wy n 


Habiendo expresado E y H en forma general, consideremos ahora la incidencia | 
oblicua de una onda plana uniforme en una frontera plana, como se ilustra en la figura 
10.15(a). El plano definido por el vector de propagación k y un vector unitario a,, nor- 
mal a la frontera se llama plano de incidencia. El ángulo e entre k y a, es el ángulo de 
incidencia. 

«También en este caso las ondas incidente y reflejada se encuentran en el medio 1, y 
Dio la onda transmitida (o refractada) en el medio 2. Sea 


l 
E, = E, cos (kax + kyy + kuz — ow;t) (10.97a) | 
E, =E o COS (E T ES e em w,t) (10.97b) | 
E, = E,, cos (k,x + kyy + kez — æt) (10.97c) || 
Ú 
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Medio 1 (e, 4) 


ia. 


Medio 2 (6, 


k¿=Bj 
PB, sen 6, 


Ki, = B, cos 6, Kz = B2 COS 0, 
cb) 


Figura 10.15. Incidencia oblicua de una onda plana: (a) ilustración de 
0, 0, y 0; (b) ilustración de las componentes normal y tangencial de k. 


donde k; k, y k, con sus componentes normal y tangencial se muestran en- 
10.15(b). Puesto que la componente tangencial de E debe ser continua en la fronte: 


E(z = 0) + E,(Z = 0) = Ez = 0) 


Para que las ondas representadas por la ecuación (10.97) cumplan esta condici 
9i frontera respecto de todas las x y y es indispensable que 


L 0,3. 0, 0, Tr 0 
2. Ki = Ki Ki Ki 
3. Ki = Ki = ky = Kyo i i ; 


La condición 1 implica que la frecuencia no cambie. Las condiciones 2 y 3 (llama 

diciones de acoplamiento de fase), requieren que las componentes tangenciales de ] 
tores de propagación sean continuas. Esto significa que los vectores de propaga: 
y k, deben situarse en el plano de incidencia. Así, por efecto de las condiciones 


k; sen 0,= k,sen 0, 
k; sen 0,= k,sen 0, 
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reflexión y O, el ángulo de transmisión. Sin embargo, en el caso 
ki => k, = Bı = (0) 1E (10.101a) 
k, = B2 = wV pes (10.1015) 

a 410.99) y (10.101a) se desprende claramente que 


0102) 


A ángulo de reflexión 0, es igual al ángulo de incidencia 0, como en Ópti- 
lento asimismo en las ecuaciones (10.100) y (10.101), 


Y 


Sen A A A En (10.103) 


a i 
/k es la velocidad de fase. La ecuación (10.103) es la conocida ley de Snell, la 


expresarse como 
| n, sen 0; = n, sen 6, (10.104) 


1 = CV ye, = c/u, y n2¿= CN Mo€2z = c/uz son los índices de refracción de los 


AD 


Te ón base en estas generalidades preliminares sobre la incidencia oblicua, considere- 
dos casos especiales: uno en el que el campo E es perpendicular al plano de inciden- 
y otro en el que el campo E es paralelo a,ese plano. Cualquier otra polarización 


SS fesenta una combinación lineal de estos dos casos. 

o UA S 
> 4 “ssO, 
aa, (Zo 2) ; 0 

O Á. Polarización paralela 
Lezo, i ; 

¿28 zz Ss, Este caso se ilustra en la figura 10.16, en la que el campo E se ubica en el plano xz, el pla- 
AS Zé no de incidencia. Situados en el medio 1,los campos incidente y reflejado están dados por 

3 E,, = Ejo(cos 0, a, — sen 0,a,) e Msn ot z cos 0) (10.105a) 

y 

¿PS : t 1 
P Betr gR Eio =a 3 

ay H,, = 2 e Pie sen 0; +z cos 0) y (10.1055) 
Be OS >, j Tí y 
i > a , 
Ores eene Id E, =-E,o(cos 0, a, + sen 0, a,)e™ iP: sen 0,—z cos 0,) (10.106a) 
A é 

Le 
Pe PE E 
Lo LSA H,, = e (x sen 0,—z cos 0,) a, (10.106b) 


oy Th 


donde 8, = wV m81. Repárese detenidamente en la forma como se llegó a cada 
j componente de estos campos. La clave en la deducción de sus componentes es obte- 
ner en primer término el vector de polarización k de las ondas incidente, reflejada y 
transmitida, como se muestra en la figura 10.15(b). Una vez conocido k, se define E, 
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Figura 10.16. Incidencia oblicua en la ql 
es paralela al plano de incidencia. 


Medio 1 ; -Medio 2 


(m £1) (uz E2) 
de manera que v- E, =0oọok - E, = O, tras de lo cual se obtiene H, a pa 
k E 
H, = -— X E, = ag < — 
wu 2 


Situados a su vez en sl medio 2, los campos transmitidos están dados por 


E= cos 0, a, — sen 0, a,) e ¿4:20 sen 8, + z cos 0,) 
s to x t z 
“BR. = Eio —jB2(x sen 0, +z cos 0.) yy 

ts Tm e y 


donde £2 = wV uz£2. Si nuestro supuesto sobre las direcciones relativas referi 


ecuaciones (10.105) a (10.107) es erróneo, el resultado final nos lo indicará por 

su signo. 
De la imposición de la condiciones de que 0, = 6, y de que las componente 

ciales de E y H sean continuas en la frontera z = O se obtiene : 


(E, + E,o) cos 0; = E,, cos 0, 
3 1 
n (Eio = Ero) => nm Eto 


La expresión de E,, y E,, en términos de E,, produce 


£ 


_ m cos O, — M cos O; 

t E i m2 COS O, + ny, COS 0; 
o 
y 


277, COS 6, 
n2 COS O, + nı cos O; 


ye - FEET 
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o 

Ev = mE : (10.1105) 
Las ecuaciones (10.109) y (10.110) son las ecuaciones de Fresnel. Cabe referir que estas 
ecuaciones se reducen a las ecuaciones (10.81) y (10.82) cuando-0, =.0,= 0, como es de 


esperar. Puesto que 6, y 6, se relacionan conforme a la ley de Snell, formulada en la ecua- 
ción (10.103), las ecuaciones (10.109) y (10.110) pueden expresarse en términos de 0, sus- 


tituyendo 
cos 0, = V1 — sen? 0; = V1;— (u7/u )? sen? 6; (10.111) 
Con base en las ecuaciones (10.109) y (10.110) es fácil demostrar que 


í cos 6, 
1+T¡ =>" (2) (10.112) 
en z t 


La ecuación (10.109a) evidencia que es posible que Iį = O, porque el numerador es 
la diferencia de dos términos. En estas condiciones no hay reflexión (£,, = 0), y el ángulo 
incidente en el que esto ocurre se llama ángulo de Brewster 0 y, o ángulo de polarización, 
puesto que una onda incidente arbitrariamente polarizada se reflejará con sólo la com- 
ponente de E perpendicular al plano de incidencia. El efecto de Brewster se aprovecha 
en tubos láser para controlar la polarización de la luz emitida mediante la colocación de 
cristales de cuarzo en el ángulo de Brewster. Este ángulo se obtiene disponiendo que 
0; = 0p, cuando T} = 0 en la ecuación (10.109); es decir, 


12 COS 0, = yn, COS Oz, 


1% (1 — sen? 0,) = n? (1 — sen? 0z,) 


La introducción de la ecuación (10.103) o (10.104) resulta en 


1 — M81/4182 


10.113 
1 — (eday € ) 


sen? 0g, = 


Por su valor práctico, conviene considerar el caso en que, además de carecer de pérdidas, 
los medios dieléctricos son no magnéticos; esto es, 4, = 42 = Ho- En esta situación, la 
ecuación (10.113) se convierte en 


1 E2 
2 ES CRN 
sen” 0 — sen 0 = 
Br 1 + ey/e2 Br E€1 + €, 


tan Op, = = = — : (10.114) 


lo que indica que cualquier combinación de e, y e, produce un ángulo de Brewster. 
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B. Polarización perpendicular 


Hi , pao 
l ici En este caso, el campo E es perpendicular al plano de incidencia (el plano xZ), 
ilustra en la figura 10.17, aunque también podría decirse que en esta situación e 
H es paralelo al plano de incidencia. Los campos incidente y reflejado en el me 
oo (aisla ro ol DT 
> E, = Eje Pie sen 0i + 20080) y, 
| ¿ 


' H; = m (cos 6,4, + sen 0ra) e Pi senér+zcos 6) 
1 


¡es PEACE RATA A a, 


H, = + sen 0, a,) e ¡Aisen 0,—z cos 0,) 


mientras que los campos transmitidos en el medio 2 están dados por 


11155 pas z É, as ARL ena RT 2A 


= ç: A » ł Tts- 209 


i ¿isa T : r se cos 0, a, + sen 0, a,) e IPLT sen 0, +z cos 0) 


DE 19D Nótese que la definición de Jas componentes de campos en las ecuaciones (11 
asi (10.117) satisface las ecuaciones (10.95):de Maxwell. Al imponer esta vez las cond 
de que las componentes tangenciales de E y H sean continuas en z = O y de que 6 

igual a 9; se obtiene Re 


Eio ig P = Eso 


1 
m (Eio — E,o) cos 0; = T Eo cos 0, 


La expresión de £,, y E, en términos de E; produce 


_ m COS 0, — Tp COs O, 


N2 cos 0; + m cos 0, 


F Gea jo- j Figura 10.17. Incidencia oblicua en la que 
3 7 perpendicular al plano de incidencia. 


Medio 1 ] 1 z 
(1) 4 Z 3 (15,82) ' 
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o 
Es, Ss (10.119b) 
y 
Bm 292 cos 0; 
Tı = Ee. macos, + n,cos 6, (10.12042) 
o i f 


Eio = T LEa (10.120b) 


las ecuaciones de Fresnel para polarización perpendicular. Con fundamento en las ecua- 
ciones (10.119) y (10.120) es fácil demostrar que 


1 +r, =r, l (10.121) 
ecuación semejante a la ecuación (10.83) para incidencia normal. Asimismo, cuando 
0; = 0, = O, las ecuaciones (10.119) y (10.120) se convierten en las ecuaciones (10.81) y 
(10.82), como debe ser. 

En el caso en que no hay reflexión, T; = O (o E, = 0), lo que equivale al caso de 


transmisión total (7, = 1). Al reemplazar 0, por el correspondiente ángulo de Brewster 
0g, se obtiene 


N2 COS Ôg, = M, COS O, 


me — sen” 0s,) =m (1 — sen” 0,) 
La incorporación de la ecuación (10.104) resulta en 


1 — 11822, M2E1 
sen? fE] e E a r (10.122) 
ar 1 — (111/12) 


En medios no magnéticos (4; = H2 = Ho), sen? O, —>00 en la ecuación (10.122), de modo 


que no existe Os, , ya que el seno de un ángulo nunca es mayor que la unidad. Asimismo, 
si 41 + My 81 = E la ecuación (10.122) se reduce a 


[_ r 
sen 0 =x AA 
e Hı + u2 
tan 0s, = 4| #2 (10.123) 
Ma 


Aunque posible en teoría, esta situación es rara en la práctica. 


rra 
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Ejemplo 10.10 


“Pero en el vacío, 
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Una onda electromagnética se desplaza en el vacío con la componente de campo e 


E, = 100 e/0366y+052) a, V/m A 
Determine 


a) w y A. m 
b) La componente de campo magnético. 
c) La potencia promedio temporal en la onda. 


Solución: 
a) Al comparar el E dado con 

E, = E, et = Ey, 
resulta claro que À 
= 0.866, ¿k¿= 0.5 
Así, E 


k= Vk? + k} + k? = WV(0.866)? + (0.5) = 1 


k = B = 0N Hats = 
Por tanto, q 
wo = ke = 3 Xx 108 rad/s 


a = 2 = 27 = 6.283 m 


b) A partir de la ecuación (10.96), el campo magnético correspondiente está dado pi 
T 
H, = FEET k x E, 


_ (0.8668, + 058) e 
= 4m x107x3x 10% we 


H; = (1.33 a, — 2.3 a,) e/08 +05) mA/m 


c) La potencia promedio temporal es 


1 ES 
Parom = ¿Re (E, x< H¥) = y * 


(100)? 
= 241207) (0-866 a, + 0.5 a,) 


= 11.49 a, + 6.631 a, W/m? 
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Ejercicio 10.10 ` ` 


ODE 5 13: OD LEIA 


Repita el ejemplo 10.10 si IS 20 y 


E ¿(1025 + 5a,) cos (wt + 2y — 4z) V/m 
1 en el vacío. É Sin 25: 1 


Respuestas: a) 1.342 x 10° rad/s, 1.405 m, b) —29.66 cos (1.342 X 10% + 2y — 4z) 
a, mA/m y c) —0.07415 a, + 0.1489 a, W/m?. 


Una onda plana uniforme en el aire con 
E = 8 cos (wt — 4x — 3z) a, V/m 
incide en una lámina dieléctrica (z = 0) con u, = 1.0, s, = 2.5, øo = 0. Halle 


a) La polarización de la onda. 
b) El ángulo de incidencia. 

c) El campo E reflejado. 

d) El campo H transmitido. 


Solución: 
a) Del campo E incidente se desprende claramente que el vector de propagación es 


k; = 4a, + 3a, >k; = 5 =% Moto == 


Por tanto, 
w = 5c = 15 x 10% rad/s 


Un vector unitario normal a la interfaz (z = 0) es a,. El plano que contiene a k y a, es 
y = constante, el cual es el plano xz, el plano de incidencia. Puesto que E, es normal a 
este plano, la polarización es perpendicular (como la representada en la figura 10.17). 
b) Los vectores de propagación se ilustran en la figura 10.18, donde es evidente que 


3 
== = 3 = 53.137 


tan 0; = di 3 


Opcionalmente, y prescindiendo de la figura 10.18, 6, puede obtenerse del hecho de que 
es el ángulo entre k y a„; es decir, 
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c) Para determinar E, bastaría recurrir a la ecuación (10.116a), ya que este p 
similar al planteado en el apartado B de la sección 10.9. Pero si suponemos q 
mos al tanto de ello, sea 


E, = E,, cos (wt — k, - r)a, 


el cual es de forma semejante el E, dado. Se ha elegido aquí el vector unitario 
sideración del hecho de que la componente tangencial de E debe ser contin: 
terfaz. Con base en la figura 10.18, $ 


az 


k, -i Krx a, zx Kız 
donde 
kx = k, sen 0,, K, ~ Kk¿cos:0, 
No obstante, 0, = 0; y k, = k; = 5, puesto que tanto k, como k, se encuentran. ' 
mo medio. De ahí que 
k, = 4a, — 3a, 


Para hallar E,, se precisa de 0,. De acuerdo con la ley de Snell 


ti c V H181 
sen 0, = — sen 0; = — = sen 0; 
nz C V M2€2 
sen 53.13° 
MS 
o 
6, = 30.399 
Ero 1 
Pa a Ej 
_ M Cos 0, — Ny COS O, 


nz COS 0; + nı cos 0, 
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; Mor, 377 
donde = =: 377, = nl 
o TETN ai 25, 


238.4 cos 53.13° — 377 cos 30.392 _ 


LL = 2384 cos 53.13" + 37700830397 "389 
Por tanto, 
Er, = T,E, = —0.398 (8) = -3.112 
Oros Y, ib 
E, = -3.112 cos (15 Xx 10% — 4x + 3z) a, V/m 


d) De igual manera, sea el campo eléctrico transmitido 


E, = E,, cos lot — k, - r)a, 


donde $ 
k, = B2 = wV pe, = N nr, 

RIN x 
SA z 2 15 x 10 Ax Z5 = 7906 


3 ix 108 
Con base en la figura 10.18, 


Ki = k, sen 0, = 4 
kız = k, cos 0, = 6.819 


z 


k, = 4a, + 6.819 a, 
Nótese que kx = k = ka como era de esperar. 


4 = A N 2 m cos 6; 5 
== Ep mcos ô; + m cos 0, 
de 2 X 238.4 cos 53.13" 
238.4 cos 53.13 + 377 cos 30.399 
= 0.611 


El mismo resultado podría obtenerse de la relación 1, = 1 + A Así, 


IO E 


E = 1, Ep = 0.611 x 8 = 4.888 
E, = 4.888 cos (15 x 108: — 4x — 6.8197) a, 
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H, se obtiene fácilmente de E, en esta forma 
H, = RRA x E = 


_ 4a, + 6.819a, 
7.906 (238.4) 


(—17.69 a, + 10.37 a,) cos (15 x 10% — 4x — 6.819z) mi A/m. 


Xx 4.888 a, cos (wt — k - r) 


H, 


Ejercicio 10.11 
Si la onda piana descrita en el ejercicio 10.10 incide en un medio « li 
o 50, 48, o Mi Mo y Ocupa z = 0, , calcule 
a) Los ángulos de “incidencia, reflexión y transmisión. : [sial SY se 
b) Los coeficientes de reflexión, y transmisión. ; 
c) El campo TE total en el vacío. : 
d) El campo E total en el dieléctrico. bro 
e) El ángulo de Brewster. _— a E 
Respuestas: a) 26.56", 26.56”, 12.929, b) o. 295, 0.647, c) (10 a, + 5a,) 
(wt +-2y — 4z) +: (=2:946. + 1.473 a,) cos lt 2y + 4z 
A) CT 055a, + 1.618a_) cos yn + 2y — 8.718z) V/m, e) 63. 
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Resumen 1. La ecuación de onda es de la forma 


ar? “az 
con la solución 
P = A sen (wt — Bz) 


donde u = velocidad de onda, A = amplitud de onda, w = frecuencia angular 
y B = constante de fase. Asimismo, 8 = w/u = 211/40 u = fà = A/T, donde A 
tud de onda y T = periodo. 
2. En un medio disipativo sin carga, la ecuación de onda basada en las ecua ioni 
Maxwell es'de la forma 


VA, — yY A, =0 
donde A, es E, o H, y y = a + ¡8 es la constante de propagación. Si supone 
E, = E,.(zZ) a,, se obtienen ondas electromagnéticas de la forma | 
E(z,1) = Eje “ cos (wt — Bz) a, 


H(z H-S H¿e7**cos (ot — Pz — 0,) a, 


3. 
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donde æ = constante de atenuación, B = constante de fase, y = |n|/6, = impedan- 
cia intrínseca del medio. El recíproco de « es la profundidad pelicular (8 = 1/æ). La re- 
lación entre fB, w y A formulada anteriormente también es válida para ondas 
electromagnéticas. 

De la propagación de ondas en medios disipativos puede deducirse la que ocurre en 
otros tipos de medios, casos especiales de aquél. En el vacío,o = 0, £ = e, 4 = pr 
en medios dieléctricos sin pérdidas, o = 0, s = ££, y 4 = Holt, y en buenos conducto- 
res o = O, € = E, M = Mo O lwe — O. 

Un medio puede ser dieléctrico disipativo, dieléctrico sin pérdidas o buen conductor 
dependiendo de su tangente de pérdida, dada por, 


IJl ca e” 
tan 0 = EM a 
donde s. = e” — je” es la permitividad compleja del medio. En dieléctricos sin pérdi- 


das, tan 0 < 1; en buenos conductores, tan 6 >> 1, y en dieléctricos disipativos tan 0 es 
del orden de la unidad. 

En un buen conductor, los campos tienden a concentrarse en la distancia inicial 8 con- 
siderada desde la superficie del conductor. Este fenómeno se llama efecto pelicular. En 
el caso de un conductor de anchura w y longitud €, la resistencia efectiva o en corrien- 
te alterna es 


donde ô es la profundidad pelicular. 
El vector de Poynting, P, es el vector de flujo de potencia, de dirección igual a la de la 


propagación de la onda y de magnitud igual a la de la potencia que fluye por una uni- 
dad de área normal a su dirección. 


P =E xH, Porom ~ 1/2 Re (E, < HE) 
Si una onda plana procedente del medio 1 incide en forma normal en el medio 2, el 


coeficiente de reflexión I y el coeficiente de transmisión 7 están dados por 


= 3 <= =1=* F 
Eio Te Y hi Eio 


r E,o Y Eso 


La razón de onda estacionaria, s, se define como 


is E 
ISE 


En el caso de incidencia oblicua de un medio sin pérdidas 1 a un medio sin pérdidas 
2, los coeficientes de Fresnel son Š eds 


r = n2 COS O, — Th cos O; > 22 cos 0; 
ll a cos 0, + m cos 0; TI, coso, + m cos 6; 


3. 
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donde æ = constante de atenuación, B = constante de fase, y = |n|/6, = impedan- 
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donde s. = e” — je” es la permitividad compleja del medio. En dieléctricos sin pérdi- 


das, tan 0 < 1; en buenos conductores, tan 6 >> 1, y en dieléctricos disipativos tan 0 es 
del orden de la unidad. 

En un buen conductor, los campos tienden a concentrarse en la distancia inicial 8 con- 
siderada desde la superficie del conductor. Este fenómeno se llama efecto pelicular. En 
el caso de un conductor de anchura w y longitud €, la resistencia efectiva o en corrien- 
te alterna es 


donde ô es la profundidad pelicular. 
El vector de Poynting, P, es el vector de flujo de potencia, de dirección igual a la de la 


propagación de la onda y de magnitud igual a la de la potencia que fluye por una uni- 
dad de área normal a su dirección. 


P =E xH, Porom ~ 1/2 Re (E, < HE) 
Si una onda plana procedente del medio 1 incide en forma normal en el medio 2, el 


coeficiente de reflexión I y el coeficiente de transmisión 7 están dados por 


= 3 <= =1=* F 
Eio Te Y hi Eio 


r E,o Y Eso 


La razón de onda estacionaria, s, se define como 


is E 
ISE 


En el caso de incidencia oblicua de un medio sin pérdidas 1 a un medio sin pérdidas 
2, los coeficientes de Fresnel son Š eds 


r = n2 COS O, — Th cos O; > 22 cos 0; 
ll a cos 0, + m cos 0; TI, coso, + m cos 6; 


10.5. 


10.6. 


10.7. 


10.8. 


10.9. 


10.10. 
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c) La amplitud de onda es de 10 V/m. 

d) El número de onda k = 0.33 rad/m. 

e) La onda se atenúa al desplazarse. 


Puesto que H = 0:5 e 7% sen (10% — 2x) a, A/m, ¿cuáles de los enunciados siguientes son 
incorrectos? 


a) œ = 0.1 Np/m. 

b) B = —2 rad/m. 

c) œ = 108 rad/s. 

d) La onda se desplaza a lo largo de a,. 

e) La onda está polarizada en la dirección de z. 
f) El periodo de la onda es de 1 us. 


¿Cuál es el principal factor para determinar si un medio es vacío, dieléctrico sin pérdidas, 
dieléctrico disipativo o buen conductor? 

a) Constante de atenuación. 

b) Parámetros constitutivos (©, €, 4). 

c) Tangente de pérdida. 

d) Coeficiente de reflexión. 


En cierto medio, E = 10 cos (10% — 3y) a, V/m. ¿Qué tipo de medio es? 


a) Vacío. 

b) Dieléctrico perfecto. 

c) Dieléctrico sin pérdidas. 
d) Conductor perfecto. 


Las ondas electromagnéticas se desplazan con mayor rapidez en conductores que en dieléc- 
tricos. á 


a) Cierto. 


b) Falso. 


En un buen conductor, E y H comparten la misma fase temporal. 


a) Cierto. 
b) Falso. 


El vector de Poynting denota físicamente la densidad de potencia que sale o entra a un vo- 
lumen dado en un campo variable en el tiempo. 


a) Cierto. 
b) Falso. s Pi 


Respuestas: 10.1b, 10.2d, f, 10.3a, 10.4b, e, 10.5b, f, 10.6c, 10.7c, 10.8b, 10.9b, 10.10a. 
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- Problemas. 


10.1. 


10.2. 


10.3. 


10.4. 


10.5. 


10.6. 


10.7. 


10.8. 
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Una onda electromagnética que se progaga en cierto medio está descrita por 
= 25 sen (277 X 10% — 6x) a, V/m 
a) Determine la dirección de propagación de la onda. 


b) Calcule el periodo T, la longitud de onda A y la velocidad z. 
c) Trace la onda en 1 = 0, 7/8, 7/4, 7/2. 


a) Deduzca las ecuaciones (10.23) y (10.24) de las ecuaciones (10.18) y (10. 20). 

b) Emplee la ecuación (10.29) en combinación con las ecuaciones de Maxwell 
trar que 

_jop TA 
Y 


c) Deduzca del inciso b) las ecuaciones (10.32) y (10.33). 


A 50 MHz, un material dieléctrico disipativo se caracteriza por £ = 3.6£,, 4 
= 0.08 S/m. Si E, = 6e ?* a, V/m; calcule: a) y,b) À, c) u, d) n, e) H,- i 


Un material disipativo tiene 4 = Skio» e = 2e,. Si a 5 MHz la constante d 
10 rad/m, calcule 

a) La tangente de pérdida. 

b) La conductividad del material. 
c) La permitividad compleja. 

d) La constante de atenuación. l 
e) La impedancia intrínseca. 


Un medio no magnético tiene una impedancia intrínseca de /30* Q. Halle su 


a) Tangente de pérdida. 

b) Constante dieléctrica. 

c) Permitividad compleja. 

d) Constante de atenuación a 1 MHz. 


campo magnético, calcule: a) la constante de propagación, b) la longitud de on 
fundidad pelicular, d) la conductividad del medio. 


El agua de mar desempeña una función vital en el estudio de las comunicaci 
rinas. Suponga que respecto del agua de mar o = 4 S/m, £, = 80,4,=1lyf= 
calcule: a) la velocidad de fase, b) la longitud de onda, c) la profundidad 
d) la impedancia intrínseca. 


En cierto medio con 4 = Mo, E = 4Eo; 
H = 12e ® sen (m X 10% — By) a, A/m 


Determine: a) el periodo T de la onda, b) la longitud de onda À, c) el campo eli 
d) la diferencia de fase entre E y H. 


10.9. 


10.10. 


10.11. 


10.12. 


10.13. 


*10.14. 


10.15. 
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En cierto medio, 
E = 16€ 0-5x sen (2 X 10% — 2x) a, V/m 


Halle: a) la constante de propagación, b) la longitud de onda, c) la velocidad de la onda, 
d) la profundidad pelicular. 


Una onda uniforme en el aire tiene 
E = 10 cos (277 X 10% — Bz) a, 


a) Calcule £ y A. 
b) Trace la onda en z = 0, A/4. 
c) Halle H. 


La componente del campo magnético de una onda electromagnética que se propaga a tra- 
vés de un medio no magnético (um = p,) es 


H = 25 sen (2 X 10% + 6x) a, mA/m 


Determine: 

a) La dirección de propagación de la onda. 
b) La permitividad del medio. 

c) La intensidad de campo eléctrico. 


Si H = 10 sen (wt — 4z)a, mA/m en un material en el cual o = 0, 4 = Mo: E = 4e£,, calcule 
w, AÀ y Ja- 


Un fabricante produce un ferrito con 4 = 7504o: € = Se, y o = 10 * S/m a 10 MHz. 


a) ¿Clasificaría usted este material como un medio sin pérdidas, disipativo o conductor? 
b) Calcule B y A. 

c) Determine la diferencia de fase entre dos puntos separados por 2 m. 

d) Halle la impedancia intrínseca. 


Tras suponer los campos dependientes del tiempo E = Eek: 120) y H = H e*t), don- 
dek = ka, + ka, + ka, es el vector de número de onda y r = xa, + ya, + za, el vector de 
radio, demuestre que V xX E = — 0B/0f puede expresarse como k X E = ¡wMH y deduzca 
a, X az = ay: 


Suponga los mismos campos descritos en el problema 10.14 y demuestre que en una región 
sin fuente las ecuaciones de Maxwell pueden expresarse como 
k-E=0 
k-H=0 
k xX E = wu H 
k xXx H = —weE 
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10.17. 


10.18. 


10.19. 


10.20. 


10.21. 


10.22. 


10.23. 


10.24. 
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Deduzca de estas ecuaciones 


a, X ag 5 ay y a, X ay = — ag 


La componente del campo magnético de una onda plana en un dieléctrico sin ; 
H = 30 sen (277 X 10% — 5x) a, mA/m 

a) Si u, = 1, halle e,. 

b) Calcule la longitud de onda y la velocidad de onda. 

c) Determine la impedancia de la onda. 

d) Determine la polarización de la onda. 

e) Halle la correspondiente componente del campo eléctrico. 

f) Halle la densidad de corriente de desplazamiento. 


En un medio no magnético, 
E = 50 cos (10% — 8x) a, + 40 sen (10% — 8x) a, V/m 


Halle la constante dieléctrica e, y el H correspondiente. 


En cierto medio 
E = 10 cos Q7 X 10% — Bx)a, + a,) V/m 
Si 1 = 504o, e = 2e, y © = 0, halle B y H. 


¿Cuál de los medios siguientes podría considerarse conductor a 8 MHz? 


a) Tierra pantanosa húmeda (e = 158, 4 = Mo: 0 = 107? S/m). 
b) Germanio intrínseco (e = 168,, 4 = MoT = 0.025 S/m). 
c) Agua de mar (€ = 8lg,, 1 = Mo o = 25 S/m). 


Calcule la profundidad pelicular y la velocidad de propagación « de una onda pla 
que se desplaza en cloruro polivinílico (æ, = 1,8, = 4, tan 0,, = 7 X 1073) a una fÍ 
de 6 MHz. i 


Una onda plana uniforme en un medio disipativo tiene una constante de fase de | 
a 107 Hz, en tanto que su magnitud se reduce 60% por cada 2 m recorridos. Hall 
didad pelicular y la velocidad de la onda. 


a) Determine la resistencia en corriente directa de un cable redondo 
(rr = 5.8 X 107 S/m, u, = 1, £, = 1) de 1.2 mm de radio y 600 m de longi 


b) Halle la resistencia en corriente alterna a 100 MHz. 


ce) Calcule la frecuencia aproximada en la que las resistencias en corriente] lire 
corriente alterna son iguales. 2. 04 i 


Un tubo de aluminio (o = 3.5 X 107 S/m, Pn = 1, £, = 1) de 40 m de largo con 
no y externo de 9 y 12 mm porta una corriente total de 6 sen 106 771 A. Halle a 
didad pelicular y la resistencia efectiva del tubo. 


Demuestre que en un buen conductor la profundidad pelicular ô es siempre m 
que la longitud de onda. 


10.25. 


10.26. 
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Las guías de ondas de cobre suelen recubrirse de plata para reducir pérdidas. Si el grosor 
mínimo de la plata (u = My, e = e,, 0 = 6.1 X 107 S/m) debe ser de 58, determine el gro- 
sor mínimo requerido para una guía de ondas que opere a 12 GHz. 


Una onda plana uniforme en un medio disipativo no magnético tiene- 
E, = Ga, +.12a,)e ”?, y = 0.2 + 3.4/m. 


a) Calcule la magnitud de la onda enz=4m. 
b) Halle la pérdida en dB sufrida por la onda en el intervalo 0O < z < 3 m. 
c) Calcule el vector de Poynting en z = 4, t = 7/8. Adopte wœ =: 10° rad/s. 


10.27. En un material no magnético, 


10.30. 


10.31. 


10.32. 


H = 30 cos (277 X 10% — 6x) a, mA/m 


Halle: a) la impedancia intrínseca, b) el vector de Poynting, c) la potencia promedio tempo- 
ral que atraviesa la superficie x =1,0<y=<2,0<z=<3m. 


Demuestre que las ecuaciones (10.67) y (10.68) son equivalentes. 


En una línea de transmisión ocupada por un dieléctrico sin pérdidas (e = 4.58€, mM = Mo), 
E = AO seh (wt '— 27) a, V/m 


Determine: a) œ y H, b) el vector de Poynting, c) la potencia promedio temporal total que 
atraviesa la superficie z = 1 m, 2 mm < p < 3 mm, Q0 < p < 27. 


a) Con relación a una incidencia normal en la interfaz dieléctrico-dieléctrico en la que 
Hi = H = Mo, Riy T son los coeficientes de reflexión y transmisión de potencias pro- 


medio, es decir P, prom ~ RP; prom Y Prnpromi 7 1 P;, prom: Compruebe que 
Ri -Ea nayi ya An,n> 
m + nz e (a + m) 


donde n, y n, son los índices de reflexión de los medios. 
b) Determine la razón m/n de manera que las ondas reflejada y transmitida tengan la mis- 
ma potencia promedio. 


La onda plana E = 30 cos(tvt: — z)a, V/m en el aire incide normalmente en un medio sin 
pérdidas (u = Mo, € = 4£,) en z = 0. a) Halle 1",7 y s. b) Calcule los campos eléctrico y mag- 
nético reflejados. 


Una onda plana uniforme en el aire con 
H = 4 sen (wt — 5x) a, A/m 


incide normalmente en una región de plástico con los parámetros 4 = Mo: € = 4e, y 7 = 0. 
a) Obtenga el campo eléctrico total en el aire. b) Calcule la densidad de potencia promedio 
temporal en la región de plástico. c) Halle la razón de onda estacionaria. 
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10.34. 


10.35. 


10.36. 


10.37. 


*10.38. 


10.39. 
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Una onda plana en el vacío con E = 3.6 cos (wtf —.3x) a, V/m incide no 
interfaz en x = 0. Si en x = 0 existe un medio sin pérdidas con © = 0, £, = 
flejada tiene H, = —1.2 cos (wt + 3x) a, mA/m, halle tz. 


La región 1 es un medio sin pérdidas en el que y = 0, 4 = Ho e 
gión 2 es vacío, y = 0. Si en la región 1 existe una onda plana E = 5 cos aos 
halle: a) la componente del campo eléctrico total de la onda en la región 2 
Poynting promedio temporal en la región 1, c) el vector de Poynting prome 
la región 2. 


Una onda plana en el vacío (z = 0) incide normalmente en un gran bloque d 
e, = 12, u, = 3,0 = 0 que ocupa z = O. Si el campo eléctrico incidente es 


= 30 cos (wt — z) a, V/m 


halle: a) w, b) la razón de onda estacionaria, c) el campo magnético reflejado, 
de potencia promedio de la onda transmitida. f 


Una onda plana uniforme a 30 MHz con 
H = 10 sen (wt + Bx) a, mA/m 


existe en la región x = O con o` = 0; £ = 9e,, y = 4p,. En x = O, la onda se e: 
vacío. Determine a) la polarización de la onda, b) la constante de fase B,c) 
corriente de desplazamiento en la región x = 0, d) los campos magnéticos refle; 
mitido, y e) la densidad de potencia promedio en cada región. 


Una onda plana uniforme en el aire incide en forma normal en un material d 
pérdidas infinito con £ = 38, y M = ML¿- Si la onda incidente es E, = 10 cos (wtf 
determine: 

a) A y œ de la onda en el aire y la onda transmitida en el medio dieléctrico. 
b) El campo incidente H,. 

c) Tr yr. 

d) El campo eléctrico total y la potencia promedio temporal en ambas regiones. 


Una señal en el aire (z = 0) con la componente del campo eléctrico 


E = 10 sen (wt +-3z) a, V/m 


mhos/m, determine 


a) w. 

b) La longitud de onda de la señal en el aire. 

c) La tangente de pérdida e impedancia intrínseca del océano. 
d) El campo E reflejado y transmitido. 


Trace la onda estacionaria representada por la ecuación (10.87) en t = 0, 7/8, 7/4, 37 
etc., donde T = 271/w. 
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Figura 10.19. Para el problema 10.38. 


Océano 


e = 80E HM = Hoy T = 4 
$ 
10.40. Una onda plana uniforme incide en un ángulo 0, = 45” en un par de láminas dieléctricas 


unidas, domo se muestra en la figura 10.20. Determine los ángulos de transmisión 0,, y 0n en 
las láminas. 


10.41. Demuestre que el campo 
E, = 20 sen (kx) cos (k,y) a, 


donde k2 + k? = w”p4,¿£,, puede representarse como la superposición de cuatro ondas pla- 
nas móviles. Halle el H, correspondiente. e - 


10.42. Demuestre que, en medios dieléctricos.no magnéticos, los coeficientes de reflexión y trans- 
misión para incidencia oblicua se convierten en 


tan (0, — 0;) E 3 2 cos 6,¿sen 0, 
tan (0, + 0,)” TA sen (6, + 6;) cos (0, — 6;) 


Er 


sen (0, — 6;) 2 cos 0; sen 0, 


La En (0, + 0,” TL sen(0, + 0) 


10.43. Una onda de polarización paralela en el aire incide 
E = (Sa, — 6a,) sen (wt — 4y — 3z) V/m 
en la mitad del dieléctrico, como se observa en la figura 10.21. Halle: a) el ángulo de inciden- 


cia O,, b) el promedio del tiempo en el aire (UL = Ho, e = £»), c) los campos E reflejado y 
transmitido. i F: 


Vacío vacia Figura 10.20. Para el problema 10.40. 
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Aire 


(e = e, M = Mo) 


10.44. 


j a) 0,y 0, i 9 3 


*10.45. 


10.46. 
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z Figura 10.21. Para el problema 


En un medio dieléctrico (e = 98,, M = Mo), una onda plana con - Á 
H = 0.2 cos (10% — kx — kV8z)a, A/m 


incide en una frontera de aire en z = O. Halle 


b) k 

c) La longitud de onda en el dieléctrico y en el aire. 
d) El E incidente. y 

e) El E transmitido y reflejado. 

J) El ángulo de Brewster. - 


Una onda plana en el aire con 


E = (8a, + 6a, + 5a,) sen (wt + 3x — 4y) V/m 


incide en una lámina de cobre en y: =: 0. Halle w y la onda reflejada. Suponga q 
es un conductor perfecto. (Pista: Escriba las componentes de los campos en ambo: 
e iguale las condiciones en la frontera.) 

£ i$ 
Una onda polarizada en el aire incide en poliestireno, con 4 = Mo, E = 2.68, en i 
Brewster. Determine el ángulo de transmisión. 
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Líneas de transmisión 


Había una vez cuatro hombres llamados Alguien, Cualquiera, Todos y Nadie. Alguien, 
Cualquiera y Nadie pidieron a Todos hacer algo importante. Todos confió en que Alguien 
lo haría y Cualquiera habría podido hacerlo, pero finalmente Nadie lo hizo. Eso molestó 
a Alguien, porque Todos debía haberlo hecho. Todos pensó que Cualquiera podía hacer- 
E lo, pero Nadie se dio cuenta de que Todos no lo haría. En fin, Todos culpó a Alguien, 
z cuando en realidad Nadie hizo lo que Cualquiera habría podido hacer. 


ANÓNIMO 


En el capítulo anterior nos ocupamos de la propagación de ondas en medios ilimitados, 
de extensión infinita. De tal propagación se dice que carece de guía, ya que la onda plana 
uniforme se expande en el espacio y la energía electromagnética asociada con ella se di- 
funde sobre un área extensa. La propagación de ondas en medios ilimitados es distintiva 
de la transmisión de señales de radio y televisión, cuya información se destina a todos los 
interesados. Sin embargo, tales medios de propagación no son adecuados para la conver- 
sación telefónica, la cual implica una recepción privativa de información. 

Potencia o información también puede transmitirse por medio de estructuras guiadas, 
las que dirigen la propagación de energía de la fuente a la carga. Las líneas de transmi- 
sión y las guías de ondas son los ejemplos más comunes de tales estructuras. Estudiare- 
mos las primeras en este capítulo y las segundas en el siguiente. 

Las líneas de transmisión son de uso frecuente en la distribución de potencia (a 
bajas frecuencias) y las comunicaciones (a altas frecuencias). En redes de computadoras 
como ethernet e Internet se emplean líneas de transmisión como cables de par trenzado 
y coaxiales. : 

Una línea de transmisión se compone básicamente de dos o más conductores parale- 
los que conectan una fuente con una carga. La fuente puede ser un generador hidroeléc- 
trico, un transmisor o un oscilador, y la carga una fábrica, una antena o un osciloscopio, 
respectivamente. La líneas de transmisión más usuales son el cable coaxial, la línea de dos 
alambres, la línea plana o de placas paralelas, un alambre sobre un plano conductor y la 
línea de microcinta, las cuales se presentan en la figura 11.1. Como puede observarse, 
cada una de estas líneas consta de dos conductores en paralelo. Los cables coaxiales son 
de uso común en laboratorios eléctricos y para la conexión de televisores a antenas. Las 
líneas de microcinta [similares a las de la figura 11.1(e)], propias de circuitos integrados, 
se componen de una cinta metálica engastada en un sustrato dieléctrico para conectar 
elementos electrónicos. 

Los problemas de líneas de transmisión suelen resolverse mediante la teoría del cam- 
po electromagnético y la teoría de los circuitos eléctricos, principales teorías en las que 

'se funda la ingeniería eléctrica. En este capítulo se utilizará la teoría de los circuitos, de 
más fácil tratamiento matemático. Se aplicarán asimismo los conceptos básicos de propa- 
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(c) (a) (e) 
Figura 11.1. Vista de la sección transversal de líneas de transmisión comunes: (a) lín 
(b) línea de dos alambres, (c) línea plana, (d) alambre sobre un plano conductor, (e) 
microcinta. 


gación de ondas (como constante de propagación, coeficiente de reflexión y raz 
da estacionaria) expuestos en el capítulo anterior. j 

Nuéstro análisis incluirá la deducción de ecuaciones y cantidades característi 
líneas de transmisión, el uso del diagrama de Smith, aplicaciones prácticas y trans 


en líneas de transmisión. 


11.2. Parámetros de las líneas de transmisión 


Una línea de transmisión se describe habitual y útilmente en términos de sus parár 
resistencia por unidad de longitud R, inductancia por unidad de longitud L, con: 
cia por unidad de longitud G y capacitancia por unidad de longitud C. Cada líni 
figura 11.1 posee fórmulas específicas para la determinación de R, L,G y C;las 
neas coaxial, de dos alambres y plana se proporcionan en la tabla 11.1, mientras qU 
la figura 11.2 se indican sus dimensiones. Algunas de las fórmulas? referidas en] 
11.1 se dedujeron de los capítulos 6 y 8. Cabe señalar que 


1. Los parámetros R, L, G y C no son discretos ni globales, sino distribuido 
se muestra en la figura 11.3. Esto significa que están distribuidos uniformem 
a todo lo largo de la línea. 


1 Fórmulas similares para otros tipos de líneas de transmisión pueden obtenerse en manua 
geniería o libros de datos como M. A. R. Guston, Microwave Transmission-line Impeda 
Van Nostrand Reinhold, Londres, 1972. 
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Tabla 11.1. Parámetros distribuidos de líneas de transmisión a altas frecuencias.* 
A a 


Parámetros Línea coaxial Línea de dos alambres Línea plana 


KA ooo 


EA E E 1] ES 2 
2r, |a b rado, wT e 
R (Qím) (8 <a,c — b) (8 <a) (8 < t) 
m, B qe -14 pa 
L (H/m) > In a = cosh A A 
G (S/m) zrg FARITE a 
n= cosh"* 
a 2a 
eaw 
C (E/m) ene E dí 
= e LE, 
In = cosh Za (w => d) 
*5= q = profundidad peñenlar del MEE cosh”* a = in a si [Ej => 1. 
Vaio. o a 


2. Los conductores de cada línea se caracterizan por Oa, Me Y €. = E€, en tanto que el 
dieléctrico homogéneo que los separa se caracteriza por o, u y e. 

3. G # 1/R; R es la resistencia en corriente alterna por unidad de longitud de los con- 
ductores que integran la línea y G la conductancia por unidad de longitud debida 
al medio dieléctrico que los separa. 

4. El valor de L referido en la tabla 11.1 es la inductancia externa por unidad de lon- 
gitud, es decir L = Lex- Los efectos de la inductancia interna Lin (= R/w) son 
insignificantes a altas frecuencias, en las que opera la mayor parte de los sistemas 
de comunicación. 

5. En cada línea, 


a 
a 


En previsión de la siguiente sección, considérese la propagación de una onda electro- 
magnética a través de una línea de transmisión de dos conductores como la línea coaxial 
que conecta a un generador o fuente con una carga en la figura 11.4(a). Cuando el interrup- 
tor S se cierra, el conductor interno se vuelve positivo respecto del externo, de modo que 


ata) 


LC = ue y = 


Figura 11.2. Líneas de transmisión comunes: (a) línea coaxial, (b) línea 
de dos alambres, (c) línea plana. 
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R y Len serie 


GycCc 
en derivación 


tador de corriente. El vector de Poynting (E x H) apunta a lo largo de la línea 
misión. Así, el cierre del interruptor causa sencillamente una perturbación qu 


línea. Esta onda es una onda plana no uniforme par medio de lä cual se transmite: 
cia a través de la línea. 


stri 


Generador He— Línea coaxial —— Carga 


— Campo E 
——— Campo H 


Cb) 


Figura 11.4. (a) Línea coaxial que conecta al generador con la carga; 
(b) campos E y H en la línea coaxial. 
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Ecuaciones de línea de transmisión 


Como se mencionó en la sección anterior, una línea de transmisión de dos conductores 
soporta una onda ET; es decir, los campos eléctrico y magnético en la línea son transver- 
sales a la dirección de propagación de la onda. Una propiedad importante de las ondas 
ET es que los campos E y H se relacionan en forma específica con el voltaje V y la co- 
rriente /, respectivamente: i 


v=- [20 r= fua- (11.2) 


Así pues, en la resolución de problemas de líneas de transmisión emplearemos las canti- 
dades de circuitos V e 7 en lugar de las cantidades de campos E y H (es decir, en vez de 
las ecuaciones de Maxwell y las condiciones en la frontera). El modelo de circuitos es en 
este caso más simple y práctico. 

Examinemos una porción incremental de longitud Az de una línea de transmisión de 
dos conductores. El propósito es hallar un circuito equivalente a esta línea y deducir las 
ecuaciones de línea de transmisión. De la figura 11.3 se desprende que el circuito que 
aparece en la figura 11.5 es el circuito equivalente a una porción de la línea. Este mode- 
lo hace suyos los parámetros R, L, G y C de las líneas de transmisión y puede represen- 
tar a cualquiera de las líneas de dos conductores de la figura 11.3. Llamado circuito 
equivalente tipo L, este modelo no es el único posible; hay otros (véase el problema 11.1). 
En él se supone que la onda se propaga a lo largo de la dirección +z, del generador a la 
carga. 

De la aplicación de la ley del voltaje de Kirchhoff a la espira externa del circuito de 
la figura 11.5 se obtiene 


OL(Z,t 
V(z, 1) = RAzI(2,1) +1 a + VG + AZ) 
5 , 
Víz + Az, AO = Víez, £) oI(z,t) 
PENN Eo Ti D Ne ic. AP ct EA + Anai == E 
Ax R Fiz; E) EL m (11.3) 
Iz, t) RAZ LAz T(z + Az, 1) 
1 ES =d 
Al generador 
y4 A la carga 
Viet Ap _ 
V(Z £) GAz CAz 


1 [i 

1 

e A a A 
z zZ+AzZ z 

Figura 11.5. Modelo de circuito tipo L de longitud diferencial Az 

equivalente a una línea de transmisión de dos conductores. 
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La adopción del límite de la ecuación (11.3) cuando Az —> 0 produce Uh 


De igual manera, la aplicación de la ley de la corriente de Kirchhoff al nodo p i 
circuito de la figura 11.5 da como resultado 


TaD =1MZ + AnD + AI 
oV(z + Az, t£) 


= I(z + Az,t) + GAzV(z + Az,t) + C Az pm 


ƏV (z + Az,t) 


Tíz + Az,t) — I(2,1) 3 
SL IMANES 4 7 E DE du 


= - 
E GV(z + Az,t) +C 


Cuando Az — 0, la ecuación (11.5) se convierte en 


oI(z,t) aV (z, t) 
———— == + O aol 
me evren te = 


Si suponemos dependencia de tiempo armónico de tal forma que 
V(z, t) = Re [V.(z) e] 
I(z, t) = Re [XD ¢°] 


donde V,C(z) y 1.(z) son las formas de fasor de V(z; t) e I(z, t), respectivamente, las 
ciones (11.4) y (11.6) se convierten en 


dV; 

y = (R + jæ TI 
a k joL) Is 
dI n 

de = (G $ jæC) v. 


V, y 1, están acoplados en estas ecuaciones diferenciales. Para separarlos se obtien 
da derivada de V, de la ecuación (11.8) y se emplea la ecuación (11.9), de lo que 


av, 


E = (R + jæL)(G + jwC) V; 


http//libreria-universitaria.blogspot.com 11-3- ECUACIONES DE LINEA DE tkanamianm 


donde 


y = œa jB = VR + joLKG + jC) (11.11) 


Al obtener a su vez la segunda derivada de Z, de la ecuación (11.9) y emplear la ecuación 
(11.8) resulta 
0 2I = 0 (LIA 
aa Tda -12) 


Cabe hacer notar que las ecuaciones (41.10) y (11.12) —las ecuaciones de onda para vol- 
taje y corriente, respectivamente— son de forma similar a la de las ecuaciones de onda 
para ondas planas (10.17) y (10.19). En nuestra notación usual, así, en la ecuación (11.11) 
y es la constante de propagación (por metro), œ la constante de atenuación (en nepers 
por metro o decibeles? por me 


tro) y £ la constante de fase (en radianes por metro). La 
longitud de onda A y la velocidad de onda u están dadas respectivamente por 


2r 
A] 11.13 
B C ) 
a fà (11.14) 
B 5 
La solución de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas (11 .10) y (11-12) es 
semejante al caso B del ejemplo 6.5, 
VD = Viento Mes (LAS 
——=> tz ZO e 
e 
TA) = GER + lor (11.16) 
—> 


ta a *— 


donde V3, Vo. I¿ e I5 son amplitudes de on: 
desplaza a lo largo de la dirección +z y —Z, 
las flechas. De este modo, 


da y los signos + y — denotan que la onda se 


respectivamente, como lo indican asimismo 
la expresión instantánea del voltaje es 


Viz: 0 = Re [V C) 2] 
= Vie cos (wt — Pz) + Vz e% cos (wt + Bz) (11.17) 


2 Recuérdese que, de acuerdo con la ecuación (10.35), 1 Np = 8.686 dB. 
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Z, es análoga a 7, la impedancia intrínseca del medio de propagación de la 
tituir las ecuaciones (11.15) y (11.16) en las ecuaciones (11.8) y (11.9) e igu 
cientes de los términos e”? y e ** se obtiene 


Z Ya, a BARRE Y 


ES E Y = G+joC 


donde R, y X, son las partes real e imaginaria de Z,- R, no debe confundirse 
se mide en ohms por metro, y R, en ohms. La constante de propagación y y 
cia característica Z, son propiedades importantes de la línea, porque ambas de; 
los parámetros R, L, G y C y la frecuencia de operación. El recíproco de Z, 
tancia característica Y,, es decir Y, = 1/Z.. 

La línea de transmisión considerada hasta aquí es del tipo disipativo, ya 
ductores que la componen son imperfectos (o, + 00) y el dieléctrico en el q 
mersos es disipativo (a + 0). Habiendo descrito este caso general, examinemos ab 
casos especiales: los de las líneas de transmisión sin pérdidas y sin distorsión. - 


I 
y 


A. Línea sin pérdidas (R = O 


DA Ae 


Como se desprende claramente de la tabla 11.1, cuando o, = 00 y o = 0, 


ecuación (11.20) convierte las ecuaciones (11.11), (11.14) y (11.19) en 


la = Ù, y= jB = jo YDE 
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B. Línea sin distorsión (R/L = G/C). i És 


Una señal consiste normalmente. en una banda de frecuencias; en n una. línea disipativa, la 
amplitud de onda de componentes a distinta frecuencia se atenuará de diferente manera 
puesto que « depende de la frecuencia. Esto resulta en distorsión. 


> 


De acuerdo con la expresión general de y B [referida en la ecuación (41.11)], una línea 


sin distorsión es consecuencia de que los parámetros adopten la forma siguiente 


i (11-22) 
` En una línea sin distorsión, así, 
11929 z Fi IE 
E Sy 7 y= RGÍ|1+= 
Por Soo 
5 i ” Bi pg : 
e= V RG, B = oNV LC ¡ - (1238) 


lo que indica que mientras que « nó depende de la frecuencia, B es una función lineal de 
la frecuencia. De igual modo n 


o [ROA + joLIR) [R JE : 
La ea AA) Ne Ve “ti 


o 
R E 
— ij Ro = Ja T Ma X, = 0 f (11.23b) 
y 
ER E (11.230) 
B WIC i 


Adviértáse que 


1. La velocidad de fase es independiente de la frecuencia, a causa de que la constan- 
te de fase B depende linealmente de la frecuencia. A menos que «Y y u sean inde- 
pendientes de la frecuencia, la forma de las señales sufrirá distorsión. 

2. uyy Z¿ son iguales que en las líneas sin pérdidas. 


i 
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Tabla 11.2. Características de las líneas de transmisión. dai 


í Constante de propagación Impedancia característica 
Caso “a y= a+ jB Z= R tix 
G NA JBENC + Joe A ; 
eneral ( jæL)( J ) G + jC 
k ET 
Sin pérdidas j 0 + jo LC E + jo 
E 
Sin distorsión V RG + jwVEC a la + jo 


3. Una línea sin pérdidas carece también de distorsión, pero una línea sin dis 
no necesariamente carece de pérdidas. Las líneas sin pérdidas son deseabl 
transmisión de potencia, en tanto que las líneas telefónicas deben ser lín 
distorsión. pea 


En la tabla 11.2 se presenta un resumen del contenido de esta sección. Nuestro 
se restringirá casi exclusivamente a líneas de transmisión sin pérdidas. i 


Una línea en el aire tiene impedancia característica de 70 Q y constante de fas 


ARA AS rad/m a 100 MHz. Calcule su inductancia por metro y capacitancia por metro. 


Solución: 


R=0=G y au =0 
E, 
Re ¡Bo = JE 
B=w NLC 
La división de la ecuación (11.1.1) entre la ecuación (11.1.2) produce pal 
Ra L 
B wC 
o 
B 3 


ETE E A 
C = DR, 7 2m x 100 x 10%70) pen 


A partir de la ecuación (11.1.1), 3 , 
L =i R2C = (70)(68.2 x 10%): =°334.2 nH/m 
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Una línea sin distorsión tiene Z, = 60 Q, œ = 20 mNp/m, u = 0.6c, donde c es la veloci- 
dad de la luz en el vacío. Halle R, L, G, C y à a 100 MHz. 


Solución: 
En una línea sin distorsión, 


EA O 0 m E 
L 
Por tanto 
T 
Zo=\] © (11.2.1) 
= e Es. E 
e= EG = My) (11.2.2a) 
o 
R=aZ, . (11.2.2b) 
Pero 
wm E 
u= 2 = — m23 
B ~ VLC perman 


A partir de la ecuación (11.2.2b), 
R = a Z, = (20 x 10-3)(60) = 1.2 0/m 


La división de la ecuación (11.2.1) entre la ecuación (11.2.3) resulta en 


G=£ = = 333 4S/m 
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Al multiplicar las ecuaciones (11.2.1) y (11.2.3) se obtiene 


1 
uZ, = © 
o 
Gard 1 = 92.59 pF/m 
Tuz,  0.6(3 x 10%) 60 e 
0.6 (3 x 10% 
hn E ( ligga 


f 10% JA 


o. HA 
n 


11.4. Impedancia de entrada, razón de onda estacionaria y pote 


Considérese una línea de transmisión de longitud € caracterizada por y y 2. 
a una carga Z,, como se muestra en la figura 11.6. Si se examina este caso, la lí 
carga representa para el generador una impedancia de entrada Zent: Nuestr 
en esta sección es determinar la impedancia de entrada, la razón de onda es 
(ROE) y el flujo de potencia en la línea., i ad ' 
Concedamos que la línea de transmisión se extiende de z = O en el generado) 
en la carga. Antes que nada, precisamos de las ondas de voltaje y corriente de l 


Í ciones (11.15) y (11.16), es decir, de | 
¡ Voz) — View + ver : sJ | 
| 

t 


eN Vs 
= A =F yz 
ILE) = "7 28 a | 


donde se ha incorporado la ecuación (11.18). Para hallar VS y Vo, debe dis pon > 
condiciones en la terminal. Si, por ejemplo, están dadas las condiciones e i la e 
gamos 


V= V(z =0), r = = 0) 
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(b) 


Figura 11.6. (a) Impedancia de entrada debida a una línea terminada 
en una carga; (b) circuito equivalente para determinar V, e I, en 
términos de Z.,, en la entrada. 


la sustitución de estos valores en las ecuaciones (11.24) y (11.25) resulta en 


v = 5 pS (11.27a) 
in ad 
Ya 0%. aAA a (11.27b) 


Si la impedancia de entrada en las terminales de entrada es Zent el voltaje de entrada V, 
y la corriente de entrada /, se obtienen fácilmente de la figura 11.6(b) como 


Vo = M Io = e (11.28) 
S nn Z E y AAA ; 
¿Si, por otra parte, están dadas las condiciones en la carga, digamos 
V,=VG = £), I = IG = £) (11.29) 


La sustitución de estos valores en las ecuaciones (11.24) y (11.25) da como resultado 
1 SS sí 
Vi = 2 Vz E LA JE (11.30a) 


V5 = zo — Zol, Je Y (11.305) 


| http://libreria-universitaria.blogspot.com 
| 486 Mi LÍNEAS DE TRANSMISIÓN 


Después se determina la impedancia de entrada Zent = V (z)I (z) en e 
to en la línea. En el generador, por ejemplo, las ecuaciones (11.24) y (11.25 


z nN NE 
Ml a”. Ly (z) Vo — Fo 


Al sustituir la ecuación (11.30) en la ecuación (11.31) y utilizar el hecho de 
1 e + er ent — er 


= cosh y€, az À = senh y€ 


se obtiene 


Z, + Zó¿tanh yl 


PE] PA 


Zent >. Z.| 


Aunque deducida con referencia a la impedancia de entrada Z..,, en el extremi 
ción, la ecuación (11.33) es una expresión general para determinar Zem en 
punto de la línea. Para hallar Zew a una distancia €’ desde la carga, como e 
11.6(a),se reemplaza € por €’. En el apéndice A.3 se proporciona una fórmula pa 
lar la tangente hiperbólica de un número complejo, necesaria en la ecuación (i 

En el caso de una línea sin pérdidas, y = j£, tanh ¡B€ = j tan Bf y Zo = Ry € 
que la ecuación (11.33) se convierte en x 


rta pR 
Za tiZatan Pe] (sin pérdidas) 


= Z, 
Zent s a + ¡Z, tan B€ 


lo que indica que la impedancia de entrada varía periódicamente con la dist 
de la carga. La cantidad 8€ de la ecuación (11.34) usualmente es la longitud 
la línea y puede expresarse en grados o en radianes. e 

Definamos ahora T, como el coeficiente de reflexión por voltaje (en la 
la razón de la onda de reflexión por voltaje a la onda incidente en la carga, 


Ve 
It = pte” 
La sustitución de V, y V,* de la ecuación (11.30) en la ecuación (11.35) y la 
ción de V, = Z¿I, resultan en 
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T paee ala de la ond 


Leda o oat 
= + 
Vier VE 


r) = 


Sin embargo, z = € — €’. Al sustituir y combinar con la ecuación (11.35) se obtiene 


2ye 


= 
e 


o 


T(z) = ¿HE = Iza (11.37) 


EL coeficiente de re ón po o mentos n 2 cualquier r punto de la línea es el nega- ! 
tivo del coeficier te de P RESNE je en ese punto. ES $ 


Así, el coeficiente de reflexión por corriente en la carga es 17 e" If ev = —Tz. 


Al igual que en el caso de las ondas planas, la razón de onda estacionaria (ROE) s se 
define como 


(11.38) 


Es fácil demostrar que Za = Vmaáx/ Zo € Imm ~ Vmin’ Zo- Los valores máximos y mínimos 
de la impedancia de entrada Z.» de la ecuación (11.34) ocurren en los valores máximos y 
mínimos, respectivamente, de la onda estacionaria de voltaje y corriente. También es 
posible demostrar que 


(Zent | máx — = (11.39a) 


Y 
| Zent | mín — (11.39b) 


Para comprobar estos conceptos, considérese una línea sin pérdidas con impedancia 
característica de Z, = 50 Q. Para efectos de simplificación, supongamos que esta línea 
termina en una carga resistiva pura Z, = 100 Q y que el voltaje en la carga es de 100 V 
(rms). Las condiciones en la línea se presentan en la figura 11.7, en la que se advierte que 
tales condiciones se repiten cada semilongitud de onda. 
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si Carga- 


100V 


sov 


a -i a O g€ radianes 
2 2 

3A A A O Longitud 
GE 2 y de onda 


Figura 11.7. Patrones de ondas de voltaje y corriente en una línea 
sin pérdidas terminada en una carga resistiva. 


Como se mencionó al principio de este capítulo, una-línea de transmisión sir 
transferir potencia de una fuente a una carga. La potencia de entrada promedio a 
“tancia € desde la carga está dada por'una ecuación semejante a la ecuación (10.68); 


1 » 
Porom = 3 Re [V,(€)15(€)] 
donde el factor 1/2 es necesario, puesto que tratamos con los valores pico en lugar 
valores rms. Suponiendo una línea sin pérdidas, se sustituyen las ecuaciones (1 
(11.25) para obtener 


1 F (leipe py VTE ¿pe se ojBe 
Porom = y Re Vo (e + Te ) (e — TeelBC) 
o 
vi]? ] , 
= 5 Re [ l E | a — |T|? + reze — ruezino, | 


Puesto que los' dos últimos términos son puramente imaginarios, se tiene 


EL ¡ t 
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El primer término es la potencia incidente P, y el segundo la potencia reflejada P,. Así 
la ecuación (11.40) puede expresarse como 


A > Pa 


donde P, es la potencia de entrada o transmitida y el signo negativo se debe a la onda de 
dirección negativa, puesto que la dirección de referencia es la del voltaje/corriente que 
se desplaza hacia la derecha. Cabe señalar con relación a la ecuación (11.40) que la poten- 
cia es constante y no depende de €, ya que tratamos con una línea sin pérdidas. Adviértase 
asimismo en que la carga recibe la potencia máxima cuando I' = 0, como es de esperar. 

Examinemos ahora los casos especiales representados por la conexión de la línea a 
una carga Z; = 0, Z} = œ y ZŁ = Z- Estos casos pueden deducirse fácilmente del caso 
general. 1 


> 


A. Línea en cortocircuito (Z, = 0) 


En este caso, la ecuación (11.34) se convierte en 
Za = Zar = ¡Z¿ tan B€ (11.41a) 
Z,=0 


Asimismo, 
1, = —1, s=00 (11.415) 


Debe señalarse respecto de la ecuación (11.41a) que Zn es una reactancia pura, la cual 
puede ser capacitiva o inductiva según el valor de £. La variación de Zn con € se mues- 
tra en la figura 11.8(a). 


B. Línea en circuito abierto (Z, = 00) 
Esta vez la ecuación (11.34) se convierte en 


= e 
Zea = a La ST jZo cot pl (11.42a) 


y 
L =1, s = 00 (11.42b) 


La variación de Zn con € se muestra en la figura 11.8(b). Adviértase que, a partir de las 
ecuaciones (11.41a) y (11.42a), 


Zaa = Z2 (11.43) 


C. Línea acoplada (Z, = Z) 


Éste es el caso más deseable desde el punto de vista práctico. En él la ecuación (11.34) se 
reduce a i 


Zent = aA : CI 1 .44a) 
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zZ Figura 11.8. Impedancia d 
de una línea sin pérdidas (a 
cortocircuito, (b) en Ccircuite 


Inductiva 


o 


Capacitiva 


Inductiva 


10) 


Capacitiva 


(b) 


P-=0, EEE? 
es decir, V} = O, se transmite la onda completa y no hay reflexión. La pown nei 


sión está acoplada con la carga es posible una máxima teonsferesada de potencia. i 


Cierta línea de transmisión que opera a w = 10° rad/s tiene æ = 8 dB/m, 8 = 1r f 
Zo = 60 + j40 Q y 2 m de largo. Si está conectada a una fuente de 10/0° V, Z, 
y termina en una carga de 20 + j50 Q, halle 


LEER 1 
Ejemplo 11.3 


a) La impedancia de entrada... 
b) La corriente en el extremo emisor. 
c) La corriente a la mitad de la línea. 
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Solución: 
a) Puesto que 1 Np = 8.686 dB, 


e: 
8.686 


y=e-+jB= 0.921 + jl /m 
ye = 2(0.921 + ji) = 1.84 + j2 


o = 0.921 Np/m 


De la aplicación de la fórmula para tanh(x + jy) referida en el apéndice A.3 se obtiene 


tanh y€ = 1.033 — j0.03929 
Z, + Zoótanh yl y, 
° Zo + Zy tanh yl ` 
20 + ¡SO + (60 + j40)(1.033 — j0.03929) 
60 + ¡40 + (20 + j50)(1.033 — | 


= 60.25 + ¡38.79 Q 


Li == Le 


= (60 + ¡40) l 


zZ 


ent 

b) La corriente en el extremo emisor es I(z = 0) = I„. De acuerdo con la ecuación (11.28), 
g ai 10 

Liz + Le 60.25 + ¡38.79 + 40 

= 93.03/—21.15mA 


I(@z = 0) = 


c) Para hallar la corriente en cualquier punto, se precisa de Vý y Vo. Sin embargo, 
Is =1H(Z = 0) = 93.03/-—21.152 mA 
Vs = Zéno = (71.66/32.777)(0.09303 /—21.15°) = 6.667 /11.622V 
A partir de la ecuación (11.27), 


dl 
Vi = 2 (ES F PES) 


= > [6.667/11.62° + (60 + j40)(0.09303/—21.15°)] = 6.687/12.08° 
vz = Zo — ZLo) = 0.0518/260° 


v+ v- 
I (z = £12) = A E — ER er? 
o o 
STC (0.051882 A 


60 + ¡40 60 + ¡40 
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Vale hacer notar que j1 está en radianes y equivale a j57.3°. Así, , 
6.687/12-08” e70.921 e` 157-3° O. 051812 o 0.921 eista" z5 


72.1e133-69 72.1e3 697 j 


I(z = €/2) = 


= 0.0369e77391° — 0.001805e/283-61° 
= 6.673 — j34.456 mA 
= 35.10/2812 mA 


i 3 DAA A 
D Ejea EEDS K 


RADA DIO OR 


EXA E FEAR 
a cual se ilustra en la fi 


SA LE a i está a 


OT. E + E 


> La constante de propagación Y 


OS 


Sto Gre DARSI EOS 


63.439 A, 7.5/0% Van y C) O 


11.5. El diagrama de Smith 


Antes de la aparición de las computadoras y calculadoras digitales, los ingeniero: S 
ron toda suerte de recursos (tablas, diagramas, gráficas, etc.) para facilitar sus c 
de diseño y análisis. Fue así como surgieron medios gráficos para reducir las tedio 
nipulaciones implicadas por el cálculo de las características de líneas de transmisi 
diagrama de Smith? es la técnica gráfica de uso más común con ese propósito. Se 
básicamente de una indicación gráfica de la impedancia de una línea de transmisión 
forme se avanza a lo largo de ésta. Basta un poco de práctica para dominar su e 


3 Inventado por Phillip H. Smith en 1939. Véase P. H. Smith, “Transmission line calculato 
tronics, vol. 12, 1939, pp. 29-31 y P. H. Smith, “An improved transmission line calculator”, 
nics, vol. 17, 1944, pp. 130-133, 318-325. 
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Figura 11.10. Círculo de radio igual a la unidad 
en el que se elabora el diagrama de Smith. 


Examinaremos en primer lugar cómo se elabora el diagrama de Smith y después lo utili- 
zaremos para calcular características de líneas de transmisión como T',,s y Zen: Aunque no 
es forzoso que sea así, supondremos una línea de transmisión sin pérdidas (Z, = Ro). 

El diagrama de Smith se traza dentro de un círculo de radio igual a la unidad (|I| = 1), 
como se muestra en la figura 11.10. Su elaboración se basa en la relación enunciada en la 
ecuación (11.36);* esto es, 


a ZL— Zo 
E= Z PZA (11.45) 
o 
TP = 51/04 =T, + jr; ; (11.46) 


donde T, y T; son las partes real e imaginaria del coeficiente de reflexión T. 

Para disponer de un solo diagrama de Smith aplicable a cualquier línea de transmi- 
sión —lo cual es preferible a elaborar uno por cada línea con diferente impedancia ca- 
racterística, como Z, = 60, 100 y 120 (2 —, se usa un diagrama normalizado en el que 
todas las impedancias estén normalizadas respecto de la impedancia característica Z, de 
la línea particular en consideración. En el caso de la impedancia de la carga Z,,por ejem- 
plo, la impedancia normalizada z, está dada por 


Z 
ZE:= Z =r+jx (11.47) 
o 


La sustitución de la ecuación (11.47) en las ecuaciones (11.45) y (11.46) resulta en 


E Zn ol 
o e AA -48 
AA (11.48a) 
o 
14D) 
q pj LES (11.48b) 


e E e a 


4 Cuando I’ no va acompañado por un subíndice, alude al coeficiente de reflexión por voltaje en la 
carga (T, = T). 
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La normalización e igualación de las componentes produce 


_ 1 T12-T? 
a-r} +T? 


ES 21; 
Ep. 


Al reordenar los términos de la ecuación (11.49) se obtiene 


Estas dos ecuaciones son similares a 


E—_AHP+R O —a4?=e 
un círculo r (círculo de resistencia) con 
centro en (T, T;) = ( = o) 


radio = 


En la tabla 11.3 se presentan los centros y radios de círculos r correspondientes a 
comunes de la resistencia normalizada r, y en la figura 11.11 los círculos r basag 


Tabla 11.3. Radios y centros de círculos r correspondientes a valores 
comunes de r. 


E x i $ r 
Resistencia normalizada (r) Radio ( TF =) Centro G A o) 
o 1 (0, 0) 
1/2 2/3 (1/3, 0) 
1 1/2 (1/2, 0) 
2 1/3 (2/3, 0) 
5 1/6 (5/6, 0) 
oo (0) (1,0) 
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Figura 11.11. Círculos r correspondientes ar = 0, 
0:5, 1, 2,5, 09: 


los datos de la tabla 11.3. La ecuación (11.51) es a su vez un círculo x (círculo de reac- 
tancia) con 


centro en (T,, T;) = (a, 2) (11.54a) 
T 


radio s (11.54b) 


x 


En la tabla 11.4 aparecen los centros y radios de círculos x correspondientes a valores co- 
munes de x, y en la figura 11.12 el diagrama respectivo. Nótese que mientras que r siem- 
pre es positiva, x puede ser positiva (en el caso de impedancia inductiva) o negativa (en 
el de impedancia capacitiva). 

De la superposición de los círculos r y x resulta el diagrama de Smith, como se mues- 
tra en la figura 11.13. En él es posible localizar una impedancia normalizada z = 2 + j, 


por ejemplo, en el punto de intersección del círculo r = 2 y el círculo x = 1,el punto P, 
en la figura 11.13. De igual forma, z = 1 — j 0.5 se localiza en P,, donde se intersecan el 
círculo r = T y el círculo x = —0.5. ; 


Aparte de los círculos r y x (mostrados en el diagrama de Smith), es posible trazar 
círculos s o círculos de razón constante de onda estacionaria (los cuales nunca aparecen 
en el diagrama), centrados en el origen en tanto que s varía de 1 a oo. El valor de la razón 
de onda estacionaria s se determina localizando el punto en el que un círculo s se cruza 


Tabla 11.4. Radios y centros de círculos x correspondientes 
a valores comunes de x. 


Reactancia normalizada (x) Radio E) Centro € A 1) 


o co CL 00) 
=1/2 2 (1. +2) 
=1 1 U =1) 
+2 1/2 G, =1/2) 
5 1/5 A =1/5) 


too o (1,0) 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


LÍNEAS DE TRANSMISIÓN 


496 m 


11.12. Círculos x correspon: 
EID EL ED SES: 00 


igura 


F; 


ax=0 


Figura 11.13. Ilustración de los círculos r, x y s en el diagrama de Smith. 
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con el eje T,. En la figura 11.13 se presentan ejemplos representativos de los círculos s co- 
rrespondientes as = 1,2,3- e œ. Puesto que III y s se relacionan de acuerdo con la ecua- 
ción (11.38), a los círculos s también se les conoce como círculos ll, en los que III varía 
linealmente de O a 1 conforme se avanza del centro O a la periferia del diagrama, mien- 
tras que s varía de modo no lineal de 1 a oo. 

Conviene señalar lo siguiente acerca del diagrama de Smith: 


1. 


En el punto P. del diagrama, r = 0, x = 0; es decir, z L = O + jO, lo que indica que 
P¿¿ representa un cortocircuito en la línea de transmisión. En el punto Poa,” = 00 
yx =00,0Z, = 0 + joo, lo que implica que P., corresponde a un circuito abier- 
to en la línea. También en P.,,r = Oy x= 0, de mote que ahí se ubica otro corto- 
circuito en la línea. 

Una revolución completa (3607) en el diagrama representa una distancia de A/2 en 
la línea. El desplazamiento en el diagrama en la dirección de las manecillas del re- 
loj equivale a desplazarse hacia el generador (o en dirección contraria a la carga), 
como lo indica la flecha G en las figuras 11.14 (a) y (b). Por consecuencia lógica, 
el desplazamiento en la dirección opuesta a la de las manecillas del reloj equivale a 
desplazarse hacia la carga (o en dirección contraria al generador), como lo indi- 
ca a su vez la flecha £ en la figura 11.14. De la figura 11.14(b) se desprende que, 
en la carga, no tiene sentido moverse hacia la carga (porque ya se está en ella), y 
que lo mismo puede decirse respecto del extremo del generador. 

En la figura 11.14(a) se detallan tres escalas en la periferia del diagrama. Inclui- 
das para mayor utilidad, tienen sin embargo el mismo propósito, de modo que 
debería ser suficiente con sólo una de ellas. Su fin es determinar en grados o lon- 
gitudes de onda la distancia desde la carga o el generador. Así, el de las escalas 
exterior e intermedia es determinar en longitudes de onda la distancia en la línea 
desde el extremo del generador y desde la carga, respectivamente, mientras que la 
escala interna es un transportador (en grados) para determinar 0, y la distancia des- 
de la carga o el generador. Puesto que una distancia de 1/2 en la línea corresponde a 


`| un desplazamiento de 3607 en el diagrama, la distancia à en la línea corresponde a un 


desplazamiento de-720%. en el diagrama. 


De esta manera, es posible ignorar las, escalas externas y usar únicamente el trans- 
portador (la escala interna) para todos los cálculos de Oy. y distancia. 


V máx Ocurre en la ubicación de Zon máx en el diagrama [véase lá ecuación (11.39a)], 
o sea, en la figura 11.14(a), en el eje I positivo o en OP... Vmin se localiza por su 
parte en el punto con Zen mín en el diagrama o en la figura 11.14(a), en el eje I, 
negativo o en OP. ¿TES que Vmáx Y Vimin (O Zen máx Y Zent. mín) están separados 
por A/4 (o 1807). ; 4 : 

El diagrama de Smith sirve lo mismo como diagrama, de impedancia que de 
admitancia Si = 1/Z). Como diagrama de admitancia (impedancia normaliza- 
da y = Y/Y, = g + Jb), los círculos gyb corresponden a los círculos r y xres- 


pectivamente. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


498 W LÍNEAS DE TRANSMISIÓN 


Generador Línea de transmisión Carga 


(0) F 


y los desplazamientos alrededor; (b) desplazamientos correspondientes a lo largo _ 
de la línea de transmisión. ; 


ra determinar, entre otras cosas, aT = F] /Or Ys; b) Zonm O Yom y c) las ubi 
h a Vmax Y V mm» siempre que se disponga de los valores de Zo, Z, y la longitud 
Algunos ejemplos ilustrarán claramente cómo realizar todo esto y mucho más € 


da del diagrama de Smith, un compás y una regla. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
11.5. EL DIAGRAMA DE SMITH MM 499 


Una línea de transmisión sin pérdidas de 30 m de largo con Z, = 50 Q que opera a 2 MHz 
termina en una carga de Z, = 60 + ¡40 Q. Si u = O.6c en la línea, halle 


a) El coeficiente de reflexión T. 
b) La razón de onda estacionaria s. 
c) La impedancia de entrada. 


Solución: A 
Este problema se resolverá con y sin el diagrama de Smith. 


Método 1 (sin el diagrama de Smith). 


Z¿=Zo. 60 + j40— 50 _ 10+j40: 


DAS aA oae Mor a0 110,+40 
= 0.3523 /60° 
m + 0.3523 
e) s =1AHIFL_1+03523 _ > 088 


=P: 1. 0:3523 
c) Puesto que u = w/B o B = w/u, 
wE _ 2r (2 X 105)(30) _ 27 


€e = — = = = 120° 
eu 0.6 (3 x 10%) q, 
Recuérdese que g€ es la longitud eléctrica de la línea. 

yl Zu rice 

Zent = zo| + ¡Z, tan B€ 
- 50 (60 + j40 + ¡SO tan 120%) » 
[SO + (60 + j40) tan 120°] 
50 (6 + j4 — ¡5W3 
IEA VD L aoa 


(5 + 4V3 — j6 V3) 
= 23.97 + j1.35 Q 


Método 2 (con el diagrama de Smith). 


a) Se calcula la impedancia normalizada de la carga 


Zz _ 60 + j40 

Zy BO 
= 1.2 + j0.8 
En el diagrama de Smith que aparece en la figura 11.15, z, se localiza en el punto P, don- 
de se cruzan los círculos r = 1.2 y x = 0.8. Para obtener I en z,,se extiende OP hasta cru- 


zar con el círculo r = 0, lo cual ocurre en O, y se mide OP y OQ. Puesto que OQ 
corresponde a |I| = 1, en P 


E m= 


He 6 


Y 
O 


, pero mantiene la razó: 
ama como el ángulo entre O; 


9.1 cm proceden del diagrama de Smith q 


g 
No) 
3) 
Eb 
oS 
BO 
f 
gT 
Eia] 
Y 
5 o g 
> n A 
© lH 9 
T HE 
3 a 
5 Oga 
E pú Sag 
= + H 
S * 25 
a J- fa? 
E 2 AE 
5 ES 05 
I Ead 
S 0 los 
D ri] 90 
£ 3 6l} 
Š (9) Oga 
2 a V L 
ta R 300 
A “Wo 
= HOR 
ha! 20H 
" Bin 
> ORTH 
a 035 
E  03mn0 
B DR H 
F Aa iy 
a ON o 
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E 
Q 
[e] 
1 


lo POS = 56? 


ángu 


fE 


Así 


T = 0.3516/56 


, se traza un círculo con OP 


dio y centro en O. Éste es el círculo de s constante o |T|. Después se localiza el 


en el que el círculo s se cruza con el eje I. 


ionaria s 


b) Para determinar la razón de onda etac 
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[Esto se demuestra fácilmente estableciendo I', = O en la ecuación (11.49a).] El valor de 
r en este punto es s; esto es, 
s = r (cuando r = 1) i 
= 2.1 


c) Para obtener Zen» primero se expresa € en términos de A o en grados. 


y Loa AL mi 
f 2 x 10% ii 
0 a e a 
£=30m=3 A =3 >= 240 


En razón de que A corresponde a un desplazamiento angular de 720° en el diagrama, la 
longitud de la línea corresponde a un desplazamiento angular de 240°. Esto equivale a 
desplazarse 240° hacia el generador (o en dirección contraria a la carga, en el sentido de 
las manecillas del reloj) en el círculo s, del punto P al punto G. En G se obtiene 


Zem = 0.47 + j0.035 


Por tanto. -= 


Zo = Zoe = SO(0.47 + j0.035) = 23.5 + ¡1.75 Q 


Aunque el diagrama de Smith proporciona resultados aproximados, para los fines de la 
ingeniería son suficientemente cercanos a los exactos obtenidos con el método 1. 


$ 


. Una carga de 100 + j150 Q está conectada a una línea sin pérdidas de 75 (O. Halle: 


bis? AAA Toi 

c) La admitancia de la carga Y,. ED 
d) Z., en 0.4 A desde la carga. > és i 
e) Las ubicaciones de Vias Y V „m respecto de la carga si la línea es de 0.6A de largo. 
J) Zen en el generador. 


ST | 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


LÍNEAS DE TRANSMISIÓN 


502 


ción: 


Solu 


O] 


f 


iagrama de Smith. La impedancia 


a) Este problema puede resolverse con el d 


da de la carga es 


33 + j2 


1 


s 


le al punto P en el diagrama de S 


¡ene 


100 + ¡150 
Z 


ZŁ 


th que se presenta en la figur 


mi 


iva 


Esto equ 


P se obt: 


= 40° 


ángulo POS 


0p = 


cia, 


En consecuen 


Figura 11.16. Para el ejemplo 11.5. 
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Comprobación: 

_ ZŁ — Zə _ 100 + }ł150-— 75 
~ ZŁ'+ Zo 100 + j150 + 75 
= -0.659 /40° 


b) Se traza el círculo de s constante que pasa por P y se obtiene 


E 


s = 4.82 


Comprobación: , aA $ 
f as+]r|:1:+.0.659 
1=|r] 1 — 0.659 < 


= 4.865 
c) Para obtener Y,, PO se prolonga a POP” y se identifica el punto P’, donde el círculo 
de s constante se cruza con POP”. En P’ se obtiene 


y, = 0.228 — ¡0.35 


La admitancia de la carga es 


Y, = Y yn = 5 (0.228 — j0.35) = 3.04 — ¡4.67 mS 


Comprobación: 


1 1 


Ez sA 


3.07 — ¡4.62 mS 


d) 0.44 corresponde a un desplazamiento angular de 0.4 x 720° = 288° sobre el círculo 
de s constante. Esto equivale a un desplazamiento de 288% desde P hacia el generador (en 
la dirección de las manecillas del reloj) en el círculo s, hasta llegar al punto R. En R, 
Zent = 0.3 + ¡0.63 
Por tanto 
Zen = Zolem = 75 (0.3 + j0.63) 
= 22.5 + ¡47.25 Q 
Comprobación: 


pe= =z (0:4A) = 360° (0.4) = 144° 


Do aa E L 
Za = Zs [Zne] 


Zo + ¡Z, tan B€ 
75 (100 + ¡150 + 375 tan 144”) 
[75 + ¡(100 + ¡150) tan 144°] 


= 54.41/65.259 


504 my LÍNEAS DE TRANSMISIÓN http://libreria-universitaria.blogspot.com 


| 
H f. 
| o > ¡ra 

i ' 

| Zen = 21.9 + j47.6 Q 


e) 0.64 corresponde a un desplazamiento angular de 


J 2 x GRANO Sb olustio E a (3 
1 0.6 x 720° = 432° = 1 revolución + 72° 


Así, se avanza 432°, o una revolución más 72°, a lo largo del círculo s d ` 
(extremo de la carga) hasta llegar al generador en el punto G. Obsérvese qu 
a G desde P se pasa una vez por el punto T (la posición de Vmm) y dos vee 
to S (la posición de V nsx). Desde la carga, entonces, 


a O, A E 
7202 A Ti 0.0551 j gb 


El ler. Vax se ubica en 


El 20: V a se ubica en 0.0555A + à = 0:555A 


en tanto que el único V„m se ubica en 0.055A + A/4 = 0.3055A. 
f) En G (extremo del generador), 


Zant =.1.8 — J22 
Ze = 7541.8 — J2.2) = 135 = J165 Q 
Esto puede comprobarse mediante la ecuación (11.34), donde gg = 23 0.64 


i y Y í 5 z LA A 
Como puede verse, el diagrama de Smith ahorra mucho tiempo y esfuerzo. 
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5 Algunas aplicaciones de líneas de transmisión 


Las líneas de transmisión se utilizan con diversos fines. Aquí nos referiremos a su uso en 
el acoplamiento de cargas y la medición de la impedancia. 


A. Transformador de un cuarto de onda (acoplamiento) 


Cuando Z, + Z,,se dice que la carga está desacoplada y que existe una onda reflejada 
en la línea. Para una máxima transferencia de energía, sin embargo, es deseable que la 
carga esté acoplada con la línea de transmisión (Z, = Z,), a fin de anular la reflexión 


OO O í (IT| = O o s = 1). El acoplamiento se consigue usando secciones en corto de líneas de 
3 transmisión. 
rasy Recuérdese que, de conformidad con la ecuación (11.34), cuando € = 1/4 o 
Eos BE = (2T/A)(A/4) = 71/2, 
: Z, + jZ, tan 7/2 ZE 
sl E Zem = Zo [5ean m] TZ (11.56) 
Es decir, : 
si Bo Da, 
OJS Zo Zi 
o 
L 
deae F E Aa (LT.37) 
ZL 


Así, mediante la incorporación de una línea deA/4 al diagrama de Smith, se obtiene la ad- 
121 mitancia de entrada correspondiente a una impedancia dada de la carga. 
p9 Y bisi Asimismo, una carga desacoplada Z z Puede acoplarse adecuadamente con una línea 
as (con impedancia característica Z,) insertando previamente en la carga una línea de transmi- 
E sión de A/4 de longitud (con impedancia característica Z/), como se indica en la figura 
E 11.17. Esa sección de A/4 de la línea de transmisión se llama transformador de un cuarto 
de onda, ya que sirve para acoplar la impedancia como lo haría un transformador ordi- 


nario. Con base en la ecuación (11.56), Z¿ se selecciona de tal manera que (Zan = Zo) 
zZ = AZ E, (11.58) 


Figura 11.17. Acoplamiento de carga con un 
transformador de 1/4. 
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i Figura 11.18. Patrón deon 
| 
f 
| 


v l de voltaje de una carga desac 
: (a) sin transformador de A/. 
i transformador de à/4. 
1 
1 
ZS #1 


> 


(a) 


donde Z/, Zo y Z, son reales. Si, por ejemplo, se desea acoplar una carga de 120 

línea de 75 Q, el transformador de un cuarto de onda debe tener una impedancia 

tica de W(75)(120) = 95£%. Este transformador de un cuarto de onda de 95 
jii acoplará una carga de 75 Q con una línea de 120 Q. En la figura 11.18 (a) y (b) se ilu 
i los patrones de onda estacionaria de voltaje sin y con el transformador de à/4, resp 
mente. En esta figura puede observarse que pese a que entre el transformador ; 
persiste una onda estacionaria, a la izquierda de aquél la onda estacionaria ha d 
do, por efecto del acoplamiento. Sin embargo, la onda reflejada (o estacionaria) si 
mina en la longitud de onda (o frecuencia f) deseada; en una longitud de onda lige 
diferente, habrá reflexión. Así, la principal desventaja del transformador de un 


B. Sintonizador de sección de línea única (acoplamiento) 


El mayor inconveniente del transformador de un cuarto de onda como disposi 
acoplamiento de líneas desaparece en el sintonizador de sección de línea única. 
tonizador es una sección abierta o en corto de una línea de transmisión de longitud 4 
nectada en paralelo a la línea principal a cierta distancia £ de la carga, como se il 
la figura 11.19. La impedancia característica de la sección debe ser igual a la de 
principal. Aunque factible en teoría, una sección en serie entraña dificultades de 
su parte, una sección en circuito abierto emite cierta energía a altas frecuencias. . 
to, es preferible emplear secciones paralelas derivadas en cortocircuito. : 
Puesto que el propósito es que Zen = Zo, es decir que Zen = l O Yent = 1 en el 
A de la línea, primero se traza el lugar geométrico y = 1 + jb (círculo r = 1) er 
grama de Smith, como se indica en la figura 11.20. Si se introduce en A una secc 
ml nea en derivación de admitancia y, = —jb, entonces ; 


Yen a r a a a a a aa 


A Figura 11.19. Acoplamiento con un sintoniza j 
Ei ds 1 sección de línea única. 
o— 


Sección —_ 
de línea en 
cortocircuito 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
11.6. ALGUNAS APLICACIONES DE LÍNEAS DE TRANSMISIÓN MW. 507 


Figura 11.20. Uso del diagrama de Smith 
para determinar € y d de un sintonizador 
de sección de línea única en cortocircuito 
y en derivación. 


Lugar geom. de y = 1 + jb 
(círculo r = 1) 


como es de desear. Puesto que b podría ser positiva o negativa, en la línea pueden ha- 
llarse dos posibles valores de € (<A/2). En A, y, = —jb, € = £4 y en B y, = jb, € = lg, 
como se muestra en la figura 11.20. En vista de que la sección de línea está en corto 
(y = 09), su longitud d se determina hallando la distancia de P.. (en el cual z; = O + j0) 
a la admitancia requerida de la sección y,. En lo que se refiere a la sección en A, d = d4 se 
obtiene como la distancia de P a A’, donde A’ corresponde a y, = —jb, situado en la pe- 
riferia del diagrama, como se advierte en la figura. De igual manera, d = dp se obtiene 
como la distancia de Pa a B’ (y, = jb). 

Se obtienen así d = d4 y d = dp, correspondientes a A y B, respectivamente, como se 
Observa en la figura 11.20. Repárese en que es invariable que d, + dp = A/2. Entre las 
dos posibles secciones en derivación, normalmente se opta por acoplar la más corta o la 
más cercana a la carga. Cuando se opta por dos secciones en la línea en lugar de una 
sola sección derivada, se efectúa un acoplamiento con doble sección de línea, en el cual 
se tiene en cuenta el ajuste de la impedancia de la carga. 


C. Línea ranurada (medición de la impedancia) 


A altas frecuencias es muy difícil medir la corriente y el voltaje, ya que el tamaño de los 
dispositivos de medición aumenta excesivamente y cada circuito se convierte en una 
línea de transmisión. La línea ranurada es un dispositivo simple para determinar la im- 
pedancia de una carga desconocida en altas frecuencias, hasta la región de los gigahertz. 
Consiste en una sección de línea en el aire (sin pérdidas) con una ranura en el conductor 
externo, como se advierte en la figura 11.21. Una sonda en la línea a lo largo del campo 
E (fig. 11.4) muestrea este campo, lo que permite medir la diferencia de potencial entre 
el propio sensor y su revestimiento externo. 

La línea ranurada suele emplearse junto con el diagrama de Smith para determi- 
nar la razón de onda estacionaria s (la razón del voltaje máximo al voltaje mínimo) y 
la impedancia de la carga Z,. El valor de s se obtiene directamente del detector cuando 
está conectada la carga. Para hallar el de Z,,la carga se reemplaza por un cortocircui- 
to y se identifica en la escala la posición de los voltajes mínimos (cuya determinación 
es más precisa que la de los máximos a causa de la nitidez del punto de cambio). Puesto 
que las impedancias se repiten cada semilongitud de onda, cualquier voltaje mínimo 
puede elegirse como punto de referencia de la carga. Posteriormente se determina la 
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i Al detector 
Š Sond Sii Línea ranurada 


Í 
Al generador 


A la carga _ 
o cortocircuito 


(a) 


(b) 


Figura 11.21. (a) Línea ranurada común; (b) determinación de la ubicación 
de la impedancia de la carga Z, y de V mm en la línea. 


e identificando la posición de los voltajes mínimos. La distancia € (la distanci: 
a la carga) en términos de A permite ubicar la posición de la carga de un círcl 
el diagrama, como se muestra en la figura 11.22. La carga también podría lo 


o Lp: 
En síntesis, el procedimiento de empleo de la líneá ranurada es el siguiente: 
1. Conectada la carga, se obtiene s en el detector, valor con el que se traza 
lo s en el diagrama de Smith. 
2. Tras reemplazar la carga por un cortocircuito, se elige una posición de val 
nimo como punto de referencia de z;,. 
3. Nuevamente conectada la carga, se identifica la posición de Vim y se detel 
-:4. En el diagrama de Smith, se avanza hacia la carga una distancia € desde 
ción de Vu; y se halla Z} en ese punto. 


€ = distancia hacia la carga Figura 11.22. Determinación d 
£' = distancia hacia el generador., impedancia de la carga con b 
el diagrama de Smith emplean: 
datos obtenidos en la línea ranu 


Círculo s 
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Un indicador de onda estacionaria registra s = 2 en una línea ranurada en el aire conec- 
tada a una carga desconocida, en tanto que la escala ubica los mínimos en 11 cm, 19 cm,. . . 
Reemplazada la carga por un cortocircuito, los mínimos se sitúan en 16 cm, 24 cm, . 

Si Z; = 50 (2, calcule A, f y Zz- 


Solución: 
Considérense los patrones de onda estacionaria que aparecen en la figura 11.23(a). De 
ella se deduce que 


À 19—11 = 8cm o Aà = 16 cm 


H 3a 108 
= =L = 1.875 GHz 
f A 16 <.-10? 
En términos eléctricos, la carga puede situarse a 16 cm o 24 cm. Si la suponemos a 24 cm, 
se encuentra a una distancia € de Vmin donde 


€ = 24—19 = 5cm = -ZA = 0:3125 A 


~ i z Figura 11.23. Determinación de Z, 
mediante una línea ranurada: 

(a) patrón de ondas, (b) diagrama de 
Smith para el ejemplo 11.6. 


,— Con carga 


Con 
H H H cortocircuito 


11 16 19 24 27 32 


+ 180° 


-90° 
(b) 
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Ejemplo 11.7 
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Esto corresponde a un desplazamiento angular de 0.3125 x 720° =:2252 
s = 2. Partiendo de la posición de V „m y avanzando 225” hacia la carga (en d + 
traria a la de las manecillas del reloj), se llega a la ubicación de Zz, como se 

figura 11.23(b). Así, 


z; = 1.4 + j0.75 


Z, = Zz, = 50 (1.4 + j0:75) = 70 + j37.5 Q 


Una antena con impedancia 40 + j30 Q debe ser acoplada con una línea sin pérd 
100 Q mediante una sección de línea en corto. Determine 


a) La admitancia requerida de la sección de línea. 

b) La distancia entre la sección y la antena. 

c) La longitud de la sección. 

d) La razón de onda estacionaria en cada segmento del sistema. 


Solución: 


Zz 40 + j30 s 
S 22 = = a j 
a) Zr Zo 100 04 Jo: 


Se localiza z, en el diagrama de Smith, como se indica en la figura 11.24, y desd 
traza el círculo s de tal manera que y, se ubique en la posición diametralmen 
az,. Así, y, = 1.6 — 1.2. Opcionalmente, y, puede encontrarse mediante 


E 
YL= Z, 40+ ¡30 


= 1.6 — j1.2 
Se determinan los puntos A y B donde el círculo s interseca con el círculo g = 
A, y, = —j1.04 y en B, y, = +j1.04. De este modo, la admitancia requerida de la Ss 


de línea es ' 


Y, = Yoy, = =j1.004—= +j10.4 mS 


Tanto j10.4 mS como —j10.4 mS son valores posibles. 
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Figura 11.24. Para el ejemplo 11.7. 


b) Con base en la figura 11.24, se determina la distancia entre la carga (antena en este 
caso) y, y la sección de línea. En A, 


En B, 


e 5 TN AUAA 
nm 720° gai 
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c) Se localizan los puntos 4” y B' correspondientes a la admitancia de la 
—j1.04 y ¡1.04, respectivamente. Se determina entonces la longitud de 
cia de Pa a A’ y B’): 


88? ; 
da = 720) = 0.1222 
272% s 
= === 0.37 s T 
da 720° TBA ni 


Nótese que d4 + dp = 0.5A, como era de esperar. NG 


d) De acuerdo con la figura 11.24,s = 2.7. Ésta es la razón de onda est 
mento de la línea entre la sección y la carga (fig. 11.18), mientras que a 


.z 


Hasta aquí hemos supuesto que una línea de transmisión opera a una sola 
embargo, en aplicaciones prácticas como las redes de cómputo es posible env V 
señales de impulsos. De acuerdo con el análisis de Fourier, un impulso pued 
como una superposición de ondas de muchas frecuencias. Así, la difusión A 
impulsos en la línea equivale a la transmisión simultánea de ondas de diferen: 
Según el análisis de circuitos, entre el encendido de una batería O gener; 
pulsos conectado a una línea de transmisión y la consecución de valores 
corriente y el voltaje en la línea transcurre cierto periodo de transición, llam: 
El comportamiento del transitorio inmediatamente después del cierre del 
provocado por descargas causadas por rayos) suele analizarse en el ámbito « de E 
con la ayuda de la transformada de Laplace. En afán de ampracs ió aquí 
este problema en el ámbito temporal. E 
Considérese la línea sin pérdidas de longitud € e impedancia carac ieni i 
ilustra en la figura 11.25(a). Supongamos que esta línea es alimentada po 
de impulsos de voltaje V, con impedancia interna Z, en z = O y que te 
ga resistiva pura Z,. En él instante £ = O de cierre del interruptor, la cc 
que sólo “ve” Z, y Zo de manera que la situación inicial puede describirse Co; 
equivalente que aparece en la figura 11.25(b). Con base en esta figura, la € 
arranque en z = 0,1 = O* está dada por 


+5 


1(0,0*)= Io = 
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(b) 


Figura 11.25. Transitorios en una línea de transmisión: (a) línea alimentada, 
por un generador de impulsos, (b) circuito equivalente en z = O, £ =.0*. 


y el voltaje inicial es 


Zo 


viot] = mn = E aa 
g o 


Vz (11.61) 


Tras cerrar el interruptor, las ondas I+ = I, y V* = V, se propagan hacia la carga a la ve- 
locidad 


u= JLE (11.62) 


Puesto que esta velocidad es finita, transcurre cierto tiempo hasta que las ondas, de di- 
rección positiva, llegan a la carga e interactúan con ella. La presencia de la carga no ejer- 
ce ningún efecto en las ondas antes del periodo de transición, dado por 


4 =* (11.63) 


Las ondas llegan a la carga luego de £, segundos. El voltaje (o la corriente) en la carga es 
la suma de los voltajes (o corrientes) incidente y reflejado. Así, 


VE) = VE + VOF Vo + TV. = (A+ Y. (11.64) 


IE, t) =I* +1 =1¿2 TL = UM TDI" (11.65) 


donde T, es el coeficiente de reflexión de la carga, dado en la ecuación (11.36); es decir, 


1 


ió > A 2 2 
1934 Dips ZE (11.66) 
Las ondas reflejadas V- = rV, e I- = —TI'¿Z, vuelven al generador junto con las ondas 


V, e I, que ya se encuentran en la línea. Las ondas reflejadas llegan al generador en el 
instante £ = 2£,, de manera que 


T 


V(O; 24) = V+ + VO =T¿F¿V, + A +T,0V, 
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r=ro 
z=0 = 
£=0 


(a) (b) 


Figura 11.26. Diagrama de rebote de (a) una onda de voltaje 
y (b) una onda de corriente. 


o 
V(0,2£,) = (1 +T,¿ + rA 
e 
10,24) = IE +17 = TT ATL) + AL T 
o 


10,26) == — Th tirar 
donde Tç es el coeficiente de reflexión del generador, dado por 
Ln Za 


To = EA jè: ji C 


Las ondas reflejadas (en el extremo del generador) V+ = rol LV, e I = rori 
pagan de nuevo hacia la carga, y el proceso continúa hasta que los resistore 
absorben la energía del impulso. j i 

Rastrear los reflejos en un diagrama de rebote o reticular es más sencillo q 
guir las ondas de voltaje y corriente en su trayecto de un extremo a otro. Tal 
consta de una línea en zigzag que indica la posición de la onda de voltaje (o de i 
te) respecto del extremo del generador, como se ilustra en la figura 11.26. Para 
nar el valor del voltaje (o de la corriente) en cualquier momento, basta añadir li 
asignados en el diagrama al momento respectivo. , 


Con referencia a la línea de transmisión que aparece en la figura 11.27, calcule 


a) El voltaje en los extremos de la carga y el generadoren0 < t < 6 us. 
b) La corriente en los extremos de la carga y el generador en 0 < :< 6 ps. 
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Figura 11.27. Para el ejemplo 11.8. 


200 Q 


Solución: 


a) Se calculan primero los coeficientes de reflexión por voltaje en los extremos del ge- 
nerador y la carga. 


y _Lg=Zo 10050 _ 1 
TO ZARZA > 100450. 3 
r, = ZŁ Zo _ 200- 50_3 
E Zrt Za- 200+ 50 5 
S np _ E. IDO 
Ne Ia de transicion ti = E las. 
El voltaje inicial en el extremo del generador es 
7 Z, 
Yo 50 (12) = 4V 


=z AE 0 


Remitidos a la carga estos 4 V, la punta del impulso llega a la carga en 1 = f, = 1 us. 
Luego de ser reflejada una porción del impulso, 4(3/5) = 2.4 V, ésta llega al generador en 
t = 2t, = 2 us. En el generador se refleja 2.4(1/3) = 0.8 y así sucesivamente. El proceso 
completo se ilustra en el diagrama de rebote del voltaje que aparece en la figura 11.28. 


To= 1 Tr, =3/5 
z=0 Zz=f 
1=0 v=.0D 
V=4 t 


E 


V=4+2.4=6.4 


V=4 + 2.4+ 0.8=7.2 34 


4t V =6.4 + 0.8+ 0.48 = 7.68 


V = 7.2 + 0.48+ 0.16 = 7.84 St 


6t V =7.68 + 0.16+ 0.096 = 7.936 


7 i 
V = 7.936 + 0.03+ 0.02 = 7.986 
Figura 11.28. Diagrama de rebote del voltaje para el ejemplo 11.8. 


V = 7.84 + 0.096+ 0.032 = 7.968 
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Con base en este diagrama de rebote es posible trazar V(O, £) y V(£, D) Come 
nes de tiempo, lo que se muestra en la figura 11.29. En ella se advierte que, a me 
t — 00, los voltajes se aproximan a un valor ásintótico de i o 


Z j 
E — 200 a2) = 8v | 


Vo = Z + Z, Vex 300 | 


Esto era de esperar, dados los circuitos equivalentes en: = 0 y t= o0 que se ] 
en la figura 11.30 (véase el probléma 11.46 para efectos de comprobación). 


b) El coeficiente de reflexión por corriente en los extremos del generador. yl 


-Irec = —1⁄3 y mI; = =3/5, respectivamente. La corriente inicial es 
aT 
lena. sp ARA 


V(O, £) Volts a ; Figura 11.29. Voltaje (fuera di 
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(a) ; (b) 


Figura 11.30. Circuitos equivalentes a la línea de la figura 11.27 en 
(a):=0y (b)r =00 o 


También Z(0, £) e I(€, t) se obtienen fácilmente del diagrama de rebote, esta vez referido 
a la corriente, el cual se muestra en la figura 11.31, mientras que en la figura 11.32 se les 
diagrama como funciones de tiempo. Cabe hacer notar que (€, = V(,D/Z,. Por tan- 
to, la figura 11.32(b) puede obtenerse ya sea del diagrama de rebote de la corriente de la 
figura 11.31 o reproduciendo a escala la figura 11.29(b) por un factor de 1/Z, = 1/200. En 
las figuras 11.30(b) y 11.32 se observa que las corrientes se aproximan a un valor asintó- 


tico de 
V, 12 
8 
ie = 2 =40mA 
us Zi + ZL 300 
g 
z=0,P =-1/3 z=€,T =-3/5 
t=0 
de 
I= 80 t 
2t I=80-48=3Ź 
I =80— 48 + 16 = 48 3t 
Ar? T=32 + 16-9.6=38.4 
T=48-—9.6 + 3.2 = 41.6 St, 
6t, I =38.4 + 3.2 — 1.94 = 39.68 
1 = 41.6 — 1.92 + 0.64 = 40.32 —0.384 7t 


Figura 11.31. Diagrama de rebote de la corriente para el ejemplo 11.8. 
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T(0,1) mA Figura 11.32. Corriente 
escala): (a) en el extrem 
generador, (b) en el extre 
carga, para el ejemplo 1 


— t(us) 


t(s) 


Ejercicio AES 


Repita. el eo, 11 8 si la Taea ae transmisión está en 
po pS a E 
a) Cortocircuito. E EE 
b) Circuito pio 
E O A 


Respuestas: a) Véase la neua 1133. A 
db) Véase la figura 11.34. O E O 
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V(£,0 


ov 


t(s) 
V(0, 1) 


4V 8 


=—_—_——_——- 


4/3 
=——— E —j] 


4/9 
ET EN A E 
t(11s) 
o is 


2 4 6 
APS | A e a 
I —4/3 
I 

14,0 I E 


) 
) 
t 
$ 
) 
ha 


100, £) 


— A A A ‘M ‘Á Á {Á {XÁ {XÁ 


~ 80/9 

mmm A a 
t(us) 

o 2 4 156 


A e 


—80/3 i 
Figura 11.33. Para el inciso a) del ejercicio 11.8. 
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VCE, t) 11.55 Es 12V 
10.67 
8V 
4v 
-> < a p 
4/3 ¢ 
Ea p 4/9 ¿ 
. e S e e = lus) 
El 
2 4 6 = 
IE, D 
z(us) 
V(O, £) 
12V 
r — a_r — ————_ 4/9 
T r- _ — > < —— 
+ n ! ! > (us) 
(0) 2 4 6 8 
I(0, £) 


80 


— — p ————= 


t(1s) 

o 2 4 6 

I Lo oo —- 

I -80/3 

I - 

I = z 

I . -80 

Le 


Figura 11.34. Para el inciso b) del ejercicio 11.8. ` 
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Una línea de transmisión de 75 Q y 60 m de longitud termina en una carga de 100 Q. 
Si un impulso rectangular de 5 us de duración y 4 V de magnitud es emitido por el ge- 
nerador conectado a la línea, trace 7/(0, £) e I(€, £) con relación a 0 < £ < 15 us. Adopte 
Z¿=250yu =-.0.1c. 


Solución: 


En el ejemplo anterior el encendido de una batería generó una función escalonada, un 
impulso de duración o anchura infinita. En este ejemplo, el impulso es de una anchura fi- 
nita de 5 as. Calculemos primero los coeficientes de reflexión por voltaje: 


La — Les al 
Ta = == — 
Lig Zo 2 
Z, 
r, 227% _13 


Z; +Z, Y 
El voltaje inicial y el periodo de transición están dados por 


3 z ; 
yan A A HA 


= =3V 
Zo + Lg ; 1.00: =a 
POE. PR 1: 
Lu oae => 108) Es 
El tiempo que tarda V, en su trayecto de un extremo a otro es 2t, = 4 us, menor que la 


duración del impulso, de 5 as. Por tanto, habrá empalme. 
El coeficiente de reflexión por corriente es 


1 k 

T Tp =i y Tem 
L t q e TA A 
a corriente inicia Ea Fa 0. mA. 


Sean i y r los impulsos incidente y reflejado, respectivamente. En el extremo del generador: 


Ore 5 pa, I, = I, = 40 mA 
1 
LLE A, Ir = —(40) = 5:714 
1, = 35.714) = —2.857 
i | 
8<r< 13, 1, = —5 (72.857) = 0.4082 


I, = > (0.4082) = 0.2041 
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AS E I I= => (0.2041) = —0.0292 17 


I, = 5 (—0.0292) = —0.0146 


y así sucesivamente. De esto resulta el diagrama de /(0, £) contra £ que aparece 
ra 11.35(a). 


1(0,) mA 


L > z(us) 


V(£, £) Volts 


Figura 11.35. Para el ejemplo 11.9 (fuera de escala). 
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En el extremo de la carga: 


0 << DS 


E A S 


6*=it3< 1L, 


10 < z< 14, 


vV 


V, 


11.7. TRANSITORIOS EN LÍNEAS DE TRANSMISIÓN W 523 


1 
—3 (0.4296) 


1 
7 (0.2143) 


a TE —0.0306) = 


—0.2143 


—0.0306 


0.0154 


5 (0.0154) = 0.0022 


y así sucesivamente. De V(£, t) puede obtenerse /(€, £), en esta forma: 


I(E t) = 


Vet) 
e iia, 


V(e, t) 


100 


Los diagramas de V(£€, t) e I(£, t) se presentan en las figuras 11.35 (b) y (c). 


E 
ular que aparece e 


SOLER ak E i 


Figura 11.36. 


HO 

DIE PIEKE 

SuD ¿4 Si a 
SS 


ES dE 


7 en 16 B a 2 la forma de las 
FRY 


Impulso triangular para el ejercicio 11.9. 
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1(0.1) mA e Figura 11.37, Onda: 
el ejercicio 11.9. 


6 t(s) 


IE, t) mA 


(b) 


Las líneas de microcinta pertenecen a la categoría de las líneas de cani 
paralelas y son de amplio uso en la electrónica actual. Además de ser la 


‘utilizan en componentes de circuitos como filtros, acopladores, resonadóres, 

En comparación con las coaxiales, la líneas de microcinta-son más flexibles y « 

más compacto. q 
Una línea de microcinta se compone de un plano conectado. a tierra y un 


tos EAS. La deducción analítica de las propiedades características de 


OÍ I q r f ; Årg Q) - ETT 


Figura 11.38. Línea de tra 
de microcinta. 


Cinta 
conductora 


Sustrato £, qu 


Plano a tierra 
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líneas es muy compleja. Aquí nos restringiremos a las fórmulas básicas de validez empí- 
rica para el cálculo de su velocidad de fase, impedancia y pérdidas: 

En virtud de la estructura descubierta de la línea de microcinta, el campo electro- 
magnético no está confinado al dieléctrico, sino que se sitúa parcialmente en el aire cir- 
cundante, como se observa en la figura 11.39. En tanto la frecuencia no sea demasiado 
alta, la onda propagada por la línea de microcinta es, para efectos prácticos, una onda ET. 
A causa del efecto de borde, la permitividad relativa efectiva £f es menor que la permiti- 
vidad relativa e, del sustrato. Si w es la anchura de la línea y A el grosor del sustrato, un 
valor aproximado de:s. está dado por 


j 


(e, — 1) 


(11.70) 


+ — 
2V1 + 12h/w 


Ga + z), io n 3 w/h =i 


1207 
Jz [w/h + 1.393 + 0.667 In (w/h + 1.444)” 


01-7 
wih = 1 


La impedancia característica de una cinta ancha suele ser baja, mientras que la de una 
“¿cinta angosta es alta. 


Campo magnético 


Figura 11.39. Patrón del campo electromagnético de una línea 
de microcinta. Fuente: D. Roddy, Microwave Technology, 
1986, con autorización de Prentice-Hall. 
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Para fines de diseño, si e, y Z, son conocidas, la razón w/h necesari; 
Zo está dada por 


A 
2" wih < 2 
w 2 > 
FS 2 [B-=1-1m28 - 1) 
+ |m — 1) + 0.39 — osL), -w/h > 2 
2e, e, 
donde 
Zo e; — L e, — 1 0.11 
A="%0 2 + E (023 +22) 
B= 607? 


— ANI, 


En conocimiento de £.; y Zo, la constante de fase y la velocidad de fase de 


que se propaga en la microcinta están dadas por 
ME 
B === 


e 


c 
Eef 


donde R, = zE es la resistencia pelicular del conductor. La atenuación debida 4 
E - ` J 


das dieléctricas es (en dB/m) 


(Sor — 1)s, tan 8 
(e, > T)Eśr A 


Ay = 27.3 


donde A = u/f es la longitud de onda de la línea y tan = d/we la tangente de pi 
sustrato. La constante de atenuación total es la suma de la constante de atenui 
mica œ, y la constante de atenuación dieléctrica «,; es decir, 


a. = et-a 


En ocasiones aœ; es insignificante en comparación con æ.. Pese a su flexibilidad y 
Hia tación, las líneas de microcinta no son útiles para la transmisión en largas d 
M7] causa de su excesiva atenuación. 
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El sustrato de cierta línea de microcinta es de cuarzo (e, = 3.8). Si la razón de la anchu- 
ra de la línea al grosor del sustrato es w/h = 4.5, determine 


a) La permitividad relativa efectiva del sustrato. 
b) La impedancia característica de la línea. 
c) La longitud de onda de la línea a 10 GHz. 


Solución: 
a) Puesto que w/h = 4.5, se trata de una cinta ancha. Con base en la ecuación (11.70), 


4.8 2.8 TAn eR 
Sa = -3 F [a + z] = 3.131 
b)'A partir de la ecuación (11.71), 
Z = 1207r 
S V 3.131 [4.5 + 1.393 + 0.667 In (4.5 + 1.444)] 
= 9.576 Q 
u c 3 x< TIE 


A 10 GHz, una línea de microcinta tiene los parámetros siguientes: 
h=1lmm 
w = 0.8 mm 
e, = 6.6 
tan ð = 1074 
o, = 5.8 x 107 S/m 


Calcule la atenuación debida a pérdidas de conducción y a pérdidas dieléctricas. 
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Resumen 


"Solución: 
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La razón w/h = 0.8. Así, de acuerdo con las ecuaciones (11.70) y (11-71), 


1272 5.6 12 542 
Ee a E 2 do 0.8 = 4,3 
60 8 0.8 
= >r— — — — 
Zo 3 In (E 4 
= 67.17 Q 


La resistencia pelicular del conductor es 


1 fo: ar > 10 > 10? < 4 < 107 
o.5 V g l 5.8 x 107 
= 2.609 x 10-7? Q/m? 


Mediante la ecuación (11.75), la constante de atenuación de conducción es 
2.609 x 10-7? 


0.8 x 16723 67.17 
= 4.217 dB/m 


Para hallar la constante de atenuación dieléctrica se precisa de A. 


A. = 8.686 X 


q E A 
f fN Eet 10 x 10°43 

= 1.447 X10727 

La aplicación de la ecuación (11.76) resulta en 
3.492 x 6.6 x 107* 


5.6 < 4:3 x 1,447 X 10? 
= 0.1706 dB/m 


Ry = 27.3 X 


cinta integrada por un 
alúmina. Adopte 50 Q 


(en Q/m), L (en H/m), G (en S/m) y C (en F/m). Las fórmulas para el cálo l 
G y C de líneas coaxiales, de dos alambres y planas se proprocionaron en la tab 


SD 


2. 
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Los parámetros distribuidos se usan en un modelo de circuito equivalente para re- 
presentar una longitud diferencial de la línea. Las ecuaciones de línea de transmi- 
sión se: obtienen aplicando las leyes de Kirchhoff y concediendo que la longitud 
de la línea se. pda a cero. Las ondas de voltaje y de corriente en la línea son 


V(z, t) = - Ve ae cos Cor Bay E ye e° cos Cor. + Bz) 


vr az Sel e ) Y est ces Est 
zye cos | - Bz Ey w Bz) 


UZAE 


Ao, que indica. la existencia en la, Tínea. de dos: ondas que se desplazan en direc- 


ciones opuestas. 
La impedancia característica. Z, (anA PEA a la impedancia intrínseca y de las on- 
das planas en un medio) de una línea está dada por 


KR +JoEb 
Zo A + jc 
y la constante de propagación y (por metro) por 


S y Ept JÈ = V(R + jæL)(G + jæ), 


La longitud de onda y velocidad de onda son 


¿E 


A 


w 

a =^, === 

u B JA 
El caso general es el de la línea de transmisión disipativa (G + O + R), el cual se 
examinó en primer término. En una línea sin pérdidas; R = 0 = G; en una línea 
sin distorsión, R/L. =:G/C. En la transmisión de energía son de desear líneas sin 
pérdidas, y líneas sin distorsión en la comunicación telefónica. 
El coeficiente de reflexión por voltaje en el extremo de la carga se define como 


Va E e gas 


Ez = ++ SAA 


en tanto que la razón de onda estacionaria es 


os tl] Eg 
1 BA! on sl 
donde Z, es la impedancia de la carga... ) E 
En cualquier punto de la línea, la razón del voltaje en forma de fasor a la corriente 


en forma de fasor es la impedancia en ese punto viendo hacia la carga, y sería la im- 
pëdancia de entrada a la línea si ésta fuera de tal longitud. En una línea disipativa, 


Fl E” ya V.(z) Z F Zo jankt 
k Iz) Zs + Zç tanh y€ 

donde € es lá distancia de la carga al punto. En una línea sin pérdidas (æ = 0), 

tanh yl = jtan:8B€; en una línea en cortocircuito, Z, = 0; en una línea en circuito 

abierto, Z¿'= oo, y.en una línea acoplada, Z, = Z,- 


= Zen = ZE $ 
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E 7. El diagrama de Smith es un medio gráfico de obtener características 


8. Cuando en el extremo emisor de una línea se aplica súbitamente un vol 


9. Las líneas de transmisión de microcinta se emplean en circuitos integr 


Preguntas de repaso 


11.1. 


11.2. 


11.3. 


11.4. 


ca E=0 =. 3. 


sa) Zo ~ —jZ,¿ en una línea en cortocircuito con € = 1/8. 
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transmisión como TP, s y Zant- Se le elabora dentro de un círculo de r 
unidad y se basa en la fórmula para IT", anteriormente referida. Resp 
or y x cuenta con dos círculos explícitos (de resistencia y de reactan: 
plícito (de s constante). Permite determinar la ubicación de un sint 
sección de línea y su longitud, así como, en asociación con una línea 1 
llar el valor de la impedancia de una carga desconocida. 


rriente directa, un impulso sigue en la línea un trayecto de uno a otro exi 
diagramas de rebote son útiles para analizar el comportamiento del tra 


croondas. En el texto se rd bre fórmulas para crear líneas de mic 
determinar sus pérdidas. 


¿Cuáles de los enunciados giguienjes sobre los parámetros de líneas de transmisi 
y C no son ciertos? 

a) R y L son elementos en serie. 

b) G y C son elementos en derivación. 


I 
c) G= 


d) LC = pe y RG = oe. 
e) Tanto R como G dependen de la condubtividad de los conductores que componen la líne 
'f) Sólo R depende explícitamente de la frecuencia. 

g) Estos parámetros no son globales, sino distribuidos. 


En una línea de transmisión disipativa, la impedancia característica no depende de 


a) La frecuencia de operación de la línea. 

b) La longitud de la línea. 

c) La carga en la que termina la línea. 

d) La conductividad de los conductores. 

e) La conductividad del dieléctrico que separa a los conductores. 


¿Cuál de las condiciones siguientes no garantizará una línea de transmisión sin distorsi ÓN 
b) RC = GL. 


c) Un intervalo de muy bajas frecuencias (R >> wL, G > oC). 
d) Un intervalo de muy altas frecuencias (R < wL, G < wC). 


¿Cuál de los enunciados siguientes no es cierto en una línea sin pérdidas? 


b) Zo = joo en una línea en cortocircuito con € = 1/4. 


11.5. 


11.6. 
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c) Zen = jZ en una línea en circuito abierto con € = A/2. 

d) Zən = Z, en una línea acoplada. 

e) En una semilongitud de onda de una carga, Zem = Zz, lo que en lo sucesivo se repite a 
cada semilongitud de onda. 


Si una línea de transmisión sin pérdidas es de 50 cm de longitud con L = 10 H/m, C = 40 
pF/m y opera a 30 MHz, su longitud eléctrica es de 
a) 201 
b) 0.2 A 
c) 108° 
d) 407. 
e) Ninguno de los valores anteriores. 
Haga coincidir las siguientes impedancias normalizadas con los puntos A, B, C, D y E del 
diagrama de Smith que se presenta en la figura 11.40. 
2 O+j0 di) 1+j0 
ii) O— j1 iv) O+j1 
Z, 
v) œo + joo vi) [Z] 
Zo mín 
zZ 
vii) [ e] viii) Carga acoplada (T = 0) 
Zo máx 
Una línea de transmisión sin pérdidas de 500 m termina en una carga situada en P en el dia- 


grama de Smith que se presenta en la figura 11.41. Si A = 150 m, ¿cuántos voltajes máximos 
existen en la línea? > 


a) 7 
b) 6 
ad s 
d) 3 
e) Ninguno 


Figura 11.40. Para la pregunta de 
repaso 11.6. 
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11.8. 


11.9. 


11.10. 


Respuestas: 11.1c, d, e, 11.2b, c, 11.3c, 11.4a, c, 11.5c, 11.6) D, B, ii) A, iii) E, iv) C, v) B, vi) L 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Figura 11.41. Para la pregunta de 


Escriba cierto (C) o falso (F) frente a cada uno de los siguientes enunciados. 1 


a) Todos los círculos r y x pasan por el punto (T,, ,) = (1,0). 

b) Toda impedancia se repite cada 1/4 en el diagrama de :Smith. 

c) Un círculo s = 2 es igual a un círculo |I| = 0.5 en el diagrama de Smith. $ 

d) El principio básico de cualquier método de acoplamiento, es eliminar la ons ; 
entre la fuente y el dispositivo de acoplamiento. 

e) Una línea ranurada sólo permite determinar Z,. 


f) En cualquier punto de una línea de transmisión, el coeficiente de reflexión por. 
te es el recíproco del coeficiente de reflexión por voltaje en ese punto. A 


Si, en una línea en el aire, máximos adyacentes se encuentran en 12.5 cm y 37.5 cm 
cuencia de operación es de 49 ida ELS <= 


a) 1.5 GHz y ulpiz 
b) 600 MHz 
c) 300 MHz 
d) 12 GHz 


Dos impulsos idénticos de 12 V de magnitud y 2 as de anchura inciden en t =0en 
nea de transmisión sin pérdidas de 400 m de longitud terminada en una carga. Si es 
parados por 3 us (como en el caso de la figura 11.53) y u = 2 X 108 m/s, ¿en qué m 
la contribución a V, (€, £) del segundo impulso comienza a empalmarse con la del pr 


a) t = 0.5 ps 
b) t = 2 ps 
c) t= 5 us 
d) t = 5.5 us 
e) t=6 pus 


vii) B, viii) A, 11.7a,11.8a) C, b) F, c) F, d) C, e) E, f) F, 11.9b, 11.10e. 


11.1. 


*1I1.3. 


amn 


V(z £) 


Figura 
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Una línea plana rellena de aire con w = 30 cm, d = 1.2 cm, t = 3 mm tiene placas conduc- 
toras con o¿= 7.x 107 S/m..Calcule R, L, C y G a 500 MHz. 


Los conductores de cobre de un diodo, de 16 mm de largo y 0.3 mm de radio, están separa- 
dos por una distancia de 2 mm, como se muestra en la figura 11.42. Halle la capacitancia en- 
tre ellos y la resistencia en corriente alterna a 10 MHz. r 


En la sección 11.3 se mencionó que el circuito equivalente de la figura 11.5 no es el único 

posible. Demuestre que las ecuaciones (11.4) y (11.6) mantienen validez en los circuitos 

equivalentes tipo II y tipo T que aparecen en la figura 11.43. 
o EELA A ri 

Cierta línea plana sin pérdidas de 78 (2 no cumple un requerimiento básico. ¿Qué fracción 


de la anchura de la cinta debería añadirse o eliminarse para obtener una impedancia carac- 
terística de 75 (2? i E i 


16 mm Figura 11.42. Diodo para el problema 11.2. 


1,0 — RAz LAz : KZ + Az, 1) 


S Az Vz + Az, £) 


(a) 


V(z + Az, 1) 


(b) 


11.43. Para el problema 11.3: (a) circuito equivalente tipo iL 
(b) circuito equivalente tipo T. 
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11.5. 


11.6. 


11.8. 


11.9. 


11.10. 


11.11. 


11.12. 


Una línea telefónica posee los parámetros siguientes: nit 


R= 40 Q/m, (G=4004S/m, ` L = 0.2 H/m, C= 0.5 nF/m 


a) Si esta línea opera a 10 MHz, calcule la impedancia característica Zo y l: 
b) ¿Después de cuántos metros el voltaje se reducirá 30 dB en la línea? 


Una línea sin distorsión que opera a 120 MHz tiene R = 20 (Q/m, L = 03% 
63 pF/m. a) Determine y, u y Zo. b) ¿Qué distancia recorrerá una onda de vol 
reducirse a 20% de su magnitud inicial? c) ¿Qué distancia recorrerá antes de 
cambio de fase de 45°? 


Con referencia a una línea de transmisión sin pérdidas de dos alambres, demuest 


1 
a) La velocidad de fase u = c = —>=— 
MEG 
= z - i7 _ 120 == a 
b) La impedancia característica Z, = ye cosh TA 


¿El inciso a) es cierto con relación a otras líneas sin pérdidas? 


Las líneas de par trenzado, semejantes a las de dos alambres, son de gran utilidad en 
dustria telefónica. Considérese una línea formada por dos alambres de cobre de 0.19 
diámetro con una distancia de 0.32 cm de centro a centro. Si los alambres están 
por un material dieléctrico con e = 3.Se,, halle L, C y Zo. 


Una línea sin pérdidas tiene una onda de voltaje 
V(Z, £) = V, sen(wt — Bz) 
Halle la onda de corriente respectiva. 
En una línea sin distorsión, la onda de voltaje está dada por 
VE) = 120€e0-0025€” cos (10% + 2€') + 60€ 000250” cos (10% — 26”) 


donde €” es la distancia desde la carga. Si Z, = 300 Q, halle: a) œ, B y u, b) Zy € KE p 


a) Demuestre que un coeficiente de transmisión puede definirse como 


V, 2ZŁ 
AO eE ETA 


b) Halle 7, cuando la línea termina en: ¿) una carga cuyo valor es nZ, ii) un circuito ab 
to, iii) un cortocircuito, iv) Z, = Z, (línea acoplada). 


Los parámetros distribuidos de una línea coaxial de 5.6 m de largo son R = 6. 
= 3.4 H/m, G = 8.4 mS/m y C = 21.5 pF/m. Si la línea opera a 2 MHz, calcule la imf 
dancia característica y la duración de la propagación de extremo a extremo. 


11.13. 


11.14. 


11.15. 


11.16. 


11.17. 


11.18. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com PROBLEMAS Mi 535 


Figura 11.44. Para el problema 11.16. 


Una línea de transmisión sin pérdidas que opera a 4.5 GHz tiene por parámetos L=2.4u H/m 
y Z, = 85 Q. Calcule la constante de fase £ y la velocidad de fase u. 


Un cable coaxial de 50 Q alimenta a una antena de dipolo de 75 + ¡20 Q. Halle F y s. 


Demuestre que una línea de transmisión disipativa de longitud £ tiene una impedancia de 


entrada Zœ = Z,¿ tanh y€ en cortocircuito y Zi, = Z, coth y€ en circuito abierto. Confirme 
las ecuaciones (11.37) y (11.39). 


Halle la impedancia de entrada de la línea de transmisión coaxial en cortocircuito de la fi- 
gura 11.44 si Z, = 65 + j38 Q, y = 0.7 + 72.5 /m, € = 0.8 m. 


Remítase a la línea de transmisión sin pérdidas que aparece en la figura 11.45. a) Halle T y 
s. b) Determine Z.n en el generador. 


Una línea sin pérdidas de un cuarto de onda de 100 Q termina en una carga de Z, = 210 Q. 
Si el voltaje en el extremo receptor es de 80 V, ¿cuál es el voltaje en el extremo emisor? 


Una línea sin pérdidas de 500 Q tiene V, = 10e25" V, Z, = 50e?0. Halle la corriente en 1/8 
desde la carga. 


Una línea sin pérdidas de 60 Q está conectada a una fuente con V, = 10 ZO? Vrms y Z¿= 50 
— j40:Q y termina en una carga de ¡40 Q. Si tiene 100 m de largo y 8 = 0.25 rad/m, calcule 
Zo y Y en 

a) El extremo emisor. 

b) El extremo receptor. 

c) 4 m desde la carga. 

d) 3 m desde la fuente. 


Figura 11.45. Para el problema 11.17. 
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i B AT. a E 
| A 5A/8 3A/4 A/2: D = e- 


z¿=500 Z,=100Q zZ¿=7590 Z,=60-j350 $ 


Figura 11.46. Para el problema 11.22. 


f 


11.21. Una línea de transmisión sin pérdidas con impedancia característica de 75 Q 
00 carga de 120 Q. La longitud de la: línea es de 1.251. Si la línea está ¡energiza: 


y b) la magnitud del voltaje en la carga. EX 


Ki *11.22. Tres líneas sin pérdidas están conectadas como se muestra en la figura 11.46. De ter 


El *11.23. Considere la red de dos puertos .que se muestra en la figura 11.47(a). La relaci 
i variables de entrada y salida puede expresarse en forma matricial como 


Eje da e 


Con referencia a la línea disipativa de la figura LLAI) demuestre que la matig 


cosh yë l Zi senh y£” 
+ senh y€ cosh yl 


o 


11.24. Una línea sin pérdidas de 50 Q tiene 4.2 m de largo. A una frecuencia de ope: 

300 MHz, la impedancia de entrada a la mitad de la línea es de 80 — /60-£2. Halle la in 

Ai cia de entrada en:el generador y el coeficiente de reflexión por voltaje en la carga. 
u = 0.8c. Si 

11.25. Si la impedancia de entrada de una línea en el aire de 60 (2 que opera a 20 MHz y tie 

m de largo es de 90 + ¡150 Q, calcule Z,,T' ys. ranp 


11.26. Una línea de transmisión de 75 (2 termina en una carga de 120 + j80 Q. a) Hall 
b) Determine a qué distancia de la carga la impedancia de entrada es puramente 


11.27. Una línea de transmisión de 75 Q termina en una carga de impedancia Z,. Si la línea € 
5/8 de largo, calcule Zen cuando: a) Z, =j45 Q, b) Z} = 25 — j65. 


li HA — Figura 11.47. Para el problem 
pi t 1123, 


| ži Es 

pl Y Zo F 

| vf E f 

“Hj i oo ~~~ o tai 
(a) TE. i dls nrs casia 


11.28. 


11.29. 


11.30. 


11.31. 


11.32. 


11.33. 
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Determine la impedancia de entrada normalizada en A/8 desde la carga si: a) la impedancia 
normalizada de ésta es 2 + j, b) su admitancia normalizada es 0.2 — j0.5, c) el coeficiente de 
reflexión en la carga es 0.3 + 0.4. 


Una línea de transmisión termina en una carga con admitancia Y, = (0.6 + j0.8)/Z,. Halle 
la impedancia de entrada normalizada en A/6 desde la carga. 


Una línea de transmisión de 80 Q que opera a 12 MHz termina en una carga Z,. A 22 m de 
la carga, la impedancia de entrada es de 100 — j120 Q. Si u = 0.8c, 


a) Calcule Ers Zont, máx y E REE 
b) Halle Z,,s y la impedancia de entrada a 28 m de la carga. 
Cc): gcuntas Zent, máx y Fent min hay entre la carga y la post eras de entrada de 100 — j120 Q? 


Una antena conectada a una línea sin pérdidas de 150 (2 pom una razón de onda esta- 


* cionaria de 2.6. Si las mediciones indican que los voltaje máximos están separados por 


120 cm y que el último máximo ocurre a 40 cm de la antena, calcule 


a) La frecuencia de operación. 
b) La impedancia de la antena. i skab 
c) El coeficiente de reflexión. Suponga que u = c. 


La razón de onda estacionaria observada en una línea sin pérdidas de 100 Q es 8. Si el 
primer voltaje máximo:'ocurre a 0.34 de la carga, calcule la impedancia de la carga y el coefi- 
ciente de reflexión por voltaje en la carga. 


¿Una línea de 50 Q termina en una carga de impedancia desconocida. La razón de onda es- 


tacionaria s = 2.4 en la línea y un voltaje máximo ocurre-a A/8 de la carga. a) Determine la 
impedancia de la carga. b) qn qué distancia de la caiga se encuentra el primer voltaje mí- 


-, nimo? 


11.34. 


11.35. 


11.36. 


Una línea sin pérdidas de 75 Q termina en una impedancia de carga Z, desconocida. Si a 
una distancia de 0.24 de la carga el:voltaje es de V, = 2 + j V y la corriente de 10 mA, 


¿halle Z; y s- š tb e 


Dos transformadores de A/4 conectarán uno tras otro una línea de 50 Q a una carga de 
75 Q, como se ilustra en la figura 11.48. 


a) Determine la impedancia característica Zo S si z o2 = 30 Q y no hay onda reflejada a la iz- 
quierda de A. 2 


b) Si los mejores resultados se obtienen cuando 


ES P E [Zef 
Zak Zs [Zr 


determine Z,„ı y Zoz2 para este caso. 


Dos antenas idénticas con impedancia de entrada de 74 Q son alimentadas por tres líneas 
de transmisión idénticas de un cuarto de onda sin pérdidas de 50 Q, como se observa en la 
figura 11.49. Calcule la impedancia de entrada en el extremo de la fuente. 
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11.37. 


11.38. 


11.40. 


11.41. 


11.42. 
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Figura 11.48. Transformado: 
doble para el problema 11.35 


7520 


Si la: línea descrita en el problema anterior se conecta a una fuente con un vol 
impedancia interna de 80 Q, calcule la potencia promedio que recibe cualquie: 


5 LJ - 
Considere las tres líneas sin pérdidas que aparecen en la figura 11.50. Si Z, = 50. 
a) Z. desde la línea 1. i 

b) Zn desde la línea 2. 

c) Zen desde la línea 3. 


ent 


Una sección de línea de transmisión sin pérdidas se coloca en derivación en la líne 
como se indica en la figura 11.51. Si €, = A/4,€, = à/8 y €, =7A/8, halle Yent, Yi 
puesto que Z, = 100 Q, Z, = 200 + ¡150 Q. Repita los cálculos si la sección en c 
abierta. , 
Se desea acoplar una línea de 50 Q con una impedancia de carga de 60 — ¡SO (2. ] 
sección de línea de 50 Q que consiga ese acoplamiento. Bane la longitud de la lín 
tancia desde la carga. 


Una sección de línea de 0.12A de longitud se emplea para acoplar con una carg 
sin pérdidas de 60 (2. Si la sección se ubica a 0.3à de la carga, calcule 


a) La impedancia de la carga Z,.- 
c) La razón de onda estacionaria entre la sección y la carga. 
Mediciones realizadas en una línea sin pérdidas indican que s = 4.2 con el pri 


máximo a A/4 de la carga. Determine a qué distancia de la carga debería ubica 
ción de línea en cortocircuito y calcule su longitud. 


11.45. 


**11.46. 


11.47. 
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Figura 11.50. Para el problema 11.38. 


Cortocircuito 


Una línea sin pérdidas de 60 Q que termina en una carga Z, tiene una onda de voltaje co- 
mo la que se muestra en la figura 11.52. Halle s, l y Z,. 


Las siguientes medidas procedentes de una línea ranurada corresponden a un sistema de 50 
Q. Con carga: s = 3.2 y V mm adyacentes ocurren en 12 cm y 32 cm (la cifra más alta se pre- 
senta del lado de la carga); con cortocircuito: V „m ocurre en 21 cm. Halle la frecuencia de 
operación y la impedancia de la carga. 


Una línea ranurada en el aire de 50 Q se aplica a la medición de una impedancia de carga. 
Los mínimos adyacentes se encuentran a 14 cm y 22.5 cm de la carga cuando la carga des- 
conocida está conectada y Vmáx = 0.95 V y Vmm = 0.45 V. Cuando la carga es reemplazada 
por un cortocircuito, los mínimos ocurren a 3.2 cm de la carga. Determine s, f, T y ZL- 


Demuestre que en lo relativo a un voltaje de corriente directa V, activado enr= 0 (véase 
la figura 11.30), los valores asintóticos (t < €/u) de V(€, t) e I(€, 5 son 


i VEZ z ES 
az * Pa 
g L g j D 


Una línea sin pérdidas de 60 Q está conectada a un generador de impulsos de 40 Q. La línea 
es de 6 m de largo y termina en una carga de 100 Q. Si un impulso rectangular de Su de dura- 
ción y 20 V de magnitud es emitido en la línea, halle V(O, £) e 1(€, £) respecto de 0 == 10 pus. 


Adopte u = 3 x 10% m/s. 


El interruptor que aparece en la figura 11.53 se cierra en £ = O. Trace el voltaje y la corriente 
en el lado derecho del interruptor respecto de O < 1 < 6€/u. Adopte Z, = 50 Q y €/u = 2 ps. 
Suponga una línea de transmisión sin pérdidas. 


Figura 11.51. Para el problema 


€, 11.39. 


Zz 
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SO' 45 40: 35 30. 25 20: 15 10 3 Q 


11.49. 


“11.50. 


11.51. 


11.52. 


11.53. 


11.54. 


27 V 


Figura 11.53. Para el problema 11.48. 
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Figura 11.52. Para el probl 
4 V Ly 


Con referencia al sistema que aparece en:la figura 11.54, trace V(£, £) è I(E À 
(s E a 

Remítase a la figura 11.55, donde Z= 25 Q; Zo = 500, Z, = 150 Q, € = 150 
en 1 = O el impulso que se. muestra en la figura 11: S6 incide en la línea, 


a) Trace los diagramas de rebote del aja y la corriente. 

b) Determine V(O, D, VCE, £), ICO, ©) e ICE, 9 respecto de 0 < f < 8 usi ii 
Una línea de microcinta tiene 1 cm de grosor y 1.5 cm de ancho. La cinta con ju 
de cobre (e, = 1.1:X< 107 S/m); mientras que el sustrato es de un material die éc 
£, = 2.2 y tan 8 = 0.002. Si la línea opera a 2.5 GHz, halle: a) Zo yeah A 

cia que recorrerá la anda en la línea antes kpe 20 dB. pk 


Una línea de microcinta as 50 Q registra un cumbio de fase de 45° a 8 GHZ. Sie 
sustrato es de h = 8 mm con e, = 4.6, halle: a) la anchura de la cinta conducto: 
gitud de la línea. sE: 


Un sustrato de alúmina (e = 9.62,) de 2 mm de grosor se emplea en la elabora 


circuito de microcinta. Si el diseñador del circuito puede: optar por un ancho dee 


Diseñe una línea de microcinta de 75 (2 sobre un sustrato de duroide (es, = 
de grosor. Halle la anchura de la cinta conductora y la velocidad de fase. 
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Es, 


so 


o Z,=75Q9Q 


1 Q 
u=2 x 105 m/s oQ 


100 V 


200 m 


Figura 11.55.: Para el problema 11.50. 


i 


ti 


HUA 


12 Guías de ondas 


Introducción 
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Aquel que escriba un libro mejor, predique un sermón mejor o haga una ratonera 
jor que su vecino, verá llegar al mundo hasta su puerta. 


RALPH VVALDO EMER: ; 


ondas hace lo mismo, pero posee algunas diferencias con una línea de transmisió 
especial de aquélla. En primer lugar, una línea de transmisión sólo puede toler: 
electromagnéticas transversales (ET), mientras que una guía de ondas puede tol 
chas posibles configuraciones de campos. En segundo, las líneas de transmisión l] 
ser ineficientes a frecuencias de microondas (de aproximadamente 3-300 GHz). 
del efecto pelicular y las pérdidas dieléctricas, en tanto que las guías de ondas sed 
en ese intervalo de frecuencias para obtener mayor ancho de banda y menor ate ] 
de señal. Por último, una línea de transmisión puede operar en una escala que va 
el nivel de corriente directa (f = O) hasta el de muy altas frecuencias, mientras qu 
guía de ondas sólo puede operar por encima de cierta frecuencia, llamada frecuencia 
corte, y actúa por tanto como filtro de paso alto. Así, no puede transmitir corriente di 
ta y su tamaño sería excesivo a frecuencias inferiores a las de microondas. 
Las guías de ondas más comunes son rectangulares o circulares, aunque su 
transversal podría ser de cualquier diseño uniforme. En la figura 12.1 aparece: 
ondas usuales.! El análisis de las guías de ondas circulares implica el conocimiento 
funciones de Bessel, tema que rebasa el alcance de este libro.? En consecuencia, sólo r 
ocuparemos de guías de ondas rectangulares. A partir del supuesto de guías de on 
pérdidas (o, = 00,0 0), aplicaremos las ecuaciones de Maxwell con las condicion 
la frontera adecuadas para obtener diferentes modos de propagación de ondas y los cz 
pos E y H correspondientes. ; 


1 Respecto de otros tipos de guías de ondas, véase J. A. Seeger, Microwave Theory, Components 
Devices, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1986, pp. 128-133. Í 
2 Análisis de guías de ondas circulares pueden hallarse en textos avanzados de electromagneti 
o relacionados con este tema, por ejemplo, S. Y. Liao, Microwave Devices and Circuits, 3a. ed., 
tice-Hall, Englewood Cliffs, 1990, pp. 119-141. 
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Figura 12.1. Guías de ondas usuales. 


De torsión De codo de 90? 


“Guías de ondas rectangulares 


Considérese la guía de ondas rectangular que aparece en la figura 12.2. La supondremos 
ocupada por un material dieléctrico sin pérdidas (o = 0) ni fuente (p, = 0, J = 0) y do- 
tada de paredes perfectamente conductoras (o, = 00). Como se recordará, en las ecua- 
ciones (10.17) y (10.19) se estableció que, en el caso de un medio sin pérdidas, las 
ecuaciones de Maxwell en forma de fasor se convierten en 


V2E, +E, = 0 (12.1) 


VH, + 2H, =0 (12.2) 


Figura 12.2. Guía de ondas 
rectangular con paredes perfectamente 
conductoras rellena de un material sin 
pérdidas. 
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donde 


k=wV pe j 


y se supone el factor de tiempo e/”. Si se concede que 


ED) y H, = (Hye Hys Has) 


= (Ez E, 


ys 


las ecuaciones (12.1) y (12.2) constan en“ cada caso de tres ecuaciones. , 
Helmholtz. En otras palabras, para obtener los campos E y H es preciso r 
ecuaciones escalares. Respecto del componente z, por ejemplo, la ecuac 
convierte en 

E, SE E, 


ax? ay cl az? 


ecuación diferencial parcial. En virtud del ejemplo 6.5 sabemos UE 8 
puede resolverse por separación de variables (solución de producto). 
tonces que ; 


>È KRE; = 0 


Ez Œ y2) = X~) YO) Z) 


donde X(x), Y(y) y Z(2) son funciones de x, y y z, respectivamente. Lá susti 
ecuación (12.5) en la ecuación (12.4) y la división entre XYZ dan como resu 


Puesto que estas variables. son independientes, cada término de la ecuación < 
ser constante, de manera que esta ecuación puede, expresarse como 


le is 


donde — k2, — Y y? son constantes de separación. Así, la ecuación (12.6) se 
siguiente manera: 


X +RX=0 
Y o 
Z"+YZ=0 j 
Continuando el mismo argumento del ejemplo 6.5, la solución de la ecuación 
X(x) = cı cos kx + cz sen k,x 
YO) = c, cos k,y + c4 sen k,y 
Z2) = cse”. +.c05e 7 
Al sustituir la ecuación (12.9) en la ecuación (12.5) se obtiene 


E, y, 7) = (c; cos k,x + cz sen kx) (c3 cos k, y 
+ c4 sen k,y) (cer? + ce 72) 
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Si suponemos, como siempre, que la onda se propaga a lo largo de la guía de ondas en la 
dirección +z, la constante multiplicativa c; = O, ya que la onda debe ser finita en el infi- 
nito [es decir, E¿(x, y, z = 00) = 0]. De ahí que la ecuación (12.10) se reduzca a 


E(x, y, zZ) = (A, cos kx bi A) sen Kx)CAs cos k +4 + As sen Kk ye r (12.11) 


donde A, = C¡Cg, Az = C2C6 y así sucesivamente. Siguiendo pasos similares, la solución de 
la componente z de la ecuación (12.2) es 


Hx, y, z) = (B; cos k,x + B, sen kx) (B3 cos k,y + B, sen kyes (12.12) 


En vez de despejar de la misma manera las demás componentes de campos Es Ego = A 
y H,, de las ecuaciones (12.1) y (12.2), se emplean sencillamente las ecuaciones de 
Maxwell para determinarlas a partir de E,, y H; De 

vV xE = — jouH, 


Y 


reps ; o no V-X H, = joesE, 


se obtiene 


ay Ez = —jopH ys (12.13a) 
¿Ha _9Hys r 
Sy e = jweEs, (12.135) 
15 s ÂE. SE, 
a a Poula (12.130) 
aH, ðH 
; aa ma = jwsE, (12.13d) 
9E)ys 9Exs . 
ue de = —jøypH zs ; (12.13€) 
9H ys 9H. xs s 
e a = Po (12.13 
Ahora expresemos Evo, Eys» Hxs Y Hys en términos de Ez, y H H.. En el caso de E, por 


ejemplo, se combinan las ecuaciones a2. isi y (12. -13c) para obtener. 


2 iod 
o , 1 (PBa _ PE, asi 
Y e AON a, əxəz A 


JoeE xs = 
‘O 30O i i 


De las ecuaciones dE ra 11) y (12. 12) se deduce claramente que tódas las componentes de 
¿Campos varían con z de acuerdo con ade es! decir, $ 


Tta isicics shbs9yq e E, > :e7r, BHJ AE, 


— eT yz 
eS e 
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Por tanto, > iO 
ðE PE 50 e 
q => MBE a => FE TER 


y la ecuación (12.14) se convierte en 


a ds Ef A + y 9Es on 
JEE xs = dy ‘jop Y xs Y ax m 
o 
Ez, ðH 
et A (Y + Pus)E,, = TRAT + = 
jop jo x əy 


Así, si se concede que A? = y? + ao? pe = Y + K 


UE y 9Ezs ri jop ðHzs 
=r l 3x hR?  3y í 


Similares manipulaciones de la écuación (12.13) producen expresiones de E 
en términos de E., y H,,. En consecuencia, 


donde 


PERA == + de 


De esta manera, es posible usar la ecuación (12.15) junto con las ecuaciones (12: 
(12.12) para obtener Es, Eys, His Y Hys 

De las ecuaciones a. 11). a. 12) y (12. 15) se deduce que hay diferentes tipos de 
nes o configuraciones de campos, llamados modos. Existen cuatro categorías de mc 
a saber: 


1. E,, = 0 = H, (modo ET). Éste es el modo electromagnético transversal 
el que los campos E y H son transversales a la dirección de propagació: 
onda. Como se desprende de la ecuación (12.15), en esta circunstancia to 
componentes de campos tienden a cero, de tal forma que E, = 0 = H 
cluye así que una guía de ondas rectangular no puede tolerar el modo ET. 


P 
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Figura 12.3. Componentes de campos electromagnéticos en una guía 
de ondas rectangular: (a) modo eT, E, = 0; (b) modo MT, H, = O. 


2. E. = 0. H,, + O (modos eT). En este caso. las componentes restantes (£,, y E,,) 
del campo eléctrico son transversales a la dirección de propagación a,. Se dice 
entonces que tales campos se encuentran en modos eléctricos transversales (eT). 
Véase la figura 12.3(a). 

3. E,, + 0, H,, = O (modos MT). En este caso, el campo H es transversal a la direc- 
ción de propagación de la onda, de lo que resultan los modos magnéticos transver- 
sales (MT). Véase la figura 12.3(b). 

4. E. £ 0, H, + O (modos H). En este caso, ni el campo E ni el campo MH son trans- 
versales a la dirección de propagación de la onda, circunstancia a la que se le 
conoce como modos híbridos (H). 


Cabe destacar la relación entre k, en la ecuación (12.3), y B, en la ecuación (10.43a). La 
constante de fase 8 de la ecuación (10:43a) se dedujo con referencia al modo ET. En 
este modo h = 0, de manera que, con base en la ecuación (12.16), y? = —k*=>y=« + 
jB = jk; es decir, 8 = k. En los demás modos, 8 + k. En las secciones siguientes examina- 
remos por separado los modos de propagación MT y eT. 


.3. Modos magnéticos transversales (MT) 


Las componentes del campo magnético son transversales (o normales) en este caso a la 
dirección de propagación de la onda. Esto implica fijar que H, = O y determinar E, E,, 
E,, H, y H, mediante las ecuaciones (12.11) y (12.15) y las condiciones en la frontera. 
Despejaremos E, y después determinaremos a partir de él las demás componentes de 
campos. En las paredes de la guía de ondas, las componentes tangenciales del campo E 
deben ser continuas; es decir, 


E,,=0 en y=0 (a12.17a) 
E, ,=0 en y=b (12.17b) 
E, =0 en x=0 (12.17c) 
E, =0 en x= a (12.17d) 
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manera que esta ecuación se convierte en 


E, = E, sen kx sen k,y e 
(12.17d) implican que 


Esto supone a su vez que 


No se eligen enteros negativos para m y n en la ecuación (12.204) por la r 
en el ejemplo 6.5. La sustitución de la ecuación (12.21) en la ecuación (12.1 


Las demás componentes de campos se obtienen de las ecuaciones (12.22) y 
niendo en cuenta que H,, = 0. Así, i 


Ex = RA (z7) E, COS (==) sen >) e` y7 X 
Eys = -A (55) E, sen (=) cos (>) E 


5 ¿“O » 
_ jos (na marx ny =yz o 
Eis 72 (E ) Esen ( až ) cos (=> ) e : 


__jos (ma marx my NY 28 
Ff je 72 ( Y -) Escos ( las J sen ( E je 
donde 3 sl 3b Bq 281 e* : 
mar |? nar | A 
pe 1818 =|%7] +15 


lo cual se obtiene de las ecuaciones (12.16) y (12.21). Conviene señalar en 1 
ecuaciones (12.22) y (12.23) que cada conjunto de enteros m y n produce Y 
patrón o modo de campos; llamado modo MT,,,,, en la guía de ondas. El entero 
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vale al número de variaciones de medio ciclo en la dirección de x, mientras que el ente- 
ro n es el número de variaciones de medio ciclo en la dirección de y. Si, con relación a 
esas mismas ecuaciones, (7, n) es (0, 0), (0,1) o (m, 0), todas las componentes de campos 
tenderían a cero. Así, ni m ni n pueden ser iguales a cero. De esta forma, MT, es el mo- 
do de menor orden entre todos los modos MT- 

Al sustituir la ecuación (12.21) en la ecuación (12.16) se obtiene la constante de pro- 
pagación i Ag ; Aae 


CO COARDE O em 


donde k = wV pe, como en la ecuación (12.3). Recuérdese que, en general, y = a + jg. 
En cuanto a la ecuación (12.25), se tienen tres posibilidades, dependiendo de k (u œw), m 
yn: 


Caso A (de corte): 
Si 


F a ey E kai a [eT 


y= 


o 
o 
R 
l 
o 
Il 
o 


El valor de œw que es la causa de esto se llama frecuencia angular de corte w. es decir, 


E Eaj + pl (12.26) 


Caso B (evanescente): 

Si 7 z 
E [=] E ka 
y=0u, B=0 


En este caso no hay propagación de onda, motivo por el cual a los modos respectivos 
—de no propagación o atenuación— se les llama evanescentes. 


Caso C (de propagación): co l ; i ag 
Si 
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H lo cual quiere decir que, con base en la ecuación (12.25), la constante de 


i vierte en i 
| mar |? nar |? Ye 
paje] - [57] y 


Éste es el único caso en el que hay propagación, ya que todas las compon: 
pos poseerán el factor TAE JBE, 


De cesta manera, la guía de ondas opera como filtro de paso alto. La frecuencia q 
se obtiene de la ecuación (12.26) como 


1 = velocidad de fase de una onda plana uniforme en el medio 
V pus 


trico sin pérdidas (o = O, 1, e) que ocupa la guía de ondas. La longitud de onda de 
A, está dada por 


Cabe referir con relación a las ecuaciones (12.28) y (12.29) que MT,, es.el modo 
la menor frecuencia de corte (o la mayor longitud de onda de corte). La consta: 
fase £ de la ecuación (12.27) puede expresarse en términos de f, como” 


lA 
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(12.30) 


donde B’ = w/u' = wV pe = constante de fase de una onda plana uniforme en el medio 
dieléctrico. Vale señalar que y para el modo evanescente puede expresarse en términos 


de f., de esta manera: 
i FAN? 
> B' / ( f E (12.304) 


La velocidad de fase x, y la longitud de onda en la guía están dadas respectivamente por 


(12.31) 


La impedancia intrínseca de onda del modo se obtiene de la ecuación (12.23) como 


Q = jp) 


(12.32) 


donde n’ = V ule = impedancia intrínseca de una onda plana uniforme en el medio. 
Repárese en la diferencia entre u”, B' y y”, por una parte, y u, B y n por la otra. Las can- 
tidades primas son características de onda del medio dieléctrico no delimitado por la guía 
de ondas, como se explicó en el capítulo 10 (es decir, referentes al modo ET). Por ejem- 
plo, u’ sería la velocidad de la onda si se eliminara la guía de ondas y el dieléctrico ocu- 
para todo el espacio. Las cantidades no primas son características de onda del medio 
delimitado por la guía de ondas. y 

Como ya se mencionó, los enteros m y n indican el número de variaciones de 
medio ciclo en la sección transversal x—y de la guía. En la figura 12.4 se presenta, 
por ejemplo, la configuración de campos en un momento fijo correspondiente al 
modo MT,- 
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Vista de un extremo Vista lateral 


——— Campo E 3i d sii 
=- Campo H 


Figura 12.4. Configuración de campos correspondiente al modo MT.,;. 


12.4. Modos eléctricos transversales (e)... Tol olov ell 


En los modos eT, el campo eléctrico es transversal (o normal) a la dirección 
ción de la onda. Se fija E, = O y se determinan las demás componentes de 
H H, y H, a partir de las ecuaciones (12.12) y (12.15) y las condiciones e 
tal como se hizo en los modos MT. Las condiciones en la frontera resultan 
que las componentes tangenciales del campo eléctrico deben ' ser COn 
des de la guía de ondas; es decir, A) 


E,, =O en y=0 
E,, =0 en y=b 
E =0 en x=0 
E, =/0 en x=a j 


ys hr 


Con base en las ecuaciones (12.15) y (12.33), las condiciones en la frontera pu 
presarse como 


He, 
EE 0) = 0 
de en y 
ðH, 
a en FER RER 
9H. ` š 5 
13 E =0 en. *=0 y 
ox 
y 
z ðH L 
2 == =0' eénbebigEsa ig 
ox i : z 


La imposición de estas condiciones en la frontera'a la ecuación (12.12) prodi 
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donde H, = BB. Las demás componentes de campos se obtienen fácilmente de las 
ecuaciones (12.35) y (12.15), en esta forma: Á - > 


Es = ter za) H, cos (==) sen z>) e” (12.36a) 

E, = a Es) H, sen (==) cos (=>) e (12.36b) 

pS > ¡ES Ho sen (ez) cos (E) É (12.36c) 
a e Cd (12.360) 

dònde m="0,1,2,3,. . IM=0,1,2B,3. + ¿AY? O se les definió en el caso de 


los modos MT. También esta vez m y n denotan el número de variaciones de medio ciclo 
en la sección transversal x—y de la guía. En la figura 12.5 aparece, por ejemplo, la confi- 
guración de campos del modo eT3,. La frecuencia de corte f., la longitud de onda de 
corte A., la constante de fase £, la velocidad de fase u, y la longitud de onda A de los 
modos eT sor iguales:a las de los modos MT [véanse las ecuaciones (12.28) a (12.31)]. 
En el caso de los modos eT, (Qn, n) puede ser (0, 1) o (1, 0), pero no (0, 0);m y n no 
pueden equivaleria cero al mismo tiempo, porque ello forzaría a las componentes de cam- 
pos de la ecuación (12.36) a tender a.cero. Esto implica que eT,y O eTo, pueden ser el 
modo menor, dependiendo de los valores de a y b, las dimensiones de la guía. Es común 
que a > b, de manera que 1/a? < 1/b? en la ecuación (12.28). Así, eT,¡y es el modo menor, 
porque fe, ~ a e it a r ¿Este modo se llama modo dominante de la guía de ondas 


Vista de Vista superior 
un extremo 


-q 
| 
| 
| 
) 
| 
| 
| 


7 
TS] 
i ili 
=j 
man 
"ZÀ 
l 
xy 

E 
ra 

ÑO 
Sy 
= 
>y] 


£ SEEE SEEK SEEE S oa 

da EE aesSaacion 

SUr EK MEME 

MEEME 
— Campo E 


—=—— Campo H 


Figura 12.5. Configuración de campos correspondiente al modo ¿Ls 
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y posee importancia práctica. La frecuencia decorte del modo eTo se obtie: 
ción (12.28) como (m = 1,n = 0) 


en tanto que la longitud de onda de corte del modo eT,¿ se obtiene de la ec ? 
como 


Nótese que, de acuerdo con la ecuación (12.28), la frecuencia de corte de 
u'[a + b?]12 
2ab 


lo cual es mayor que la frecuencia de corte de eT;,¿. En consecuencia, MT. 11 no 
siderarse el modo dominante. 


frecuencia f.< f.,¿(oA > Ac,)- 
La impedancia intrínseca de los modos eT no es ne a sa de los modos | 
ecuación (12.36) se deduce claramente que (y = jg) 


te resistivas y varían con la frecuencia, como se muestra « en la figura 12.6. a 
bién en que a iuc 


Ner mr = 1? 


En la tabla 12.1 aparecen Woportantes ecuaciones de los modos MT y er para su ré 
consulta. 
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Figura 12.6. Variación de la impedancia 
de onda con la frecuencia en los modos 


eT y MT. e eri 
Tabla 12.1. Ecuaciones importantes para los modos MT y eT. 
Modos MT Modos eT 
NT. z jo (ni MTX nmTy ca 
Es, = E (==) E¿cos (ES sen E2) ems Exs = n zz) Hea cos ( E ) sen 5). Ye 
JB (nr max nry Es JO mm) (==) CE) syi 
Ep = O E, sen a cos b Er Eys 2 Ea H, sen cosi- p )e 


Ezs 


D 
ll 


E, sen (==) sen (=>) errs o 

j nar 15 mar MTX nTy 

He = a ze) Eosen Hi = zr) Ho sen (PTA Je os (77> )e EN 
-2 


a at (2E) m, oon (EE) ven (E2) e m = 1 (ÈE) mc (EFE) e (2 e 


max nar y >, 
ma =o na = eoa (EE) a E) E 


T 


A a 

= p41 — (= 
B=B f 
q a 
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De las ecuaciones (12.22), (12.23), (12.35) y (12.36) se obtienen los 
pos de los modos MT y eT. En el caso del modo dominante eT,,, m + pl 
ma que la ecuación (12.35) se convierte en 


H. = Ho cos ( Z2) e iaz 
En el ámbito temporal, 


H, = Re (H,e1*) 


2 = H, cos (==) cos(wí — Bz) 


De igual manera, a partir de la ecuación (12.36), 


E, = 22 y, sen (=) cos(wí — Bz) 


a Pa mm > 
H, = = H, sen ( z ) sen(wt Bz) 


E, = R= H O0 


- 


Figura 12.7. Variación de las compon ni 
de campos con x en el modo eT q. 


(a) 


Cb) 


donde a = 2.5b o alb = 2.5 y 
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y Figura 12.8. Líneas de campos del modo eT;o- 


Vista de un extremo 


EZ 
Dirección de 
propagación 


gi 


——_ 
Dirección de 
` propagación 


En la figura 12.7 se ilustra-la variación de los campos E y H con x en un plano x—y —el 
plano cos(wr — fB,), = 1 para H, y el plano sen(wt — Bz) = 1 para E, y H,, por ejemplo— 
eh el modo eTo. Las correspondientes líneas de campos aparecen en la figura 12.8. 


Una guía de ondas rectangular con dimensiones a = 2.5 cm, b = 1 cm. operará por debajo 
de los 15:1 GHz. ¿Cuántos modos. eT y MT podrá transmitir si se le rellena con un medio 
caracterizado por o = 0, £ = 4 £% 4, = 1? Calcule la frecuencia de corte de los modos. 


t 


Solución: - 


La frecuencia de corte está dada por 


fog + A 
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| Por tanto, 
f 


F pS = Sa m? + Er 


$ 3 x 108 - 
| E CI ronda 


fen = 3V m? + 6.251? GHz 


Lo que buscamos es fe, < 15.1 GHz. Una manera sistemática de hacer 
en fijar m o n e incrementar el otro hasta que f. „ sea mayor que 15.1 GHz. 


pidamente una f. „ mayor de 15.1 GHz. 


En el modo eTo: (m = 0, n = 1), fa, = 3(2.5) = 7.5 GHz 
modo eToz (m = 0, n = 2), fa, = 345) = 15 GHz 
modo eTos, fe, =, 3(7:5) = 22.5 GĦz 
Con relación a fe„ < 15.1 GHz, así, el n mars = 2. Fijemos ahora n e incra 
mos m hasta que f. „„ sea mayor de 15.1 GHz. 
En el modo eTo (m = 1, n = 0), fes = 3 GHZ 
modo eTo, fes = 6 GHz 
modo eTx0, fes = 9 GHz 
modo eTo; fes = 12 GHz 
modo eTso, fes = 15 GHz (igual que en el modo eTo2) 
modo eT so, fea = 18 GHz. 


de esta manera, con relación a f,, < 15.1 GHz, el m máximo = 5- Habiendo 
do los valores máximos de »m y n, probemos posibles combinaciones entre eso 
En eT,¡, MT, (modos degenerados), fe, = 3V/7.25 = 8.078 GHz 
eT21, MT, fen = 3 V 10.25 = 9.6 GHz 
eTa MTz feo, = 3V15.25 = 11.72 GHz 
eTa, MTs; fen 3V 22.25 = 14.14 GHz 
eTiz2 MTiżz, fe, = 3 V26 = 15.3 GHz. 


Serán transmitidos los modos cuya frecuencia de corte sea menor que o igual a] 
GHz; es decir, 11 modos eT y 4 modos MT (todos los modos aquí referidos, salvo € 
MT >, eT6o y eToz)- La frecuencia de corte de estos 15 modos se ilustra en el di 
lineal de la figura 12.9. 


ii 
Í 
i 
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eT; €Ta eT so x 
elo eTz.2To]eTso| eT3, eTaeTso ST 


f£GHz) 


MT, MT), MT, MI > 


Figura 12.9. Frecuencias de corte de una guía de ondas rectangular 
con a = 2.5b; para el ejemplo 12.1. y RS 


J 


Escriba las expresiones instantáneas generales de campos de los modos MT y eT. Deduz- 
ca las de los modos eTo, y MT. 


Solución: 
Las expresiones instantáneas de campos se obtienen de las formas de fasor mediante 
E = Re (E,e'-) y H = Re (He) 


La aplicación de estos valores a las ecuaciones (12.22) y (12.23) y el reemplazo de y y j£ 
resultan en los siguientes componentes de campos en los modos MT: 


z = B [PE] eseon (275) von (EZF) sencer = ao 


= lE | soso (M2) cos (572) sentor — 
E, = EE E, sen ps cos b sen(wt — Bz) 
E, = E, sén (==) sen (=>) cos(wt — z) 


p= ae [EE] m sen (2E) co (PTP) sener = Ao 
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H, = ae a a E, COS E n (22 z) sen(wt — Bz 


H, =0 


z 


De igual manera, con referencia a los modos eT, las ecuaciones (12. 35) YQ l 


vierten en 
nar marx 
E, = a E b ] H, cos ii ) se a (42 zzz) sen(wt — 


= ou Ka H, ,sen (2 Pz o s (22 zax) sen(wt — al 
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E, h? a 
E, =0 EO 
H, = Al FA Fio sen bl s (A zo sen(er. — BZ) 


H; hope eines A z) H còs (me z Jise n (En E) sen(wr = gz) 


MTX E 
Fami Bacon KATE) a E contat ae) 


En cuanto al modo eTo. se fija m = 0, n = 1 para obtener 


HET 


wub TY 
F Ex an E sen (52) sen(wt — pzy 
y =0= E, = H, 
pri BB y agi az) La 
Ay o Hosea (E erica Bz) 


H= -Hao COs (22) cos(wt — Bz) 


En cuanto al modo MTs se fija m=1.n=2 para obtener 


De) mo. 
e) Eosen (ES ayeo (7 a 
pu (2E) (E 


2) cos(wt — Bz) 


a 
l 
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H,= (2) E, sen (=) cos (=>) sen(wt — Bz) 
A, = e(z) E, cos (==) sen (=>) sen(wt — Bz) 
k | 


donde 


En una guía de ondas rectangular con a = 1.5 cm, b = 0.8 cm, or =0,4 = Ho y e = 4s., 
e „= 2 sen (Z2 Ta (22 Y) sen (rix 10% — 82) A/m 


Determine 

a) El modo de operación. 

b) La frecuencia de corte. 

c) La constante de fase £. 

d) La constante de propagación y. 

e) La impedancia intrínseca de onda y. 


Solución: 


a) De la expresión de H, dada y las expresiones de campos del ejemplo anterior se des- 
prende claramente que mm = 1,n = 3; es decir, que la guía opera en MT, oeT,j3. Eljamos 
el modo MT, (la elección del modo eT,, se analizará en el ejercicio 12.3). 
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E) Sem = ZN RF 


Por tanto, 


fi E WAV hw + E A 
e [1.5 <x 1022 [08 < 1027? i 


EEEE 
3x10 voas 444 + 14.06) x 10? = 28.57 GHz 


c) A =r, 


w = 2mf = m XxX 10" o... f = +2 = 50 GHz 
m x10%(2) 28.57 |? 
B= AO T [ 50 ] = 1718.81 rad/m 
d) y = jB = j1718.81rad/m Ear 
SS ET 377 i aan 
e) Mta = N 1 [ VE A 50 
154.7 Q 
_ Ejercicio 23 SS ALA E EROS IO BDO Ab SII E 54 DA 


Repita el ES 12.3 a esta EN el podo oTo DESEAS 1 
` ponentes de campos de este ı modo. É a RA A 
S 


Respuesta: f. = 28.57 GHz, p= = 1718. 81 rad/m, p 


Ex 


ll 
Ù 
Eo 
en 
go 

A 

SY: 

“n 


ENT D a3181201002 8.1 15 
sen(ot. TB) NV ls i5, 


S6 Sogam HAt stonsbs E A 


Te ESAS cos I E sen(wt - = Bz) a mó 


i ťa b- 231012 33 GSG al Cy 
- . 96 cos. (ER) eo s (27 AIA ASTI Bz) Adista 


EDI > iS ler 50 ¿¿TM-oborn: fe 


3 


o 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
12.5. PROPAGACIÓN DE ONDAS EN LA GUÍA =m 563 


Propagación de ondas en la guía 


El examen de la ecuación (12.23) o (12.36) revela que todas las componentes de campos 
incluyen los términos seno o coseno de (m>r/a)x o (nr/b)y por e Y7. Puesto que 


1 7 À 
sen 8 = F (el? —-e7}e) (12.44a) 
cos 0 = > (er + e") (12.44b) 


una onda en una guía de ondas puede descomponerse en una combinación de ondas pla- 
nas reflejadas en las paredes de la guía. En el caso del modo eTo, por ejemplo, 


jopa TX 
E, = E yen (=) eiBz 
ar a 


== a (ets Ez a eiBz (12.45) 


= [e ¡Be +mx/pa) — ¿—iB— mx/Ba)] 
TmT 


El primer término de la ecuación (12.45) representa a una guía que se desplaza en la di- 
rección z positiva en un ángulo 


e = tan(2) (12.46) 


con el eje z. El segundo representa una onda que se desplaza en la dirección z positiva 
en un ángulo —0. Así, este campo puede describirse como la suma de dos ondas ET pla- 
nas que se propagan a lo largo de trayectorias en zigzag entre las paredes de la guía en 
x = 0 y x = a, como se ilustra en la figura 12.10(a). La descomposición del modo eT;o 
en dos ondas planas puede prolongarse a cualquier modo eT y MT. Cuando n y m difie- 
ren de cero, la descomposición produce cuatro ondas planas. 

La componente de ondas en la dirección de z tiene una longitud de onda diferente 
que las ondas planas. Esta longitud de onda a lo largo del eje de la guía se llama longitud 
de onda de la guía de ondas y está dada por (véase el problema 12.13) 


LA (12.47) 


donde à’ = u'/f. 
De las trayectorias en zigzag surgen tres tipos de velocidad: la velocidad del medio u’, 
la velocidad de fase u, y la velocidad de grupo u,- En la figura 12.10(b) se ilustra la rela- 


ción entre ellas. La velocidad del medio u’ = 1/V ue es como se explicó en las secciones 


564 E 
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Trayectoria 
de la onda 


(b) 


anteriores. La velocidad de fase u,, es la velocidad a la cual los lugares geomé 
fase constante se propagan por la guía y está dada por la ecuación (12.31); € 


.. 
Up = B 
o 
u' u' 
u. = = — 
P 
cos 0 Pe [El 
f: 

Esto indica que u, = u’, ya que cos O = 1. Si u’ = c, entonces u, es mayor 


dad de la luz en el vacío. ¿Esto contradice la teoría de la relatividad de Eins 
cual un mensaje no puede desplazarse a mayor velocidad que la de la luz 
no, porque la información (o energía) en una guía de ondas no suele despla 
locidad de fase. La información viaja a la velocidad de grupo, la cual debe 
la velocidad de la luz. La velocidad de grupo u, es la velocidad con la que las res 
ondas reflejadas repetidas se desplazan por la guía y está dada por S 


s EG 


Transmisión y atenuación de potencia 
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En vista de que el concepto de velocidad de grupo es muy complejo y rebasa los alcan- 
ces de este capítulo, baste decir que se trata en esencia de la velocidad de propagación 
del envolvente de paquete de ondas de un grupo de frecuencias. Es la velocidad de pro- 
pagación de energía en la guía, siempre menor que o igual a u’. Las ecuaciones (12.48) y 
(12.49) revelan que 

uu, = u’? (12.50) 


relación similar a la ecuación (12.40). De ahí que la variación de u, y lt con la frecuencia 
sea semejante a la que se mostró en la figura 12.6 respecto de ner Y Nmr- 


Una guía de ondas rectangular estándar rellena de aire con dimensiones a = 8.636 cm, 
b = 4.318 cm es alimentada por un portador a 4 GHz desde un cable coaxial. Determine 
si por ella se propagará el modo eT,¿. De ser así, calcule la velocidad de fase y la veloci- 
dad de grupo. - i 


Solución: 


En el modo eT o, f. = u'/2a. Puesto que la guía de ondas está rellena de aire, u’ = c = 


3 x 108. Por tanto, i 
3 x 10% 


Je T 2380606 x 102  17376Hz 


Como f = 4 GHz > f., el modo eTo sí se propagará por la guía. 
u' 3 x 108 


O rr O (1.737/4 y? 


= 3.33 X 10% m/s 


y? 9 x 10** 
= = ==—— = 2.702 x 10% m/ 
“s= up 333 X10 š 


Para determinar el flujo de potencia en la guía de ondas, se halla primero el vector de 
Poynting promedio [a partir de la ecuación (10.68)]: 


Poon 2 Íre (E, x H$) (12.51) 
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Y 
34 


En este caso, el vector de Poynting se encuentra a lo largo de la dirección j 
nera que gs 
jtk 
Prom ya 2 Re (Ex Ya si E,,Ht,)ja, si 


[Es + Ey, ) 
-— 5 


donde yn = Ner en los modos eT y n = Nmr en los modos MT. La potencia to 
transmitida por la sección transversal de la guía de ondas es 


Pa > f Pon aS 


eT AAA 
x=0 “y=0 2n 


La atenuación en una guía de ondas disipativa posee importancia prá 
aquí hemos supuesto guías de ondas sin pérdidas (o = 0, o, = 00) en las cual 
y = jB. Pero cuando el medio dieléctrico es disipativo (o + 0) y las paredes de 
son perfectamente conductoras (o, + 00), ocurre una continua pérdida de po 
forme una onda se propaga por la guía. De acuerdo con las ecuaciones (10.6: 
el flujo de potencia en la guía es de la forma 


qe = P¿e”*%z 


prom 


Para conservar esa potencia, el índice de decremento de Prom debe ser igual a I 
de potencia promedio temporal P, por unidad de longitud; es decir, 


y dP 
Pon EE — 2 Fon 


En general, 
DWR=:2A: + Oy 


donde «, y ¿son constantes de atenuación debidas a pérdidas Óhmicas o de condui 
(o, + 00) y a pérdidas dieléctricas (o + 0), respectivamente. 

Para determinar «¿, recuérdese que en la ecuación (12.1) se partió del supues 
un medio dieléctrico sin pérdidas (o = 0). Con referencia a un dieléctrico disipat 
preciso incorporar el hecho de que o + 0. Todas nuestras ecuaciones anteriore 
siendo válidas en este caso, salvo que y = j debe modificarse. Para hacerlo, se Tr 
za e en la ecuación (12.25) por la permitividad compleja de la ecuación (10.40), d 
se obtiene : i 


e mary? nar y? d 
y = aa: + jBa = Aj (22) E (==) — ue. E 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
12.6. TRANSMISIÓN Y ATENUACIÓN DE POTENCIA MM 567 


donde 
ppe -© 3 
€s = ge' — jë" == =j— (12.58) 


La sustitución de la ecuación (12.58) en la ecuación (12.57) y la elevación al cuadrado de 
ambos miembros de la ecuación resulta en 


> 2 2 
los En En) a a 


Al igualar las partes real e imaginaria, 


— Ba = (= E + ( ==) - (12.59a) 


DAR a -5 ay = LE (12.59b) 
2Ba 
Si se supone que, a% < B}, a% = B3 = —ß} , de la ecuación (12.59a) se obtiene 
Z E 
popa alos sil (==) isi (E) 
(12.60) 


lo cual es lo mismo que £ en la ecuación (12.30). La sustitución de la ecuación (12.60) en 
la ecuación (12.595) produce 


(12.61) 


Goci an 
2 
O) 


donde n= V le. 

La determinación de «e. en los modos MT,» y To. es larga y tediosa. Ilustraremos el 
procedimiento- hallando œ, en el modo eTo. En este modo sólo existen £,, H, y H,. La 
sustitución de la ecuación (12.43a) en la ecuación (12.53) da como resultádo 


e 2u?a2 H2 (? a 
Py J E Bal dx dy = LH | ay | sen? HZ dx 
x=0 %y=0 Y o o (12.62) 
P 0 u a Hb 
prom Ar? 
La pérdida de potencia total por unidad de longitud en las paredes es 
Pr =P lo Pl T Er ko + Pi Los 
(12.63) 


S2 ha EZ lio) 
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ya que en las paredes y = 0 y y = b o x = 0 y x = ase disipa el mismo. 
cia. En cuanto a la pared y = O, 


1 
Prigione [n | amar + ¡me ax]| 
s 


y a a? a 3 
y Eh LE at EE de | H2 cos? YX dx 
Z 6 a a b a 


RAIZ ( ES) 
AA 1 + = 


donde R, es la parte real de la impedancia intrínseca y, de la pared conducto 
se en la ecuación (10.56), 


R= 


donde ô es la profundidad pelicular. R, es la resistencia pelicular de la pared; 
siderársele como la resistencia de 1 m por ô por 1 m del material conductor 
la pared x = 0, x 


1 i i 
Pr leo = F Re |ne | (EuP dy] leo =FR, | H2 ay 
o 


“RD 


P= Rb 2 (1+ ES ] 


is. 2 $ 
e RH? [o + S (a + EL) |] 2117n 
e : w*u?a Hb 


Es conveniente expresar œ, en términos de f y f,- Tras ciertas manipulaciones, resp ect > C 
modo eT;¿ se obtiene 
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Siguiendo el mismo procedimiento, la constante de atenuación en los modos eT,,,, (n + 0) es 


y en los modos MT.,,,,, 


e DR; (bla)? m? + n? 
Qe Imr E Fe 2 (bla)? n? + n 
bm J1 — [F] 


La constante de atenuación total « se obtiene al sustituir las ecuaciones (12.61) y (12.69) 
o (12.70) en la ecuación (12.56). 


(12.70) 


2.7. Corriente en la guía de ondas y excitación de modos 


En lo que respecta a los modos tanto MT como eT, la densidad de corriente superficial 
K en las paredes de la guía de ondas puede hallarse mediante 


K=a, xH (12.71) 


donde a,, es el vector unitario de salida normal a la pared y H la intensidad de campo eva- 
luada en la pared. El flujo de corriente en las paredes de la guía para la propagación en 
el modo eTo puede hallarse mediante la ecuación (12.71) en combinación con las ecua- 
ciones (12.42) y (12.43). El resultado se describe gráficamente en la figura 12.11. 

La densidad de carga superficial pş en las paredes está dada por 


Ps = a, ` D = a,- eE (12.72) 
donde E es la intensidad de campo eléctrico evaluada en la pared de la guía. 
Figura 12.11. Corriente superficial en 


las paredes de una guía en el caso del 
modo eT,o- 
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IS 


Je 


(b) Modo MT,, 


Figura 12.12. Excitación de modos en una guía de ondas rectangular. 


Una guía de ondas suele ser alimentada o excitada por una línea coaxial 
de ondas. En la mayor parte de los casos se utiliza una sonda (conductor cen 
línea coaxial) para establecer la intensidad de campo del modo deseado y co 
máxima transferencia de energía. La sonda se coloca de tal manera que se p 
campos E y H aproximadamente paralelos a las líneas de los campos E y H 
deseado. Para excitar el modo eT;¿, por ejemplo, se parte del hecho de que, í 
do con la ecuación (12.43a), E, alcanza su máximo valor en x = a/2. Por tanto 
se coloca en x = a/2 para excitar el modo eT,¿, como se muestra en la figura 
cuyas líneas de campos son similares a las de la figura 12.8. De igual forma, para € 
el modo MT,,, la sonda se coloca a lo largo de la dirección de z, como se indi 
gura 12.12(b). 


Una guía de ondas rectangular rellena de aire con dimensiones a =4cm,b=2 
porta energía en el modo dominante a un índice de 2 mW. Si la frecuencia de opera 
es de 10 GHz, determine el máximo valor del campo eléctrico en la guía. 


Solución: 


Cuando a > b, el modo dominante es eT,,. Las expresiones de campos correspondieñ 
a este modo (m = 1,n = 0) se hallan en la ecuación (12.36) o (12.43): 


E, == O; Es = —jE, sen (==) g IPz; donde E = —— 
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u' 5156 SEDP Jo Ma 
Es = 37" 2(4 x 102 SISE 
y 377 

n = na = 2H = === = 4067 0 


17 Y [51 


A partir de la ecuación (12.53), la potencia promedio transmitida es- 


b a |E P E2 b a TE $ 
P, = 'i 2 dx dy = > { dy Í sen?( Z=) dz 
r yang Mi 2n l 0? 24 axi 
_Elab 
aae 
Por tanto, 
4nPprom 4(406.7) x2 x 10? 

Bam- gp 8x10* and 


E, = 63.77 Vim 


Una guía de ondas con revestimiento de cobre (o, = 5.8 xX 107 S/m) que opera a 4.8 GHz 

= S debe alimentar una antena con una potencia mínima de 1.2 kW. Si la guía está ocupada 
por poliestireno (o = 1071 S/m, e = 2.558,) y sus dimensiones son a = 4.2 cm, b = 2.6 

cm, calcule la potencia disipada en una longitud de 60 cm de la guía en el modo ST: 


Solución: 

Sea : ; 

Pı = potencia perdida o disipada 

P, = potencia transmitida a la antena 
P, = potencia de entrada de la guía 


de manera que P, = Pa + Pa 
Con base en la ecuación (12.54), 


PP. = Py 
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En consecuencia, 


Pam WEstEJ]E 


Pi =P emne 1) 
Ahora es preciso determinar « a partir de 
a = a + A 


De acuerdo con la ecuación (12.61), 


on 
ga — 
TN l A [El 
F 
Puesto que la tangente de pérdida 
F Lor 
“a =9 
2E mAB 0x dO 255 


3671 
= 1.47 X 101 < 1 (medio dieléctrico sin pérdidas) 


entonces 
pe 377 
a? == = 236.1 
E NVa 
2 E 8 E E 
V ue Ve, 
ze oe .1879>x:10% 


fe" 2a a xa42x1io t 221 GHZ 


10” <. 236.1 


e ES 
4.8 


2 = 1.334 x 10715 Np/m 
En cuanto al modo eTo, la ecuación (12.685) resulta en 


- — 2, a E i a 
Qc E E i 


a "R 
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Pez E == [afa _ m X 4.8 XxX 10? < 4r x 1077 
7 A Be 5.8 x 107 


= 1.808 x 10-2 (2 


donde 


Por consiguiente, 


26 2.234 ]? 
> 1i x AL 02 — 
2 1.808 10 0:5 + zej 8 ] ) 


4 
f 2 
2.6 x 10? x 236.1, /1 — [2234] 
i 4.8- 
= 4.218 x 10-7? Np/m 


Obsérvese que a¿ < «,, lo que indica que la pérdida debida a la conductividad finita de 
las paredes de la guía es más importante que la debida al medio dieléctrico. Así, 


a = æg t Q, = æ, = 4.218 x 10? Np/m 
y la potencia disipada es 


Al = 


Pa = Pa (gz — 1) = 1.2 x aina t aa => 1) 
= 6.089 W 


Trace las líneas de campos del modo MT,,. Deduzca las expresiones instantáneas de la 
densidad de corriente superficial de este modo. 


Solución: 
Del ejemplo 12.2 se obtienen los campos relativos al modo MT,, Cn = 1,n = 1), en esta 


forma: 
Le (2) (= ) (2 ) pa 
dE z E,» COS sen 7 sen(wt Bz) 


E, = E (z) E, sen (==) cos (72) sen(wt — Bz) 
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E, = E, sen (=) sen (2) cos(wi — fBz) E 3 


we ( TT TX TY i 
m-e eea 


H, = a (z2) Eo COs (==) sen (32%) sen(wí — Bz) 


H,=0 
Respecto de las líneas del campo eléctrico, 


ar E = 2 tan (23) cot (2 
dx E. b a 


Respecto de las líneas del campo magnético, 


E aT 
de T aT i e 


Repárese en que (E, /E,MH,/H,) = —1,lo que indica que las líneas de los camp 
co y magnético son mutuamente ortogonales. Esto debe observarse asimismo en la 
ra 12.13, en la que aparecen las líneas de los campos. 

La densidad de corriente superficial en las paredes de la guía de ondas está 


K=a, Xx H= a, xX (Hp H,, 0) 


En x = 0, a, — a, K = H,(0, y, z, t) a,, esto es, 


= n (2) E, sen (2) sen(wt — Bz) a, 


Enx = aa, = =á K = -H (á): Z, €) A, 


we [f T Ty 
K = Hz (2) E¿sen (22) sen(wt — Bz) a; 


Figura 12.13. Líneas de campos del modo M y 
para el ejemplo 12.7. 


>k 


b 
—— Campo E 
a Y — — — Campo H 
— e 


o a 
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we ar TX 
Eee (2) e (5) A E 


b,a, = —a,, K = H,(x, b, ż, f) a, 


135 (F) essen (ZE) secas — po as 


uier p 


m 575 


Los resonadores sirven principalmente para almacenar energía. A altas frecuencias (de 
100 MHz y superiores), los elementos de circuitos RLC son ineficientes como resonado- 
res, ya que las dimensiones de los circuitos resultan comparables con la longitud de onda 
de operación, lo que produce una radiación indeseable. A altas frecuencias, así, los circui- 
tos resonantes RLC son reemplazados por cavidades resonadoras electromagnéticas, de 


sx 
2i EE iof t — 18 
181 19.191 ISI] 
2i I? A 19 ¡2 SI_IS 
A PAG 
® —=" 10 — jQ 


Vista superior 


Figura 12.14. Para el ejercicio 12.7, modo eT,,. 


— Campo E 
— — — Campo H 
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uso común en tubos de clistrón, filtros de pasabanda y ondímetros. El horr 
das se compone en esencia de una fuente de potencia, una guía de ondas 
una cavidad (el horno propiamente dicho). 
Considérese la cavidad rectangular (o caja conductora cerrada) qu 
figura 12.15. Como puede verse, se trata simplemente de una guía de ond 
acortada en ambos extremos. Es de esperar entonces la presencia de un 
ria, así como de modos MT y eT de propagación de ondas. Según la fo 
de la cavidad, las ondas pueden propagarse en la dirección de x, y O Z. 
dirección +z como “dirección de propagación de ondas” pese a que, en re 
circunstancias no hay propagación, sino ondas estacionarias. Como se 
sección 10.8 se explicó que una onda estacionaria es una combinación de 
desplazan en dirección opuesta. 


A. Modo MT a z 
En este caso H, = 0 y concedamos que 
E sœ, y: Z) = XŒ) YO) Z(Z) 


es la solución de producto de la ecuación (12.1). Siguiendo el mismo proce 
en la sección 12.2 se obtiene 


r AEA À 
X(x) =C, cos kax + c sen kx f 


YO) =c; cos k,y +'c¿ sen k y 
Z(z) = c5 cos.k,Z + <cssenk,z 


donde 
k? = k? + k? + k? = œe 


Las condiciones en la frontera son: 


en 


< 
| 

eS 
~ 
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Como se demostró en la sección 12.3, las condiciones de las ecuaciones (12.7a y b)se 
satisfacen cuando c, = 0 = c3 y 


TT n 
e == A a Ky > A (12.77) 


donde m = 1,2,3,. . .-,n =1,2,3,. . . Para invocar las condiciones de la ecuación 
(12.76c), adviértase que la ecuación (12.14) (con H., = 0) produce 


à E = i (ŽEF 8 Es 
qonis az? Oz Ox 


. 12.78 
TOR C ) 


De igual manera, la combinación de las ecuaciones (12.13a) y (12.13d) (con Hs = 0) re- 


sulta en 
1 E, Eys 
7 E zZ = — PP 

jweE,s a (S Es 2 (12.79) 


De las ecuaciones (12.78) y (12.79) se desprende que la ecuación (12.76c) se satisface si 


oEzs 


= 0 = E 
PA en Z 0,8 (12.80) 


Esto implica que c¿ = O y sen k,c = O = sen pr. Por tanto, 
a == (12.81) 


c 


donde p =0,1,2,3,. . . La sustitución de las ecuaciones (12.77) y (12.81) en la ecuación 
(12.74) produce 


(12.82) 


donde E, = c,zcacs. Los demás componentes de campos se obtienen de las ecuaciones 
(12.82) y (12.13). La constante de fase £ se obtiene a su vez de las ecuaciones (12.75), 
(12.77) y (12.81), en esta forma: 


mT 2 nm z 
no p $ ka 


Puesto que B? = w?ue, de la ecuación (12.83) se obtiene la frecuencia resonante 
q r 


Ip [221 (12.83) 


27f, = wm, = = Bu' 


(12.84) 
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La correspondiente longitud de onda resonante es - em 


ENTE 3 


Con fundamento en la ecuación (12.84), es de hacer notar que el módo MT d 
den es MT;jo- 3 


B. Modo eT a z 


En este caso E. = 0 y 


Hs = (b, cos kx + ba sen k,x)(b; cos k,y + b4 sen k,y) 
(bs cos k,z + sen k,z) 


En combinación con la ecuación (12.13), las condiciones en la frontera de la ec 
(12.76c) producen 


HE, =0 en zZ=0,c 
0H: 
=0 en x = 0,a 
ax 
oH 
a = 0 èn $ =0,b 


De igual manera que en el modo MT a z, la imposición de las condiciones de la 
(12.87) a la ecuación (12.86) resulta en 


aT ) ki ) ( ER ) 
cos. ——.).sen 
a b c 


donde m = 0,1,2,3,. . .,.n = 0, 1,2, 3,. . . y p=1,2,3,. . . Las demás componi 
campos pueden obtenerse de las ecuaciones (12.13) y (12.88). La frecuencia res 
igual a la de la ecuación (12.84), salvo que m o n (pero no ambos al mismo tiempc 
den equivaler a cero en los modos eT. El motivo de que no puedan equivaler ¿ 
mismo tiempo es que las componentes de campos serán iguales a cero sim y n 
modo con menor frecuencia resonante en un tamaño de cavidad dado (a, b,c) es 
dominante. Sia > b < c, esto implica que 1/a < 1/b > 1/c, y de ahí que el modo d 
sea eTo. Nótese que cuando a > b < c, la frecuencia resonante del modo M 
mayor que la del modo eT,y,: por tanto, eT,¿y, es el modo dominante. A modos difi 
con igual frecuencia resonante se les llama modos degenerados; un modo dom 
los demás según la forma de excitación de la cavidad. 
Una cavidad resonante práctica tiene paredes de conductividad finita o, y, po 
puede perder energía almacenada. El factor de calidad O permite determinar esa 
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Se le puede definir como 


Energía promedio temporal almacenada | 


2=2" Petdidade energía por ciclo de oscilación 


E WwW > AH 20] 
E POD e pss tt" 


Es Sai (12.89) 


donde T = 1/f = el periodo de oscilación, P, es la pérdida de potencia promedio tempo- 
ral en la cavidad y W es la energía total promedio temporal almacenada en los campos 
eléctrico y magnético dentro de la cavidad. El Q de una cavidad resonadora suele ser 
muy grande en comparación con el de un circuito resonante RLC. Siguiendo un procedi- 
miento similar al utilizado en la deducción de «, en la sección 12.6, es posible demostrar 
que el factor de calidad del modo dominante eT ios está dado por? 


(a? + cabe 


He = ÁS AR 12. 
Qerios Saa + c) + ac(a? + e?)] (12.90) 
donde ô = aE BA es la profundidad pelicular de las paredes de la cavidad. 

V Tf 10100 E : $ 


En el caso de una cavidad resonante de cobre (o, = 5.8.x 107 mhos/m) rellena de aire y 
con dimensiones a = 5 cm, b = 4 cm y c = 10 cm, halle 


a) Los cinco modos de menor orden. 
b) El factor de calidad del modo eT. j i 


Solución: 
a) La frecuencia resontante está dada por 


donde 


3 Para efectos de comprobación, véase S. V. Marshall y G. G. Skitek, is el Concepts and 
Applications, 3a. ed., Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1990, pp. 440-442. Í 
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Por tanto, 


3 x 108 2 | n la [ PER 

= —_—__— FTR S E a yE + [naM 

f 2 ] 4 x 107? 10 x 102 
= 15 V0.04m? + 0.06257? + 0.01p? GHz 3 


Puesto que c > a > b o 1/c < 1/a < 1/b, el modo de menor orden es eT 
MT 0: y eTo no existen, ya que m = 1, 2,3,. . .,n=1,2,3,. . .yYp = 
los modos MT y m =0,1,2,...,.n=0,1,2,. . .yp =1,2,3,. . .enlos 
frecuencia resonante del modo eTo, es 


fr = 15 VW/0.04 + O + 0.01 = 3.335 GHz 
El modo menor inmediatamente siguiente es eTo, (MT,;,, no existe), con 
From = 15 W/O + 0.0625 + 0.01 = 4.04 GHz 
El modo siguiente es e Ty, (MT o, no existe), con l 
faa = 150.04 + O + 0.04 = 4.243 GHz 
El modo siguiente es MT,;0 (eT;¡p no existe), con 
Ferro = 15W/0.04 + 0.0625 + O = 4.8 GHz 
Los dos modos siguientes son eT,,, y MT,,, (modos degenerados), con 
faa = 15W0.04 + 0.0625 + 0.01 = 5.031 GHz 
El modo siguiente es MT,¿3, con 


faa = 15W0.04 + O + 0.09 = 5.408 GHz 


De menor a mayor, así, los cinco modos de menor orden son 


¿Tm (3.35 GHz) 

eTou (4.04 GHz) 

eTo> (4.243 GHz) 

MT 10 (4.8 GHz) 

eT o MT (5.031 GHz) 

b) El factor de calidad de eT,¿, está dado por 


E (a? + c?) abc 
Dora = S[2b(a? + cê) + acla? + e?)] 
(25 + 100) 200 x 107”? 
— 5[8(125 + 1000) + 50(25 + 100)] 


1. _ Varfi oTe 


615 61 


V m(3.35 X 10?) 477 x 10” (5.8 x 107) 


61 


= 14358 
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Las guías de ondas son estructuras para encauzar ondas electi oiia éticas a altas fre- 
cuencias. En el análisis de la propagación de ondas electromagnéticas en una guía de 
ondas rectangular sin pérdidas (o, = œ>, o = 0) se aplican las ecuaciones de Maxwell. 
La resultante ecuación diferencial parcial se resuelve con el método de separación de 
variables. De la aplicación de las condiciones en la frontera a las paredes de la guía se 
obtienen las fórmulas básicas para la guía según el modo de operación. 


MT an y ST, donde mm y n son enteros positivos, son dos modos de propagación (o pa- 


trones de campos). En los modos MT, m =1,2,3,. . . yn =1,2,3,. . . yen los mo- 
dos eT, mMm=01,2,.. -yn=0,1,2,. ..,n=m:*0. 

Con cada modo de propagación se asocian una constante de propagación y una fre- 
cuencia de corte. La constante de propagación y = œ + jB depende no sólo de los 
parámetros constitutivos (e, 1, o) del medio, como en el caso de ondas planas en un 
espacio no delimitado, sino también de la dimensiones de la sección transversal (a, b) 
de la guía. La frecuencia de corte es la frecuencia en la que y pasa de puramente real 
(atenuación) a puramente imaginaria (propagación). El modo dominante de opera- 
ción es el menor modo posible, aquel con la menor frecuencia de corte. Si a > b, el mo- 
do dominante es eTo- 

Las ecuaciones básicas para calcular la frecuencia de corte f, la constante de fase £ y 
la velocidad de fase u se resumieron en la tabla 12.1. También se proporcionaron 
fórmulas para calcular las constantes de atenuación debidas a un medio dieléctrico di- 
sipativo y a paredes imperfectamente conductoras. 

La velocidad de grupo (o velocidad del flujo de energía) u, se relaciona con la veloci- 
dad de fase u, de la propagación de onda de acuerdo con 


= 12 
Upg u 


donde u' = 1/V me es la velocidad del medio, es decir, la velocidad de la onda en el 
medio dieléctrico no delimitado por la guía. Aunque u, es mayor que u', u, no excede 
de mL. 

El modo de operación de una guía de ondas está determinado por el método de exci- 
tación. 

Una cavidad resonante de una guía de ondas sirve para almacenar energía a altas fre- 
cuencias. No es sino una guía de ondas acortada en ambos extremos, de ahí que su aná- 
lisis sea similar al de aquélla. La frecuencia resonante de los modos tanto eT como MT 


a z está dada por 
u' m |? n |? [2] 
fr= z [2] tial * Es 
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En los modos MT, m =1,2,3,. ..,n =1,2,3,. . .y.p 5,0, 1,233% 

dos eTl,m =0,1,2,3,. -.,n=0,1,2,3,. . -yp=1,2,3,. - -m =n AOR 

el modo dominante (aquel con,menor frecuencia resonante) es eTjog. 
8. El factor de calidad, el cual mide la pérdida de energía en la cavidad, es 


Preguntas de repaso 


12.1. En frecuencias de microondas las guías de ondas son preferibles a las líneas dB t 


ti 7 Pa 
para transportar energía electromagnética por las causas siguientes, excepto 


a) Las pérdidas en las líneas de transmisión son prohibitivamente grandes. 
b) Las guías de ondas son de mayor ancho de banda y menor atenuación de s 
c) Las líneas de transmisión son de mayor tamaño. 3% 

d) Las líneas de transmisión sólo toleran el modo ET. 


312.2. Un modo evanescente ocurre cuando i 


a) En una onda se presenta atenuación, no propagación. 

b)-La constante de propagación es puramente imaginaria. - 
c) m=0= mn, de manera que todas las componentes de campos tienden a cero. 
d) La frecuencia de onda es igual a la frecuencia de corte. f 


12.3. Elmodo dominante en las guías de ondas rectangulares es 


a) eTii 
b) MT, 
c) eTo 
d) eTo 


12.4. El modo MT,, puede existir en una guía de ondas rectangular. 
a) Cierto. 


b) Falso. 


12.5. ¿Cuáles de las siguientes componentes de campos existen en el modo eTo? 


a) 
b) E, 
c) E, 
d) H, 

A, 


D 


e) 


12.6. 


12.7. 


12.8. 


12.9. 


12.10. 
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En una guía de ondas rectangular en la que a = 2b y en la que la frecuencia de corte del mo- 
do eTo es de 12 GHz, la frecuencia de corte del modo MT, es de 
a) 3 GHz 

b) 3V5 GHz 

c) 12 GHz 

d) 6V5 GHz 


e) Ninguna de las anteriores. 


Dentro de un túnel con sección transversal de 4 por 7 m, un automóvil mo recibirá una se- 
ñal de radio AM (f = 10 MHz, por ejemplo). 

a) Cierto. 

b) Falso. 

Cuando el campo eléctrico alcanza su máximo valor, la energía magnética de una cavidad se 
encuentra en 

a) Su máximo valor. 


b) V2 de su máximo valor. 


E 
c) Y de su máximo valor. 


d) 1/2 de su máximo valor. 
e) Cero. 


¿Cuál de los modos siguientes no existe en una cavidad resonante rectangular? 


a) eTio 
b) eTo 
c) MTio 
d) MT 


¿Cuántos modos dominantes degenerados existen en una cavidad resonante rectangular en 
la que a = b = c? 

a) O 

b) 2 

aa 

d) 3 

e) œ 


Respuestas: 12.1c,12.2a, 12.3d, 12.4b, 12.5b, d, 12.6b, 12.7a, 12.8e, 12.9a, 12.10c. 


12.1. 


a) Demuestre que una guía de ondas rectangular no tolera los modos MT, y MTøo1- 
b) Explique la diferencia entre los modos eT „n Y MT mn- 
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12.2. 


12.3. 


12.7. 


12.9. 


12.10. 
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Si una guía de ondas de 2 por 3 cm rellena de un material dieléctrico co 
GHz en el modo MT,,, halle: a) la frecuencia de corte, b) la constante de 
dad de fase. 


Una guía de ondas de 1 X 2 cm está ocupada por agua desionizada con s 
cuencia de operación es de 4.5 GHz, determine: a) todos los posibles modos 
y sus frecuencias de corte, b) la impedancia intrínseca del modo mayor, c) 
grupo del modo menor. i 


Diseñe una guía de ondas rectangular con proporción dimensional de 3 a 
la banda k (18-26.5 GHz). Suponga que está rellena de aire. 


Determine si por túnel diseñado como una guía de ondas metálica rectangul: 
re y con dimensiones a = 8 m y b = 16 m pasará a) una señal de radio AM c 
una señal de radio FM de 120 MHz. 


En una guía de ondas rectangular rellena de aire, la frecuencia de corte del mo 
5 GHz, mientras que la del modo eTo, es de 12 GHz. Calcule 


a) Las dimensiones de la guía. 
b) La frecuencia de corte de los tres modos eT mayores. 


c) La frecuencia de corte del modo eT; si la guía estuviera ocupada por un ma 
didas con e, = 2.25 y u, = 1. 


Una guía de ondas rectangular hueca rellena de aire tiene 150 m de largo y está 
un extremo con una placa de metal. Si en su entrada se introduce un impulso e: 
GHz de frecuencia, ¿cuánto tiempo tardará el impulso en volver al mismo pun 
a la guía una frecuencia de corte de 6.5 GHz. 


Calcule las dimensiones de una guía de ondas rectangular rellena de aire en la q 
cuencia de corte de los modos MT,, y eTo, es de 12 GHz. Determine si a 8 GH 
gará o desvanecerá el modo dominante. 


son a = 6 cm y b = 3 cm. Puesto que 


3 
E. = 5 sen (==) sën ( z») cos (10%r — Bz) V/m 


calcule la impedancia intrínseca del modo correspondiente y el flujo de potencia p. 
en la guía. 


En una guía de ondas rectangular rellena de aire, un modo eT que opera a 6 G 
E, = 5 sen(Qrx/a) cos(my/b) sen(wt — 12z) V/m e 


Determine: a) el modo de operación, b) la frecuencia de corte, c) la impedanci 
seca, d) H, 


12.11. 


12.12. 


12.13. 


12.14. 


12.15. 


12.16. 


12.17. 


*12.18. 
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En una guía de ondas rectangular rellena de aire con a = 2.286 cm y b = 1.016 cm, la com- 
ponente y del modo eT está dada por 
E, = sen(27rx/a) cos(3Ty/b) sen(107r X 10'% — Bz) V/m 


Halle: a) el modo de operación, b) la constante de propagación y, c) la impedancia intrín- 
seca 7. 


Deduzca la fórmula aplicable al modo MT, para calcular la potencia promedio transmitida 
por la guía. 4 


a) Demuestre que en una guía de ondas rectangular 
TE ES A A 
Es [5] 
F F 


b) Con relación a una guía de ondas rellena de aire con a = 2b = 2.5 cm y que opera a 20 
GHz, calcule u, y A en los modos eT,, y eT>- 


Us = 


Una guía de ondas rectangular de 1 x 3 cm rellena de aire opera en el modo eT, a una 


frecuencia 20% más alta que la de corte. Determine: a) la frecuencia de operación, b) la 
velocidad de fase y de grupo. 


Un transmisor de microondas está conectado con una antena a través de una guía de 
ondas rellena de aire con sección transversal de 2.5 x 1 cm. Respecto de una transmisión 
a 11 GHz, halle la razón de a) la velocidad de fase a la velocidad del medio y b) la veloci- 
dad de grupo a la velocidad del medio. 


Una guía de ondas rectangular está rellena de polietileno (e = 2.258,) y opera a 24 GHz. 
Si la frecuencia de corte de cierto modo eT es de 16 GHz, halle la velocidad de grupo y la 
impedancia intrínseca del modo. 


La guía de ondas rectangular cuya sección transversal se muestra en la figura 12.16 presen- 
ta discontinuidad dieléctrica. Calcule la razón de onda estacionaria si la guía opera a 8 GHz 
en el modo dominante. 


El análisis de guías de ondas circulares implica resolver la ecuación escalar de Helmholtz en 
coordenadas cilíndricas; es decir, 


V2E,, + E, = 0 


2.5 cm 


5 cm 


Figura 12.16. Para el problema 12.17. 
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12.19. 


12.21. 


12.22. 


12.23. 


*12.24. 


*12,25. 
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Suponiendo la solución de producto 
Ez (P, p, Z) = R(p) D(L) Z(Z) ES 


demuestre que las ecuaciones separadas son: 


z” — zZ 


D + kt =0 
PR” + pR’ + EP —K)R=0 
donde 
kZ =k + k? 
En el modo eTo» 


jor 


En ==> 
xs bh? 


Ho¿sení(ry/b)e *, Ep =0 


Halle P. 


prom Y L prom: 


Si una guía de ondas de cobre (o. = 5.8 xX 107 S/m),1 x 2 cm y rellena de un 
léctrico con e = 2.68%, 4 = Mo: Ta = 1074 S/m opera a 9 GHz, evalúe A. y æa de 
b) MT- i - 


Una guía de ondas cuadrada de 4 cm por lado rellena de un dieléctrico.con pe: 
compleja e, = 16e,(1 — ¡107*) es excitada con el modo MT}. Si opera a una fre 
superior a la de corte, calcule la atenuación «,. ¿Qué distancia recorrerá la on 
antes de que su magnitud se reduzca 20%? 

>fl 
Si las paredes de la guía de ondas cuadrada del problema anterior son de cobr 
x 107 S/m), halle œ, y la distancia que recorre la onda antes de atenuarse 30%. 


Una guía de ondas rectangular con a = 2b = 4.8 cm está rellena de teflón co 
y tangente de pérdida de 3 x 1074. Suponga que sus paredes están recubiert: 
(7, = 4.1 X 107 S/m) y que por ella se propaga una onda eTo a 4 GHz. Halle: a) 


Una guía de ondas rectangular de cobre (o, = 1.37 X 107 S/m) con dimensiones a 
y b = 1.5 cm opera en el modo dominante a una frecuencia de 5 GHz. Si está rell 
flón (1, = 1, £, = 2.11, 0 = 0), determine: a) la frecuencia de corte del modo dom 
la constante de atenuación debida a la pérdida en las paredes de la guía. 


Con referencia a una guía de ondas cuadrada, demuestre que la atenuación œ, es n 
el modo eT, cuando f = 2.962f.. 


12.26. 


*12.27. 


*12.28. 


12.29. 


12.31. 
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y , A 

La constante de atenuación de un modo MT está dada por d 


m fplo 
(5) 


¿A qué frecuencia alcanzará æ su máximo valor? 


Demuestre que en el modo eT a z en una cavidad rectangular, 


Bys = Fa (22) m sen( PEZ) cos( 772) sen( 272) 


Halle Hs- 


Con relación a una cavidad rectangular, demuestre que 


jæe {nrm marx nTy PTZ 
Hs; SE (E ) 2s sen( >” ) cos( b J) cos( 272 ) 


en el modo MT a z. Determine Es- 


Cuál es el modo dominante en una cavidad resonante rectangular cuando 


aja<b<c 
ba>b>e 
c)a=c>b 


Respecto de una cavidad rectangular rellena de aire con dimensiones a = 3 cm, b = 2 cm, € 
= 4 cm, determine la frecuencia resonante de.los modos siguientes: eTo» €Tio MTi10 Y 
MT,,,- Enumere las frecuencias resonantes en orden ascendente. 


Si una cavidad resonante rectangular con dimensiones a = 3 cm, b = 6 cm y c = 9 cm está 
ocupada por polietileno (s = 2.5s,), halle la frecuencia resonante de los cinco primeros 


“¿modos de menor orden. > 


12.32. 


12.35. 


Una cavidad cúbica rellena de aire opera a una frecuencia resonante de 2 GHz cuando se le 
excita en el modo eTo. Determine sus dimensiones. 


Respecto de una cavidad cúbica de cobre (a, = 1.37 X 107 S/m) rellena de aire y de 3.2 cm 
por lado calcule: a) la frecuencia resonante del modo eTyo1, b) el factor de calidad de ese 
modo. : i Es 

j 


Diseñe una cavidad cúbica rellena de aire cuya frecuencia resonante dominante sea de 3 GHz. 


Una cavidad cúbica rellena de aire de 10 cm por lado tiene 


E = 200 sen 307rx sen 3077y cos 6 X 10% a, V/m 
Halle H. 
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7 3 Antenas 


Los diez mandamientos del éxito 
1. Trabaja con ahínco: el trabajo intenso es la mejor inversión. 
2. Estudia con esmero: el conocimiento permite trabajar más inteligente y efica 
3. Toma iniciativas: los caminos trillados se convierten en tumbas. ; 
4. Ama tu trabajo: después derivarás placer de dominarlo. 
5. Sé exigente: los métodos desaliñados dan resultados desaliñados. 
6. Ten espíritu de conquista: así podrás combatir y vencer toda dificultad. 
7. Cultiva tu personalidad: ésta es a un individuo lo que el perfume a la flo 
8. Ayuda a los demás: la verdadera prueba de la grandeza en los negoci 
oportunidades. : f 
9. Sé democrático: si no respetas a tus compañeros, jamás serás un líder de éxi 
10. Haz siempre tu mejor esfuerzo: quien ha hecho su mejor esfuerzo lo ha h 
todo. Hacer menos es hacer nada. 


CHARLES M. SCH 


13.1. Introducción 


Hasta este momento no nos hemos preguntado aún cómo se producen ondas 
néticas. Como se recordará, los campos electromagnéticos són producto de c 
tricas. Si la fuente varía en el tiempo, las ondas electromagnéticas se propagan 
radiación. La radiación puede percibirse como el proceso de transmisión de e 
trica. La radiación o emisión de ondas en el espacio se cumple eficientemente co; 
de estructuras conductoras o dieléctricas llamadas antenas. En teoría, cualquier 
ra puede emitir ondas electromagnéticas, pero no todas son mecanismos de rad 
cientes. 
Una antena también puede concebirse como un transductor para el acopl: 
la línea de transmisión o guía de ondas (vías de encauzamiento de la onda por em: 
el medio circundante o viceversa. En la figura 13.1 se ilustra esta función. Las ant 
indispensables para una radiación eficiente y el acoplamiento de impedancias 
fin de minimizar la reflexión. Se sirven del voltaje y la corriente de la línea d 
sión (o de los campos electromagnéticos de la guía de ondas) para emitir una O; 
~ tromagnética en dirección al medio. Pueden usarse para transmitir o recib 
electromagnética. 
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Onda 
electromagnética 


Generador Línea de transmisión 


Antena 


Medio circundante 
Figura 13.1. Antena como dispositivo de acoplamiento entre 
la estructura de guía y el medio circundante. 


En la figura 13.2 aparecen antenas de uso común. La antena de dipolo de la figura 
13.2(a) consta de dos alambres rectos tendidos a lo largo del mismo eje. La antena de cua- 
dro de la figura 13.2(b) se compone a su vez de una o más vueltas de alambre. La antena 
helicoidal de la figura 13.2(c) consta de un alambre en forma de hélice sostenido en un 
plano conectado a tierra. A todas estas antenas se les conoce como antenas de alambre; 
se usan en automóviles, edificios, aviones, barcos, etc. La antena de bocina de la figura 
13.2(d), ejemplo de antena de abertura, es una sección piramidal de una guía de ondas que 
sirve de transición entre la guía y el medio circundante. Dada la facilidad para instalarla 
al ras, resulta útil en varias aplicaciones, como en aviones. En el reflector de disco para- 
bólico de la figura 13.2(e) se aprovecha el hecho de que las ondas electromagnéticas son 
reflejadas por una lámina conductora. Cuando se le emplea como antena transmisora, en 
el punto focal se coloca una antena de alimentación, ya sea de dipolo o de bocina. La 
radiación que procede de la fuente se refleja en el disco (a la manera de un espejo), de lo 
que resulta un haz de rayos paralelos. Este último tipo de antenas se utilizan en las co- 
municaciones, como radares y en la astronomía. 

El fenómeno de la radiación es complejo, de ahí que su análisis se haya pospuesto a 
este capítulo. No se intentará una amplia exposición de la teoría de antenas; limitaremos 
nuestro estudio a los tipos básicos: dipolo hertciano, dipolo de media onda, monopolo de 
un cuarto de onda y antena de cuadro pequeña. Los campos de radiación de cada tipo se 
determinarán siguiendo estos pasos: 


1. Se elige el sistema de coordenadas adecuado y se determina el potencial magné- 
tico vectorial A. 

2. Se halla H a partir de B = uH = V x A. ; 

ðE £ 

3. Se determina E a partir de V x H = € ET E = nH x a¿, suponiendo un medio 
sin pérdidas (a = 0). e 

4. Se calcula el campo remoto y se determina la potencia radiada, promedio temporal 
mediante 


E 
Pra = Í Pprom * dS, donde Pprom = 7 Re (E, < Hi) 


Conviene advertir que, en este capítulo, P,ag equivale a la Pprom de la ecuación (10.70). 
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(a) Dipolo (b) De cuadro 


O Mm ANTENAS 


(c) Helicoidal 
cd (d) De bocina piramidal 


Dipolo de 
“radiación 


¡Alimentación 
coaxial 


Reflector 


E = 


' (e) Reflector de disco parabólico 


, Figura 13.2. Antenas comunes. 


.2. Dipolo hertciano 


Por dipolo hertciano se entiende un elemento de corriente infinitesimal 7 dí. Aunque 
elemento de corriente no existe en la realidad, es esencial para calcular por integraci 
el campo de una antena práctica. f í : 
Considérese el dipolo hertciano que aparece en la figura 13.3. Supongamos 
ubica en el origen de un sistema de coordenadas y que porta una corriente ur 
(constante a todo lo largo del dipolo) 7 = I, cos wt. De acuerdo con la ecuación (9 
potencial magnético vectorial retardado debido al dipolo en el punto del campo P 
dado por 


1 


pa ALZ] al 


z 


A 
o i i dir r 
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Figura 13.3. Dipolo hertciano portador 
de corriente I = Į, COS wt. 


donde [7] es la corriente retardada dada por 


[1] = I, cos w ( = 2) = £ caos lot — ¡Br) 


(13.2) 
= Re [Z ei% — 4] 
donde B = w/u = 2/4 y u = 1/V me .Se dice que la corriente en el punto P es retardada 


a causa de un retardo de propagación r/u o retardo de fase Br de O a P. Al sustituir la 
ecuación (13.2) en la ecuación (13.1) es posible expresar A en forma de fasor como 


o plodl pr 
Alza E (13.3) 
La transformación de este vector de coordenadas cartesianas en esféricas produce 
A, = (Ars Aos> A 5s) 
donde i 
A,, = Azs COS O, Ao, = —A¿, sen 0, Ag = 0 (13.4) 
Sin embargo, B, = 4H, = V x A,; así, el campo H se obtiene como 
_ dl jE L] jar 
e sen 0 | z GJ 3 |.£ (13.5a) 
H,=0= Ho (13.5b) 
El campo E se halla mediante V x H = s 3E/ðt o V x H, = josE,, 
nial pa j ] a 
== a a r 13.6 
Er 271 cos 0 72 Br e ( a) 
nidi pee e. j ] a 
5 ¿a d 13.6b 
Eos e sen O A + 72 Br e ( ) 


Ep =0 Tie (13.6c) 
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donde 


El detenido examen de las ecuaciones de campos (13.5) y (13.6) reve 
de términos que varían entre 1/7, 1/7? y 1/r. El término 1/7? es el campo el 
que corresponde al campo de un dipolo eléctrico [véase la ecuación (4.82) 
domina a los demás en una región muy cercana al dipolo hertciano. El tér 
campo inductivo, predecible a partir de la ley de Biot-Savart [véase la ec 
Este término sólo es importante en un campo próximo, es decir, a distan« 
elemento de corriente. El término 1/r es el campo lejano o remoto o campo 
puesto que es el único término que permanece en la zona remota; és decir. 
muy alejado del elemento de corriente. Aquí nos ocuparemos primordia 


_ iLofBdl 
dar 


ZF fa sen 0 e” iPr, 


Ham Ug mB = E m 


Cabe señalar respecto de la ecuación (13.7a) que los términos de radiación di 
se hallan en la misma fase temporal y son ortogonales, al igual que los cam: 
onda plana uniforme. Asimismo, que los campos de la zonas próxima y lejana 
dicionados a ser las desigualdades Br < 1 y Br >œ 1, respectivamente. De man 
pecífica, la frontera entre las zonas próxima y remota (o lejana) está definida por e 
de r, dado por . 


2d? 
E? 
donde d es la mayor dimensión de la antena. 
La densidad de potencia promedio temporal se obtiene de esta forma: 


E 1 
oro == y Re (Es x< H¥ ) = 7 Re (Eos bs a, ) 


r 


1 
zx 2 n VENN |? a, 
La sustitución de la ecuación (13.7) en la ecuación (13.9) produce a su vez la 
radiada promedio temporal: i 


ze, rad — Í oro - dS 


2r m I2 2 d a 
= | li TnP TE sen? 0 7? sen 0 do do 
iwa tani, eT 


Ine? ar. 


== aa A 3 
3277 2m | sen” 0 do 
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No obstante, 


Í sen? 6 de = Í (1 — cos? 0) d(—cos 0) 
o o 


3 m 
8 
== coso 


B 
3 


o 


y B = 41?/A?. De ahí que la ecuación (13.10) se convierta en 


Ran | dl 
Pirata [2] (13.11a) 
Si el vacío es el medio de propagación, y = 1207r y 
> di]? > el 
Pa = “407 += ES, e (13.115) 


Esta potencia equivale a la potencia disipada por la corriente I = 7¿ cos wt en una resis- 
tencia ficticia Raai es decir, 


Praa ii Tia Read 
1 


donde Ims Es el valor de raíz media cuadrática [rms, root mean square] de I. De las ecua- 
ciones (13.11) y (13.12) se obtiene 


2P 
N = 3 (13.13a) 
o 
di? 
Rusa = 80m? | E (13.135) 


La resistencia R,,a Mamada resistencia de radiación, es una propiedad característica de la 
antena de dipolo hertciano. De las ecuaciones (13.12) y (13.13) se deduce la necesidad de 
antenas con gran resistencia de radiación para emitir grandes montos de potencia al es- 
pacio. Si, por ejemplo, dl = 1/20, Raa = 2 Q, bajo valor que indica una capacidad de emi- 
sión de montos de potencia relativamente reducidos. Cabe hacer notar que la Raa de la 
ecuación (13.135) se refiere a un dipolo hertciano en el vacío. En el caso de un dipolo en 
un medio distinto sin pérdidas, se sustituye y = ule en la ecuación (13.11a) y Raa se 
determina mediante la ecuación (13.13a). 

Adviértase que se ha supuesto al dipolo hertciano como infinitesimalmente peque- 
ño (8 dl < 1 o dl = A/10). Así, su resistencia de radiación es muy reducida, de manera 
que en la práctica es difícil acoplarlo con una línea de transmisión real. También se ha 
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supuesto una corriente uniforme en el dipolo, lo que implica que la corrie 
tremos no es igual a cero, algo prácticamente imposible a causa de que el 
dante no, es conductor. Sin o nuestro análisis demostrará ser una ; 


gado alimentado o excitado en su centro por una fuente de voltaje conectac 
una línea de transmisión (una línea de dos alambres, por ejemplo). El cam: 
dipolo puede obtenerse fácilmente si se considera que consiste en una ca 
los hertcianos. El potencial magnético vectorial en P debido a una longitud 
dl (= dz) del dipolo portador de una corriente de fasor I, = I, cos fz es 


o cos Bz dz 


r 


PA = 4r eae 


Distribución Figura 13.4. Dipolo de media. 
de coments $ 


Sa I= }_ cos 6z 


Antena | 
de dipolo E 


(b) 
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Nótese que para obtener la ecuación (13.14) hemos supuesto una distribución sinusoidal 
de corriente, puesto que la corriente debe tender a cero en los extremos del dipolo; aun- 
que también sería posible una distribución triangular de corriente (véase el problema 
13.4), los resultados serían menos exactos. La distribución real de corriente en la antena 
no se conoce con precisión; se determina resolviendo las ecuaciones de Maxwell suje- 
tas a las condiciones en la frontera en la antena, procedimiento matemático complejo. 
Sin embargo, el supuesto de la corriente sinusoidal aproxima la distribución obtenida 
mediante la resolución del problema con valor en la frontera y es de uso frecuente en la 
teoría de antenas. : DZ 

Si r >> £, como se explicó en la sección 4.9, dedicada al dipolo eléctrico (fig. 4.21), 
entonces 

r=r=zc0o8sg9 o r'=r-—zc0s0 
Así, puede sustituirse r' = r en el denominador de la ecuación (13.14), donde es necesa- 
ria la magnitud de la distancia. En cuanto al término de fase en el numerador de la mis- 
ma ecuación, la diferencia entre Br y Br’ es significativa, de manera que r' se reemplaza 
por r — z cos 0, no por r. En otras palabras, el término del coseno se mantiene en el ex- 
ponente y se ignora en el denominador, pues el primero implica la constante de fase y el 
segundo no. De este modo, 
4 
Ass = Hlo Í eiPr=20080) cos Bz dz 
ATF Jan 
a315) 
Hlo 


A/á 
Hi A eibBr | ejBz cos 0 cos Bz dz 
Tr AÑ 


Con base en las tablas de integrales del apéndice A.8, 


e“ (a cos bz + b sen bz) 


Í e“ cos bz dz = ERA 


Al aplicar esta expresión a la ecuación (13.15) se obtiene 


_ He TP" glPz00s0 (jB cos 0 cos pz + B sen pz) |** 


13.16 
Arr —fB? cos? 0 + B? i AA § ) 


Azs 


Puesto que 8 = 27/à o BA/4 = 7/2 y —cos? 0 + 1 = sen? 0; la ecuación (13.16) se con- 
vierte en 
uI e ler 


Ps n a (37/2) cos @ — pi(r/2)cos 8 — 
Azs 4rrp?sen? O [e (o E £) E (O B) (13.17) 


Del uso de la identidad e* + e /* = 2 cos x resulta 
uI ce~? cos (z cos o) 


= 13.18 
As 27rfsen? 0 € ) 
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Del empleo de la ecuación (13.4) junto con el hecho de que B; = 
H, = j¡weE,, los campos magnético y eléctrico en la zona lejana. (des 
1/7? y 1/1?) se obtienen de esta forma: 


jije ie cos (Z cos o) 


Hos T 27rr sen O 


Adviéttáde de nuevo que los términos de radiación de Hgs y Ep, se: 
ma. fase temporal y son ortogonales. 

De la aplicación de las ecuaciones (13.9) y (13.19), la densidad depoten ció 
temporal se obtiene de este modo: 


I 
27 Hal” a, 42 


ni? cos? (Z cose) 
T 871?r? sen? 0 E 
ingg 


La potencia radiada promedio temporal puede determinarse de la manera 


P prom 


P aå FA fda -dS 


5 > ni? cos? (Z cose) 


87?r? sen? O 


Sap 2 
O: os O 
„cos? (coso) 


r? sen 0 d0 de 


¿=0 70=0 


nI 
= LE do 
87”? aa b sen 9 
cos? (5 cos o) 
= 30 12 Í A Z gp 
5 sen 0 


la naturaleza del integrando de la ecuación (13.21), 


aj Cos (z cos o) 7 cos? (z cos a) 
(——0 = [l — 
o 7512 


sen O sen O 


do con 0. Por tanto, 


ama COS? (Z cos o) do 


Paa = 60273 i a 


o 
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Al cambiar variables, u = cos 0, y el empleo de la fracción parcial reduce la ecuación 
(13.22) a LS E 


m: 
4 cos? 7mu ; 


Pha = 60% Í -F (13.23) 


o 


ETE 21 i 
1 cos? Z7ru 1 Cos” ru 

= 301 | a u | -y tu 
A 1+u lo ESH 


El reemplazo de 1 + u por v en el primer integrando y de 1 — u por v en el segundo re- 
sulta en iy yia pia ga : : 


` i , 21 x 21 ' 
m b 1 Sen go~ 2 sen EY 1H 
Pra = 30% Sata ——=="»dv (13.24) 

o k a v 
E 
2 sen? Zrv 
= 301? Í — 2 dx 3 `i N 
o v 


El cambio de variables w = 7rv produce. ; 


f 


> 21 T 
2, sen? Fw 


= 2 3 
Pi Sora f m dw 
j a = 
= 1572 Í pd o e ' - (13.25) 
o ad ; 
2a aa w T o 
ihi 2 MIOS IO PManmeno ay: 
152 [ E argo Br > | a» 
G vb .,les a a wt wE E > 
= — — SA == A e A i i i 
puesto que cosw 1 21 4i 61 + 81 La integración de la ecuación 
(13.25) término por término y la evaluación en el límite conducen a 
(2m)? (27) (2m) (2m)? ] 
= 2 . G a 
Praa 1513| 20 “aan * sen 86D * (13.26) 
= 36.56 IZ 


La resistencia de radiación Raq de la antena de dipolo de media onda se obtiene 
fácilmente de las ecuaciones (13.12) y (13.26), así: 


re LP raa 


R 


=73Q (13.27) 
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Obsérvese el significativo incremento de la resistencia de radiación del dipol 
onda en comparación con la del dipolo hertciano. En consecuencia, aquél pue: 
espacio mayores montos de potencia que éste. 

La impedancia de entrada total Zn de la antena es la impedancia registr: 
terminales de la antena y está dada por 


tud del dipolo es € = A/2. La reactancia inductiva cae rápidamente a cero al r 
ligeramente esa longitud. Cuando € = 0.485 A, el dipolo es resonante, con XA 
práctica, así, un dipolo A/2 se diseña de tal forma que Xen se acerque a cero y 

O. Este valor de la resistencia de radiación de la antena de dipolo A/2 explica 1 
cia del cable coaxial estándar de 75 Q. De igual manera, tal valor es fácil de acop: 
líneas de transmisión. Junto con la propiedad de resonancia, estos factores son la raz 
extendido uso de la antena de dipolo. 


.4. Antena monopolar de un cuarto de onda ji onsíal 


La antena monopolar de un cuarto de onda consta básicamente en la mitad de una 
na de dipolo de media onda situada en un plano conductor a tierra, como se ilustra 
figura 13.5. La antena es perpendicular al plano, habitualmente supuesto como infinit 
perfectamente conductor. La alimenta un cable coaxial conectado a su base. f 
De acuerdo con la teoría de las imágenes expuesta en la sección 6.6, es posible reem 
plazar el plano infinito perfectamente conductor a tierra por la imagen del monopo O. 
campo debido al monopolo A/4 con su imagen en la región sobre el plano a tierra es 
al campo debido a un dipolo A/2. Así, la ecuación (13.19) también es aplicable al m 
polo A/4. No obstante, la integración de la ecuación (13.21) sólo cubre la superficie he 
misférica sobre el plano a tierra (es decir, 0 =0 = 71/2), puesto que el monopolo irr. dia 
únicamente a través de esa superficie. Esto quiere decir que sólo irradia la mitad de! 
potencia que el dipolo con igual corriente. En el caso, así, de una antena monopolar ? 


Proa = 18.28 12 (13. 
ys 


y 


2. rad 
R = —— 
rad I} 


Figura 13.5. Antena monopolar. 


Plano conductor 
infinito a tierra 
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Rai ="365.0 (13.30) 


Por la misma razón, la impedancia de entrada total de un monopolo A/4 es 


Zan = 36.5 + ¡21.25 Q. 


ent 


La antena de cuadro posee importancia práctica. Se le usa como antena indicadora de 
dirección (o cuadro de exploración) en la detección por radiación y como antena de te- 
levisión para frecuencias ultraaltas. El término pequeño implica que las dimensiones del 
cuadro (como po) son mucho menores que A. 

Considérese la pequeña espira (o cuadro) filamentosa circular de radio p, portadora 
de una corriente uniforme /, cos wf que se muestra en la figura 13.6. Esta espira podría 
equivaler a un dipolo magnético elemental. El potencial magnético vectorial en el punto 
as del campo P debido a la espira es 


[7] al 


a L 4rnr’ 


(13.31) 
donde [7] = 7, cos (wt — Br') = Re [I æ% — 9] Al sustituir [7] en la ecuación (13.31) se 
obtiene A en forma de fasor: 

_ mL sip” 


A 
= 477 E, pr 


dl (13.32) 


La evaluación de esta integral supondría un largo procedimiento. Es posible demostrar 
que, en el caso de un cuadro pequeño (po < à), r’ puede ser reemplazada por r en el de- 
nominador de la ecuación (13.32) y A, sólo posee la componente p, dado por 

ars 


ME TAg —JBr ps de 
Ass EA ( jBr)e sen O (13.33) 


azi 


pes y Figura 13.6. Antena de cuadro pequeño. 


z 


Línea de transmisión 
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donde S = Trp? = área de la espira. En el caso de una espira con N vue 
A partir del hecho de que B; = 4H, = V Xx A, y V x H, = jwsE,, de la e 
se obtienen los campos eléctrico y magnético en esta forma: 


— juntos iB 4] — ¡er 
Egs = A sen 0 | > +31]. 
— jontosS ag [3 e da] —yer 
H, = 2 cos O 2 B e 
jouil,S JEB 1 j z 
Hos — 4 2 sen 0 [22 AS gr e! 


sb 
Al comparar las ecuaciones (13.5) y (13.6) con la ecuación (13.34) es posible 
naturaleza dual del campo debido al dipolo eléctrico de la figura 13.3. y.al dipol 
tico de la figura 13.6 (véase también la tabla 8.2). En el campo lejano (o remoto, 


TS. P 
= > sen 0 e JP 


| > E 
E bs n BORS senp ate, Hos > IRA e 


E, = Eos = H, = Ha. = 0 


donde se ha supuesto y = 1207 para el vacío. Aunque las expresiones de campo 
de la ecuación (13.35) se han obtenido con referencia a una espira circular pe 
también es posible emplearlas para cuadros pequeños con una vuelta (S = a?), N v 
(S = Na?) o de cualquier otra configuración en tanto sus dimensiones sean red 
(d = 1/10, donde d es la mayor dimensión del cuadro). A manera de ejercicio, el! 
podría demostrar que, mediante las ecuaciones (13.13a) y (13.35), la resistencia de rad 
ción de una antena de cuadro pequeño es k 


320 74S? 


Raa = A 
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En un punto en 0 = 1/2, a 2 km de una antena en aire, se precisa de una intensidad de 
campo magnético de 5 A/m. Sin considerar las pérdidas Óhmicas, ¿cuánta potencia 
debe transmitir la antena si se trata de | 

a) Un dipolo hertciano de A/25 de longitud? 

b) Un dipolo de media onda? 

c) Un monopolo de un cuarto de onda? 

d) Una antena de cuadro con 10 vueltas y radio p, = A/20? 


Solución: 
a) En un dipolo hertciano, 


I B dl sen O 


HA = 
|, Arrr 


27 A 271 
donde dl = à/25 0 B di = Po e 35 - Por tanto, 


dar Saey 
5 5105 E a 
4n (2 x 10%) 105 
o 
I, =05A 
dl 407r°(0.5)? 
Prsa = 4072 | 2 | I= y 
158 mW 


b) En un dipolo A/2, 
Io cos (z cos o) 
27rr sen 0 


8 To L $ 
ti 27 Q x 10%): (1) 


N 
Il 


o = 207 mA 


-a = 1/212 R a = 1/2(20r)2,Xx 10~$(73) 
= 144 mW 
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c) En un monopolo A/4, Ee 
I, = 207 mA sy 
como en el inciso b). 


Pisa = 1/21R,aa = 1/2(207)? X 107 636.56) 0 000. 
= 72 mW i 


d) En una antena de cuadro, 


ay ¡SS 
| Tos = E a 


En el caso de una vuelta, S = mpo. En el de N vueltas, S = Nzrp?. Así, | 


-s _ MLAO7 [22 | 
Ñ 37030 > TOS LA 
j 
i f 
e Ta 5 ao $. 
Le 1077 [2] x 10 =- x 10 
= 40.53 mA 

402 | 

Fai zor 3200 N2 [2] 


4 
= 320 7 X 100 [5] = 192.3 Q 


Pua jr Raa = 5 (40.53)? s< 1076 (192:3) 


= 158 mW 
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Una intensidad de campo eléctrico de 10 4 V/m se medirá en un punto de observación- 
9 = 71/2, a 500 km de una antena de dipolo (resonante) de media onda que opera en aire a 
50 MHz. 


a) ¿Cuál es la longitud del dipolo? 
b) Calcule la corriente con la que debe ser alimentada la antena. 
c) Halle la potencia promedio radiada por la antena. 


d) Si a la antena se conecta una línea de transmisión con Z, = 75 Q, determine la razón 
de onda estacionaria. 


Solución: 
c 3 x 107 


a) La longitud de onda à = F A 6m. 


De este modo, la longitud del medio dipolo es € = 2 = 3m. 
b) A partir de la ecuación (13.19), 


[Egel = 27rr sen 0 
o 
ara a |Eos| 27rr sen 0 
a ar 
No COS (Z cos o) 
10 x 1076 27r (500 x 10°) - (1) 
1207 (1) 
= 83.33 mA 
c) Raa = BD 
ly 1 2 =6 
Praa = 2 T5 Raa z (83.33) x 10 x 73 
= 253.5 mW 
2 Zi Zo pe 
d) r = Z EZ (Zr = Zen en este caso) 
| T3 + j42.5 = T5 > —2 + j42.5 
73 + j42.5.+ 75 - 148 + ¡42.5 
42.55 /92.692 S 
= 15398/1602 92084667 
E E 
PA E 


1=|5P|  1— 0.2763 
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13.6. Características de las antenas 
| 

Habiendo considerado los tipos elementales de antenas, examinemos ahora 

portantes características de una antena como radiador de energía electromagn: 


tas características son: a) patrón de antena, b) intensidad de radiación, c) 
directiva y d) ganancia de potencia. j 


A. Patrones de antena 


El diagrama de la amplitud de un componente especificado del campo E es un 
campo o patrón de voltaje; el del cuadrado de la amplitud de E, un patrón de 
Para evitar el trazado del diagrama tridimensional del patrón de antena, se tr 
separado el |E,| normalizado contra 6 con q constante (patrón del plano E o pa 
tical) y el |E,| normalizado contra $ con 6 = 77/2 (patrón del plano H o patrón 
tal). La normalización de |E,| se realiza respecto del valor máximo del [E.l], de mod: 
el valor máximo del |E,| normalizado es la unidad. f 
En el caso del dipolo hertciano, por ejemplo, el |[E,| normalizado se obtiene d 
ecuación (13.7) como y 
FO) = |sen 8| 


lo cual es independiente de q. De la ecuación (13.37) se obtiene el patrón del plano 
diagrama polar de f(0) en el que 0 varía de 0° a 180, como se muestra en la figura 1: 
Nótese que el diagrama es simétrico en torno al eje z (0 = 0). En cuanto al patr 
plano A, se fija 0 = 7/2 para que /(0) = 1, lo cual equivale a un círculo de radio 1,cc 
se ilustra en la figura 13.7(b). De la combinación de los diagramas en las figuras 1? 
y (b) resulta el patrón de campos tridimensional de la figura 13.7(c), en forma d 

El patrón de potencia de la antena es un diagrama de la potencia promedio te: 
lP prom] = Prom» CON relación a una distancia fija r. Esta vez se trazan por separad 
contra 0 con ġ constante y P prom contra p con 0 constante. 

Con referencia al dipolo hertciano, el patrón de potencia normalizado se o 
fácilmente de la ecuación (13.37) o (13.9), en esta forma: ! j 


F?(0) = sen? 0 


lo cual se representa gráficamente en la figura 13.8. Obsérvese que en las figuras E 
y 13.8(b) aparecen círculos, ya que /(0) es independiente de «$, y que el valor de OF 
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Figura 13.7. Patrones de campo del dipolo hertciano: (a) patrón del plano 
E normalizado o vertical ($ = constante = 0); (b) patrón del plano A normalizado 
u horizontal (0 = 7/2); (c) patrón tridimensional. 


(b) 


Figura:13.8. Patrón de potencia del dipolo hertciano: (a) $ = constante = 0; 
(b) 0 = constante = 7/2. 
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figura 13.8(a) es la potencia relativa promedio respecto de ese 6 particul: 
O (0 = 45°), así, la potencia promedio equivale a la mitad de la potencia 
dio (la cual ocurre en 0 = 71/2). 


B. Intensidad de radiación 


La intensidad de radiación de una antena se define como 


Con base en la ecuación (13.39), la potencia radiada total promedio puede expr 


rad 


P= $ P orom AS = $ P tom 7” sen 0 d0 de 
5 s 
= f U (0, $) sen 0 d0 dy 
S 
27 ar 
= [7 [7 ue, paa 
p=0 Jo=0 
donde dQ = sen 6 d0 dø es el ángulo sólido diferencial, en estereorradianes ( 


que la intensidad de radiación U(6, p) se mida en watts por estereorradián ( 
valor promedio de U(0, œ) es la potencia radiada total dividida entre 47r sr; es 


C. Ganancia directiva 


Aparte de los patrones de antena anteriormente descritos, a menudo nos interes 
tidades mensurables como la ganancia y la directividad para determinar las 
cas de radiación de una antena. 


La ganancia directiva puede considerarse como la capacidad de una antena para | 
potencia radiada en una dirección específica. Usualmente se le obtiene como la raz 
la intensidad de radiación en una dirección dada (6, p) a la intensidad de radiació 

medio; es decir, f 


Ga (0, $) — VO, p) _ 47 UO, p) 


U, prom ia P rad 
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Mediante la sustitución de la ecuación (13.39) en la ecuación (13.42), P prom Puede expre- 
sarse en términos de ganancia directiva como 


Porom = Gar T a (13.43) 


La ganancia directiva G4(0, p) depende del patrón de antena. En el caso del dipolo hert- 
ciano (lo mismo que del dipolo A/2 y el monopolo 1/4), en la figura 13.8 se advierte que 
P orom ES máxima en 0 = 71/2 y mínima (de cero) en 06 = 0 o m. Así, el dipolo hertciano irra- 
dia potencia en una dirección transversal a su longitud. Respecto de una antena isotrópi- 
ca (aquella que irradia por igual en todas direcciones), G; = 1. Sin embargo, esta antena 
no es real sino ideal. 


Obviamente, D es la ganancia directiva máxima G, máx. Así, 


Um, 
D = & — Ga máx (13.44a) 
U rom 
o 
4 
D = Y Una (13.44b) 
Pad 


D = 1 en una antena isotrópica; éste es el menor valor que D puede adoptar. En cuanto 
al dipolo hertciano, 


G.A(0, $) = 1.5 sen? 6, D = 1.5 (13.45) 
En cuanto al dipolo A/2, 
G40, p) = —— f0), D=1.64 (13.46) 
TRrad 


donde y = 1207, Raa = 73M y 


cos (z cos o) 


Tæ) = =E (13.47) 


D. Ganancia de potencia 


Nuestra definición de la ganancia directiva en la ecuación (13.42) no tiene en cuenta la 
pérdida Óhmica de potencia P, de la antena. P¿ se debe a que el conductor del que está 
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hecha la antena es de conductividad finita. Como se ilustra en la Bana 
potencia de entrada total a la antena, 


Pa = Per Pooá 
1 
ii 2 IZoni1? (Re + Raa) 


minales durante el proceso de radiación, y Paa la potencia vediniai ¿por 
diferencia entre ambas es Pal la potencia disipada dentro de la antena... 
La ganancia de potencia G,(0, p) de la antena se define como 


La razón de la ganancia de potencia en cualquier dirección especificada a la g 
reccional en esa dirección es la eficiencia de radiación n, de la antena; esto es, 


En muchas antenas, y, se acerca a 100%, de manera que G,'= Ga. Directividad y ga 
cia suelen expresarse en decibeles (dB). Así, ; 


D (dB) = 10 logio D 
G (dB) = 10 logio G 


habitualmente en la región del campo lejano, concebida por lo general como existe r 
una distancia r = T mm» donde i 
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y d es la mayor dimensión de la antena. Por ejemplo, d = € en la antena de dipolo eléc- 
trico y d = 2p, en la de cuadro pequeño. 
=a | Demuestre que la ganancia directiva del diplolo hertciano es 
G.A(0, $) = 1.5 sen? O 
y que la del dipolo de media onda es 
cost Z cos o) 


GA0, p) = 1.64 A 


Solución: 
De acuerdo con la ecuación (13.42), 
4rf(0) 
e T a E 
[Po an 
a) Respecto del dipolo hertciano, 


41r sen ? (0) _ 4r sen? 0 


G.A0, p) SR 2r ar 3 a 277 (4/3) 
sen” 0 d0 de 
$=07%0=0 


= 1.5 sen? 0 


como se solicitó. 
b) Respecto del dipolo de media onda, 


4r cos?( 7 cos o) 

sen” 0 
A cos (3 cos o) do dp 
B-L. sen 0 


Con base en la ecuación (13.26), la integral del denominador da como resultado 27r 
(1.2188). Por tanto, 


Gal, $) = 


47 cor (3 cos o) 3 


i 
G40, $) = seno 27 (1.2188) 
(3 coso) 
= ibi ar 


sen? 0 
como se solicitó. : 
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Determine la intensidad de campo eléctrico a 10 km de una antena con ga 
va de 5 dB y que irradia una potencia total de 20 kw. 


Solución: N digeri iii | 


5 = G; (dB) = 10 logio Ga 


Así, 


NG ¿Pa  1207r(3.162)(20 x 10°) 
llar 27 [10 x 10°]? 


= 0.1948 V/m 


o 
0-5 = 108,0 Ga > Ga = 10%5 = 3.162 ie | 
A partir de la ecuación (13.43), j 
i 
Gi =e- GaP iaa | 
P prom dar? | 
Sin embargo, os | 
Giat 

12,1? 

a Poon = a 


a Olot 
ero nomals 
S CISS 
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La intensidad de radiación de cierta antena es 


a sen 8 sen? $, 


O0=06=1,0= 


dea T Ae a 


4 ai ls. 
Dë “termine su afea: i b pari E SS 
48 AU .; Srg aalr 0 sisoj's 7] > 


solución: moetio ska pais boris $ rio IIN 13) 


La dirgctividad se deine como 
Sigi Li! 


e; Smrt OT È ir y 23 
zo0b sk o UU pao 153 E ni Er z 
„Obe Ei 3 í e 2 el 3 Oz s: 31) 7050 i 
Y U aQ =E 4T 
it > pom Ta Ta Es T). eno 1; 220150) 


paja! se no 20b prrs lo 19b 


[9% lis E aemp sen sene. de dg.. SOFTI À 


Ds ib B baod í = ati Sado smog (7 1 
z e PE Seea 
€ t el Wa 20. do seng dp > risa amai 
i Sä n ¡ETA o: are Gögn E y3 UG BOI: 


E l ES rs a: Petri 
E de , o 5 i 


SE TEJ. ¡8 


mi 


ce» $ 


z AS E O puede nallarse 
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13.7. Arreglos de antenas 


En muchas aplicaciones prácticas (como una estación radiodifusora de 
diseñar antenas con mayor potencia radiada en ciertas direcciones q 
equivale a demandar que el patrón de radiación se concentre en la d 
Tal propósito es difícil de lograr con un solo elemento de antena. Un a a 
permite obtener mayor directividad que la que puede ofrecer una so. kio 


E 


Es conveniente y práctico, aunque no indispensable, que los elementos del ar 
idénticos. Examinaremos primero el caso simple de un arreglo de dos eleme 
prolongar después nuestros resultados al caso general, más complicado, de un 
N elementos. < ; 

Considérese una antena compuesta por dos dipolos hertcianos situados e) 
lo largo del eje z pero orientados en paralelo al eje x, como se muestra en la fig 


Supongamos que el dipolo en (0, 0, d/2) porta corriente ıs = l./a y que el 
(O, O, —d/2) porta corriente >, = I/O, donde « es la diferencia de fase entr 
corrientes. Al variar el espaciamiento d y la diferencia de fase æ, puede logra 
los campos procedentes del arreglo interficran constructivamente (se sumen) en 
direcciones de interés e interfieran destructivamente (se cancelen) en otras di 
El campo eléctrico total en el punto P es la suma yectorial de los campos deb 
elementos individuales. Si P se ubica en la zona del campo lejano, el campo e 
total en P se obtiene de la ecuación (13.7a) de este modo: | 


s= E + Ez, 


mL dl Jeri > ejbra 
= meled [ cos 8, S A el” a, + cos 0, a, | 


Nótese que sen 60, presente en la ecuación (13.7a), ha sido reemplazado en este 
cos 0, ya que el elemento ilustrado en la figura 13.3 sigue la dirección de z, mientr 


Figura 13.10. Arreglo de dos elemen 
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los de la figura 13.10 siguen la de x. Puesto que P se encuentra lejos del arreglo, 0, = 0 = 8, 
y ao, = a = Ay, En la amplitud puede fijarse r, = r =.r,, pero en la fase se emplea 


d 
Es E — COR 0 (13.54a) 
sd E , 
rı =r + y “os gms (13.54b) 


En consecuencia, la ecuación (13.53) se convierte en 


¡nfBL, dl z SA A 
E, = pe cos O e" İP" gir/2[gi(Bd cos 0N2gja/2 y. e “IBA cos ON2¿—Ja127 y, 
¡nBl, dl 
MRE cos 0 sas cos E (Bd cos 0 + a) | a 
dar r 

La comparación de esta ecuación con la EEI (13.7a) indica que el campo total de un 
arreglo es igual al campo del elemento situado. en el origen multiplicado por un factor 
de arreglo (o de red) dado por 


(13.55) 


FA = 2 cos É (Bd cos 0 + a) Jer (13.56) 


En general, así, el campo lejano debido a un arreglo de dos elementos está dado por 


E (total) = (E debido al elemento en el origen) Xx (factor de arreglo) (13.57) 


De la ecuación (13.55) se desprende asimismo que |cos 6| es el patrón de radiación debido 
a un solo elemento, mientras que el factor de arreglo normalizado, |cos[1/2(8d cos 0 + «)]l, 
es el patrón de radiación del arreglo si los elementos fueran isotrópicos. Tales patrones pue- 
den considerarse respectivamente como un “patrón unitario” y un “patrón de grupo”. Así, 
el “patrón resultante” es el producto del patrón unitario y el patrón de grupo; es decir, 


| Patrón resultante = Patrón unitario X Patrón de grupo (13.58) 


Esto se conoce como multiplicación de patrones. El patrón de un arreglo puede diagra- 
marse por multiplicación de patrones casi como si se hiciera por inspección, de modo que 
aquélla es un instrumento muy útil para el diseño de un arreglo. Cabe señalar que, a di- 
ferencia del patrón unitario, el patrón de grupo es independiente del tipo de elementos 
que componen el arreglo, siempre que no ocurran cambios en el espaciamiento d, la di- 
‚ferencia de fase « y la orientación de los elementos. 

Prolonguemos ahora los resultados del arreglo de dos elementos al caso general de 
un arreglo de N elementos, el cual se muestra en la figura 13.11. Supongamos que el arreglo 
es lineal en cuanto que los elementos están igualmente espaciados en una línea recta y se 
tienden a lo largo del eje z. Supongamos asimismo que el arreglo es uniforme, de manera 
que cada elemento es alimentado con corriente de igual magnitud, aunque de cambio de 
fase œ progresivo, es decir Jı, = IZO, Tzs = L¿/, Ls = 1¿/20, y así sucesivamente. 
Nos interesa en particular hallar el factor de arreglo; el campo lejano puede hallarse 
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todos: los elementos. Así, 


-to.de fase entre los elementos, respectivamente. Adviértase que el mie 
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Figura 13.11. Arreglo lineal. 
„elementos. 


+ 


fácilmente a partir de la ecuación(13.57),una vez conocido el factor de a 


rencia al arreglo lineal uniforme, el Lantor, de arreglo es la suma de las co: 
$ E 


FA=1 +0 + sA a E O 


donde 
AN ` Y = Bd cos 0 + a 


En la ecuación (13.60), B = 27r/A, mientras que d y œ son el espaciamient 


la ecuación (13. 32); es una serie dodi a de la forma 


E 
: A Ada +? efe 1 de ri a 
AÒ 4 z 1 — x BL 
o f Ft 3 uE 
Así, la ecuación (13.59) se converte en a Isia 
: 0d e 
FA = nmi 
1 —e* 
lo cual puede. expresarse como., ; ¿ 
¡NY — 1 JN H2 pİiN HZ — İN A2 
I — Wii gea „eH - ein 
‘Bano S9 2 iec i É f | 2215 
ou sb ES Ni "sen i (N42) rE pS 
sa sèn oE ue 


> OQTI Onon 


FA a in Y = "pa coso + œ 
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Nótese que esta ecuación se reduce a la ecuación (13.56) cuando N = 2, como es de es-* 
perar. Repárese de igual forma en lo siguiente: 


1. FA posee el valor máximo de N; así, el FA normalizado se obtiene dividiendo FA 
entre N. El máximo principal ocurre cuando y = 0; esto es, 


Q 


O = Bd cos0 + a o cos 0 = -a (13.65) 
2. FA tiene nulos (o ceros) cuando FA = O; es decir, 
N 
ar =xkw, k=1,2,3,... (13.66) 


donde k no es un múltiplo de N. 

3. La máxima radiación de un arreglo transversal sigue una dirección normal al eje 
del arreglo; es decir, y = O y 0 = 90°, de modo que & = O. 

4. La máxima radiación de un arreglo longitudinal sigue la dirección del eje del arre- 


o —pa 
glo; es decir, Y =0y 0 = | , de manera que «a = | 
m Bd 


Estas observaciones son útiles para la representación gráfica de FA. En la figura 13.12 se 
presentan los diagramas de FA correspondientes a N = 2,3 y 4. 


E - Con referencia al arreglo directivo de antenas de dos elementos que se presentó en la fi- 
+ gura 13.10, trace el patrón de campo normalizado cuando las corrientes son alimentadas: 


a) En la misma fase (œ = 0), d = A/2 
b).. 90% fuera de fase (a = 11/2), d = A/4 


Solución: 


El campo normalizado del arreglo se obtiene de las ecuaciones (13.55) a (13.57) como 


des = |cos 0 cos E (Bd cos 0 + a) | | 


a) Si œ =0,d = AQ, Bd = a = m. Por tanto, 
f) = |cos 0| [cos S (cos 0) 
4 4 y 
patrón resultante = patrón unitario x patrón de grupo 


El diagrama del patrón unitario es sencillo, pues, como se advierte en la figura 13.13(a), se 
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é FA ; ' Figura 13.12. Factor de arreglo 
k lineal uniforme. : = 
o m 2m Y 
(a)N=2 
FA 
3 
1 Ez 
10) 271/3 m 41/3 2r Y 
ba (b) N=3 
4 
1.08 = 
> o mi2 wa A A 
: ()N=4 


reduce a una versión invertida del patrón de la figura 13.7(a), relativo al dipolo 1e 
Para trazar un patrón de grupo, antes es preciso determinar sus nulos y máx 
cuanto a los nulos (o ceros), 


En cuanto a los máximos, 
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Ay 


Patrón unitario Patrón de grupo Patrón resultante 
(a) (b) (O; 


Figura 13.13. Para el inciso a) del ejemplo 13.6; patrones de campo 
en el plano que contiene los ejes de los elementos. 


El patrón de grupo se muestra en la figura 13.12(b). Se trata del diagrama polar obteni- 
do del trazo de | cos (Z cos o) | con @ = 0°, 5°, 10°, 15°,. . .,360* y de la incorporación 


de los nulos y máximos en O = 0°, 180° y 0 = 907, respectivamente. La multiplicación de 
la figura 13.13(a) por la figura 13.13(b) da como resultado el patrón de la figura 13.13(c). 
Cabe destacar que los patrones de campo de la figura 13.13 se ubican en el plano que con- 
“tiene los ejes de los elementos. Nótese que: 1. en el plano yz, el cual es normal a los ejes 
de los elementos, el patrón unitario (= 1) es un círculo [véase la figura 13.7(b )], mientras 
que el patrón de grupo permanece como en la figura 13.13(b); por consiguiente, en este 
caso el patrón resultante es igual al de grupo. 2. En el plano xy, 0 = 7/2, de tal forma que 
el patrón unitario tiende a cero mientras que el patrón de grupo (= 1) es un círculo. 


o el NN EE E 
e e E Pp 4 3 
f(e) = -|cos 0| cos Y (cos 0 + 1) 
4 4 4 
patrón resultante = patrón unitario x patrón de grupo 


El patrón unitario se mantiene como en la figura 13.13(a). En cuanto al patrón de grupo, 
el nulo ocurre cuando 


31 


la + = LA = EA Es. 
cos — (1 cos 0) O—>— (1 + cos 0) EED? 


o 
cos 0 = 1—0 = 0 
Los máximos y mínimos ocurren cuando 


d TT y t ar | 
£ [cos 4 EE FEOS o) | = O —> sen 0 sen A (1# cos 0) E 


sèn 0 = O0 — 0 = 07, 180° 
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y HA O A 
Patrón unitario Patrón de grupo Patrón resultante 
(a) e l ©). (o) 


Er r 
Figura 13.14. Para veli inciso b) del ejemplo 13.6; patrones de campo en elii no . 
plano que contiene los ejes de los elementos. 


modo r MEISTRID 


a 9 sen (+ cos 9) =0>c0s0= 1 o 0=180% 
¡Cada patrón de campo se obtiene variando O = 0%, 5%, 10°, 15°,. |. , 18 
‘O = 1802 corresponde al máximo valor de FA, mientras que 0 = O? co: 
Así, en la figura 13.14 se presentan los patrones unitario, de grupo y 
no que contiene los ejes de los elementos. Obsérvese en los patrones d 

A arreglo transversal (a = 0) de la figura 13.13 es bidireccional, en tanto 

a oe gitudinal (& = Bd) de la figura 13, 14 es unidireccional. 


Considere un arreglo de tres elementos con razón de corriente 1:2:1, como se il 
figura 13.16(a). Trace el patrón de grupo en el plano que contiene los ejes de los. 


E G RAE 3 

lo 13. A 
Solución: 

Para efectos analíticos, dividamos el elemento intermedio de la figura 13. 16(a) j 

de corriente 27/0°, -en dos elementos, portador cada uno de ellos de corri 

Esto resulta en cuatro elementos en lugar de tres, como se muestra en la figur 

Si se consideran los elementos 1 y 2 como un grupo y los elementos 3. y 4 co 

(grupo, se obtiene el arreglo de dos elementos de la figura 13.16(c). Cada gru: 


vez un arreglo de dos elementos con d = A/2, œ= O, de manera que el patrón 
del arreglo de dos elementos (o el patrón unitario del arreglo de tres elemento: 
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(b) 


Figura 13.15. Para el ejercicio 13.6. 


TLO ý 2110 110 Figura 13.16. Para el ejemplo 13.7: (a) arreglo de tres 


o e e elementos con razón de corriente 1:2:1; (b) y 
E A/2 | A/2 | (c) arreglos equivalentes de dos elementos. 
(a) 
3 
e o 
1 20 4 
(b) 
1,2 3,4 
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lar al que se presentó en la figura 13.13(b). Ambos grupos forman por su 
glo de dos elementos semejante al descrito en el inciso a) del ejemplo 13. 
a = 0, de modo que también en este caso.el patrón de grupo es igual 
13.13(b). En esta situación, el patrón de esta última figura es representativ 
trón unitario como del de grupo. El patrón de grupo resultante se muestr: 
13.17(c). Este patrón no es. el patrón resultante, sino eli patrón de grupo del a, 
elementos. El patrón de,grupo resultante del arreglo sería la figura 13.17 (c, 
por el patrón de campo del tipo de elementos. i 

Un método opcional para determinar el patrón de grupo resultante de 
tres elementos ilustrado en la figura 13.16 consiste en seguir pasos similar > 
adoptaron para obtener la ecuación (13.59). El factor de arreglo normaliza: 
trón de grupo) es entonces 


(FA)„n |1 + 2e” + e] 


jeit 112 + e? + en] 


/ 


NIe Aje aja 


, 


2 
cos w 


+ = 
l1 + cos y | z 


gs 


tados en paralelo al eje x. Puesto que æ = 0, d = à/2, Bd = E 2 = 7, 

J 2 

(FA), = [cos (zZ cos e) 

(FA), = [cos (z cos o) | | cos (z cos e) | 
2 2 

y 4 $ 
patrón PE r patrón xK patrón 
de resultante unitario de grupo 


Los diagramas de estos patrones son idénticos a los de la figura 13.17. 

Si dos arreglos de tres elementos, como el arreglo ilustrado en la figura 13.16(a), 
espaciamiento de à/2, de ello resulta un arreglo de cuatro elementos con razón de 
1:3:3:1 como el que aparece en la figura 13.18. Dos arreglos de cuatro elementi 


Figura 13.17. Para el ejemplo 13, : 

x ES obtención del patrón de grupo 
< l £ ® resultante del arreglo de tres he 
elementos de la figura 13.16(a). — 


CA 


Patrón unitario Patrón de grupo Patrón de grupo 
(a) (b) resultante 


(e) 
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espaciamiento de 1/2 resultarían a su vez en un arreglo de cinco .elementos con razón de 
corriente 1:4:6:4:1. La continuación de este proceso deriva en un arreglo de N elementos 
con un espaciamiento de A/2 y longitud (N — 1)A/2, cuya razón de corriente son los coe- 
ficientes binomiales. Un arreglo de esta clase recibe el nombre de sofia] binomial lineal. 


go: ario RIAS 31 10 psa TES Figura 13.18. Arreglo de cuatro 
a y elementos con razón de corriente 


ber A/2 tr 20 HA A/2 amio 1:3:3:1; para el ejercicio 13.7. 


Cuando la onda diablo de entrada es Ja a la E aca entera de una an- 
tena receptora, la potencia recibida es> 57> ds E 


„= f Porom * dS = Porom S (13.67) 


En la mayoría de los casos, sin embargo, la onda electromagnética de entrada no es nor- 
mal a la' superficie enterá de la antena, lo cual vuelve necesaria la idéa del área efectiva 
de una antena receptora. 

El concepto de área efectiva o abertura efectiva (sección transversal receptora de 
una antena) es de uso común en el análisis de antenas receptoras. 


Figura 13.19. Para el inciso a) del ejercicio 13.7. 


13.8. ÁREA EFECTIVA Y LA ECUACIÓN -DE-FRi5s MW 621 . J 
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El ANTENAS 


La potencia promedio temporal en la: antena es 


an j 
¿La parón de las ecuaciones (13. 70) y a371) enla Sbuación: as. 68)5 resulta e n 
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Esto es, 


Con referencia a la ecuación (13.68), cabe hacer notar que el área efecti 
de la SE de la antena para extraer energía de una onda electroma 


aparece en la a 13.20, donde V,a es el voltaje en circuito abierto indu j 
minales de la antena, Zent = Raa + y la impedancia de la antena y Z, = 
la impedancia externa de la carga, la cual podría ser la impedancia de entra 
de. transmisión que alimenta a la antena. Para una máxima transferencia d 
Z.L= Ziny Xz —X ent La potencia PS temporal transmitida a la ca 
da es entonces `- «i i i aUai 


f > IVil y F F » 
f: Pra Rraa Ei 
sFr ; as Pasas x 


En el caso del dipolo hertciano, R aa = 807 A/A? y Vaa = E dl, donde E es 1 
efectiva de campo paralela al eje del dipolo. En consecuencia, la ecuación a3 
vierte en 


AEA a 


; ÍBrfI 


sdn ri 


118] J 


RE N a E oleen 
a iem r F 5 
o 
A Z AZ 
LIZ > Ae 


a una antena receptora. 
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donde D'= 1.5 es la directividad del dipolo hertciano. Aunque la ecuación (13.72) se de- 
rivó con relación al dipolo hertciano; es aplicable a cualquier antena si D se reemplaza 
por G4(0, $). En general, así, 


AZ 
Ae = anr. Z $) (13.73) 


Supongamos ahora dos antenas en el vacío separadas por una distancia r, como se 
muestra en la figura 13.21. La antena transmisora tiene área efectiva A., y ganancia di- 
rectiva Gx y transmite una potencia total P, (= Paa). La antena receptora tiene área efec- 
tiva A,, y ganancia directiva G, y recibe una potencia total P,. En la antena transmisora, 


4 | Anr? P prom 
12 P: 


Ga 


At 


P., 


Forom = Fyrra 


Gar j (13.74) 


Al aplicar las ecuaciones (13.68) y (13.73) se obtiene la potencia recibida promedio tem- 
poral, en esta forma: 


ar Gar Porom (13.75) 


(13.76) 


llamada fórmula de transmisión de Friis. Esta fórmula relaciona la potencia recibida 
por una antena con la potencia transmitida por la otra en tanto ambas estén separa- 
das por r > 2d?/A, donde d es la mayor dimensión de cualquiera de ellas [véase la ecua- 
ción (13.52)]. Así, para aplicar la ecuación de Friis es preciso confirmar que cada antena 
se encuentre en el campo lejano de la otra. 


Aas P, Sar Aor E Gar or I 
k— r — f 


Figura 13.21. Antenas transmisora y receptora en el vacío. 
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Solución: 


G0; $) = A pay -Aala 120% yaco) 21.640) 


ie i : A CE 


240 13.05 = 71.62 nw 


“i 


Una antena transmisora y otra receptora separadas 200 A entre sí registran una g 
“directiva de 25 y 18 dB, respectivamente. Si la potencia recibida debe: ser de 5 mV EK 
le la potencia mínima transmitida. . 


Solución: 
Puesto que Gn (dB) = 25 dB = 10 log. Gas 


Ga = 1075 = 316.23 
De igual manera, 


Ga (dB) = 18 db o. Ga = 1018 = 63.1 
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-~ | Al aplicar la ecuación de Friis se obtiene 


45 ; š ASH ASAS 192 
P, = Gda [25] Br z: bimg 
o 
; ånr |” 1 
í P, =P, a oo TA 
Trabe bA d) Cardi i 3 
4r X 200 A |? 1 i 
= x Y EE om Poa a y AAA 
3 19 [ A ] (63.1)(316.23) o 
= 1.583 W 


Los radares son dispositivos electromagnéticos útiles en la detección y localización de 
objetos. El término radar es el acrónimo de la expresión radio detection and ranging 
(“detección y ubicación por radio”). En un sistema de radar común como el que apare- 
ce en la figura 13.22(a) se transmiten impulsos de energía electromagnética a un objeto 
distante. Una misma antena cumple las funciones de transmisión y recepción, de modo 
que el intervalo temporal entre los impulsos transmitido y reflejado permite determinar 
la distancia en la que se encuentra el objetivo. Si r es la distancia entre el radar y el obje- 
tivo y c la velocidad de la luz, el tiempo transcurrido entre los impulsos transmitido y re- 
cibido es 2r/c. De la medición de ese periodo se deduce r. 


P, Figura 13.22. (a) Sistema de radar 
Antena A común; (b) simplificación del sistema 
transmisora g del 


y > objetivo Sn (a) para el cálculo de la sección 
AR C transversal ø del objetivo. 


Push TE Sd 
P Aa Aer 


(a) 


(b) 
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Debe señalarse que Y, y P, denotan la densidad de potencia promedio te: 
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La capacidad de un objetivo para dispersar (o reflejar) energía se c 
sección transversal de dispersión o (o sección transversal de radar), la 
unidades de área y puede medirse experimentalmente. 


o = lím 47rr? Ps 
r—o00 >, 
donde PY, es la densidad de potencia incidente en el objetivo T y P, la densidad de ; 
cia dispersada en el transceptor O, como se muestra en la figura 13.22(b). 
A partir de la ecuación (13.43), la densidad de potencia incidente P: en 
vo T es i e 


5 


La potencia recibida en el transceptor O es 


Py PR Ag >, 
o 
P, 
P: A 


watts. Puesto que Ga, = Gau = G4 y Aa = Aa = A. la sustitución de las ecuaciones ( 
y (13.79) en la ecuación (13.77) resulta en 


P 1 
o = (41 y o 
A a Ak 
o 
P _ A.0GaPras 
r 


(ar)? 


aplo 13.10 
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Tabla 13.1. Designaciones de 
las frecuencias de radar. 


Designación Frecuencia 


z 
= 


300-1 000 MHz 
1 000-2 000 MHz 
2000-4 000 MHz 
4000-8 000 MElz 
8000-12 500 MHz 

12.5-18 GHz 
18-26.5 GHz 
>35 GHz 


ARROUT 
9 


| 


De acuerdo con la ecuación (13.73), A, = A?G¿/47r. Por tanto, 


(13.81) 


la ecuación de transmisión del radar en el vacío, básica para medir la sección transversal 
de dispersión de un objetivo. Al despejar r en la ecuación (13.81) se obtiene 


2 2 1/4 
r= E a me | (13.82) 


(47)? P, 


la ecuación de distancia del radar. Dada la potencia mínima detectable del receptor, esta 
ecuación determina la distancia o el alcance máximo de un radar, aunque también per- 
mite obtener información de utilidad en ingeniería sobre los efectos de los diversos 
parámetros en el rendimiento de un sistema de radar. 

El radar considerado hasta aquí es del tipo monostático, en razón del predominio de 
este tipo en las aplicaciones prácticas. En un radar bistático, el transmisor y el receptor 
están separados. Si las antenas transmisora y receptora se hallan a distancias r, y r del 
objetivo y Ga, + Ga» en el caso del radar bistático la ecuación (13.81) se convierte en 


Ga G A z 
P, = E —Í [5] oa (13.83) 


Las frecuencias de transmisión por radar van de los 25 a los 70000 MHz. En la tabla 
13.1 se clasifican tales frecuencias y se indica la denominación con que las conocen los in- 
genieros de radares. 


Un radar de banda S que transmite a 3 GHz irradia 200 kW. Determine la densidad de 
potencia de la señal a distancias de 100 y 400 millas náuticas si el área efectiva de la 
antena del radar es de 9 m?. Considerando un objetivo de 20 m? a 300 millas náuticas, 
calcule la potencia de la señal reflejada en el radar. 
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Solución: 
La milla náutica es una unidad común en las comunicaciones por ra 


1 milla náutica (mn) = 1852 m ne 


c 3 x 108 

AA ETTORRA 
4r 4r 

Gu = e Aer = oy? 9 = 36007 


100 mn = 1.852 Xx 10% m 


ll 


En el caso de r 


P Te (EN E y 360077 x 200 x 107 
7 „4r? ‘Aar (15852)? x:1010.. - sq 


= 5.248 mW/m? 


En el caso de r = 400 mn = 4 (1.852 x 10%) m 


5.248 
sa = == = 0.328 mW/m?2 
P ay (6) mW/m 
Mediante la ecuación (13.805), 
P,= Aeo GaP raa 


4rr? y? 
donde r = 300 mn = 5.556 XxX 105m 


— 9 X 20 x 36007 < 200 x 10? 


A [4r < 5.5567]? x 10% 


=2i20:706 SETO ERR 


Mediante la ecuación (13.81) se obtendría el mismo resultado. 


10. 
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En este capítulo se expusieron las ideas y definiciones básicas de la teoría de 
antenas. Los tipos básicos descritos fueron el dipolo hertciano (o de longitud 
diferencial), dipolo de media onda, monopolo de un cuarto de onda y antena 
de cuadro pequeño. 

Si se conoce la distribución de corriente de una antena, en teoría es posible 
hallar el potencial magnético vectorial retardado A,con el que a su vez pueden 
determinarse los campos electromagnéticos retardados H. y E mediante 


=vxĝ, E =7H X a 


Los campos de la zona lejana se obtienen manteniendo únicamente los térmi- 
nos 1/r. 

El análisis del dipolo hertciano es fundamental para el de otras antenas. La re- 
ducida resistencia de radiación de este dipolo limita su utilidad práctica. 

El dipolo de media onda es de longitud igual a 1/2. De uso más práctico y fre- 
cuente que el dipolo hertciano, su impedancia de entrada es de 73 + ¡42.5 Q. 

El monopolo de un cuarto de onda es la mitad de un dipolo de media onda sobre 
un plano conductor. 

Los patrones de radiación de uso más común son los de intensidad de campo, in- 
tensidad de potencia e intensidad de radiación. El patrón de campo es el diagra- 
ma de |£,| o su forma normalizada f(0). El patrón as potencia es el diagrama de 
P prom O su forma normalizada f(0). 

La ganancia directiva es la razón de U(€, p) a su valor PR La directividad 
es el máximo valor de la ganancia directiva. 

Un arreglo de antenas es un grupo de elementos de radiación dispuestos para 
producir características particulares de radiación. Su patrón de radiación se ob- 
tiene multiplicando el patrón unitario (debido a un elemento del grupo) por el 
patrón de grupo, el diagrama del factor de arreglo normalizado. En el caso de un 
arreglo lineal uniforme de N elementos, 


RA sen (N 4/2) 

sen (y/2) 
donde y = Bd cos 0 + æ, B = 211/A, d = espaciamiento entre los elementos y 
&œ = corrimiento de fase entre los elementos. 
La fórmula de transmisión de Friis caracteriza el acoplamiento entre dos antenas 
en términos de su ganancia directiva, distancia de separación y frecuencia de 
operación. 
En un radar bistático (con antenas transmisora y receptora separadas), la poten- 
cia recibida está dada por 


_ Gar | à f 
Ape 4r ÁATTrir2 o Praa 


En un radar monostático, r, = r3 = r y Gu = Gar 
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Una antena ubicada en cierta ciudad es fuente de ondas de radio. ¿Cuán 
éstas en llegar a una población a 12000 km de esa ciudad? 


a) 36s 

b) 20 us 

c) 20 ms 

d) 40 ms 

e) Ninguno de los tiempos anteriores 


¿Cuál es el término de radiación en la ecuación (13.34)? 


a) El término 1/r 
b) El término 1/7? 
c) El término 1/7 
d) Todos los anteriores 


Un muy pequeño alambre delgado de longitud A/100 tiene una resistencia de 


a) =00 
b) 0.08 Q 
c) 790 

d) 790 Q 


- >A 
Una antena monopolar de un cuarto de onda que opera en aire a una frecuencia d 


debe tener una longitud total de 


a) l>A 
b) 300 m 
c) 150 m 
d) 75 m 

e) EA 


Si una antena de cuadro pequeño de una vuelta tiene una resistencia de ra 
¿cuántas vueltas se necesitan para producir una resistencia de radiación de 


a) 150 
b) 125 
c) 50 
d) 25 
e) 5 


13.6. 


13.7. 


13.9. 
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A una distancia de 8 km de una antena diferencial, la intensidad de campo es de 12 V/m. 
La intensidad de campo en una localidad a 20 km de la antena es de 


a) 75 V/m 
b) 30 V/m 
c) 4.8 pV/m 
d) 1.92 uV/m 


Si una antena tiene U,,,¿, = 10 W/sr, Uno = 4.5 W/sr y n, = 95%, su potencia de entrada 
es de 


a) 2.222 W 
b) 12.11 W 
c) 55.55 W 
d) 59.52 W 


Una antena receptora ubicada en un aeropuerto tiene una dimensión máxima de 3 m y ope- 
ra a 100 MHz. Un avión que, en dirección al aeropuerto, se halla a 1/2 km de la antena se 
encuentra en la región del campo lejano de ésta. 


a) Cierto. 
b) Falso. 


Una antena receptora se sitúa a 100 m de la antena transmisora. Si el área efectiva de la pri- 
mera es de 500 cm? y la densidad de potencia en la localidad receptora es de 2 mW/m”, la po- 
tencia recibida total es de: 


a) 10 nW 
b) 100 nW 
c) 1 yW 
d) 10 yW 
e) 100 uW 


13.10. Sea R el alcance máximo de un radar monostático. Si, dada una sección transversal del ra- 


dar de 5 m?, en R/2 se encuentra un objetivo, ¿cuál debería ser la sección transversal de 
éste en 3R/2 para resultar en una intensidad de señal igual a la del radar? 


a) 0.0617 m? 
b) 0.555 m? 
c) 15m 

d) 45m 

e) 405 m? 


Respuestas: 13.1d, 13.2a, 13.3b, 13.4d, 13.5e, 13.6c, 13.7d, 13.8a, 13.9e, 13.10e. 
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- Una antena puede diseñarse como un dipolo eléctrico de 5m de largo a 3 MHz. Hal 
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El potencial magnético vectorial en el punta P(r, 0; Y) debido a una anten: 
da en el origen está dado por 


50 e~e" 
A, = a Wi 


donde 7? = x? + y? + z?. Halle E(r, 0, p, t) y H(r, O, $, £) en el campo lejano. 5 


Un dipolo hertciano en el vacío situado en el origen tiene dl =20cme/= 10 
Halle |£,,| en el punto distante (100, O, 0). i 


Una fuente de 2 A que opera a 300 MHz alimenta a un dipolo hertciano de 5. 
tud situado en el origen. Halle E, y H, en (10, 30°, 90°). 
a) En vez de la distribución constante de corriente supuesta en el dipolo peque; ii S 

ción 13.2, suponga una distribución triangular de corriente I, = I}, € = 


se ilustra en la figura 13.23. Demuestre que 


i } 
f z2 e]? 
Raa = 20 [£] 
lo que equivale a la cuarta parte de la ecuación (13. 13). Así, Risa depende de 
ción de corriente. 


b) Calcule la longitud del dipolo resultante de una resistencia de radiación de 0.5 


sistencia de radiación suponiendo una corriente uniforme en su longitud. 


Si un dipolo de media onda es alimentado por una línea de transmisión de 50 Q, 
coeficiente de reflexión y la razón de onda estacionaria. 


Una antena de radio de automóvil de 1 m de largo opera en la frecuencia de AM d 
MHz. ¿Cuánta corriente se necesita para transmitir 4 W de potencia? y 


Figura 13.23. Pequeña ‘antena de dipolo con 
distribución. triangular. de corriente; para el 
problema 13.4. 


*13.8. 


*13.9. 


*13.10. 


13.13. 


13.14. 


13.15. 
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a) Demuestre que las expresiones de campo lejano relativas a un dipolo delgado de longi- 
tud € portador de corriente sinusoidal /¿ cos Bz son 


e€ € 
cos (E cos o) = El 


jEje Po 2 
E >» Eos =NH gs 


Hp = 27rr sen 0 
[Pista: Remítase a la figura 13.4 y a la ecuación (13.14).] 


b) En una hoja de coordenadas polares, trace f(0) del inciso a) respecto de € = AÀ, 3A/2 y 24. 
Con referencia al problema 13.4, 
a) Determine E, y H, en el campo lejano. 


b) Calcule la directividad del dipolo. 


Una antena situada en la superficie de un terreno plano transmite una potencia promedio 
de 200 kW. Suponiendo que la totalidad de la potencia es emitida de manera uniforme 
sobre la superficie de un hemisferio con la antena en el centro, calcule a) el vector de 
Poynting promedio temporal a 50 km y b) el campo eléctrico máximo en ese sitio. 


Una antena de cuadro de 100 vueltas y 20 cm de radio que opera a 10 MHz en el aire de- 
be rendir una intensidad de campo de 50 mV/m a una distancia de 3 m del cuadro. De- 
termine 


a) La corriente con la que debe ser alimentada la antena’ 
b) La potencia promedio radiada por la antena. 

Trace los patrones de los campos E y H normalizados para 
a) Un dipolo de media onda. 


b) Un monopolo de un cuarto de onda. 


A partir del resultado del problema 13.8, trace los patrones de campo verticales de antenas 
monopolares de longitudes € = 3/2, A, 5A/8. Cabe indicar que el monopolo de 51/8 es de 
uso muy común. 


El campo de zona lejana de una antena en el vacío está dado por 
E, = Zsen 2e e“ lPa, V/m 
donde B = wV Ho£o- Determine la potencia radiada. 


El campo eléctrico producido por una antena en el campo lejano es 


E, = 1 ee o cos 6 cos q a, 


Trace er ¡patrón vertical de la antena. Su- aaa debe incluir Já mayor  comidad posible de 
puntos. 
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Con referencia a un dipolo hertciano, demuestre que la densidad de potencia pro 
poral se relaciona con la potencia de radiación de acuerdo con 


1.5 sen”9 
P prom — y A E: rad 
En el campo lejano, una antena produce 


2 sen 0 cos y 


P prom = —— a a W/m, O<80 <T, 0< p< 71/2 


Calcule su ganancia directiva y directividad. 


Con referencia al problema 13.8, demuestre que el patrón de campo normalizado | 
tena de onda completa (€ = A) está dado por i 


cos(a cos 06) + 1 
sen 0 


Fe) 


Trace el patrón de campo. 


Con relación a un dipolo delgado de longitud A/16, halle: a) la ganancia directiv: 
rectividad, c) el área efectiva, d) la resistencia de radiación. 


Repita el problema 13.19 con relación a una antena de cuadro circular delgada de di. 


A/12. E 


ta E 
Un dipolo de media onda de cobre tiene un diámetro de 2.6 mm. Determine su efi 
opera a 15 MHz. a Š 5 
[Pista: Obtenga R¿ de R¿/R¿¿ = a/20; véase la sección 10.6.] 
Halle Ubrom» Umax Y DP Si: 
a) U(0, p) = sen? 20, O0O<O0<T,0O< $ < 27 
b) U(O, p) = 4 csc? 20, TII < 0 < 1/2,0< p< T 
c) U(0, $) = 2 sen? O sen? q, O<O<TO< PH 7 
Determine la ganancia directiva y directividad asociadas con las siguientes intensid 
radiación: 
a) U(0, p) = sen? 6, 0O<O0<TO0O< A < 27 
b) U(0, $) = 4 sen? 0 cos? p, 0O<0<T,0O< p< 7: 
c) U(O, p) = 10 cos? O sen? q/2, O0O<O0O<TO< p< 7/2 


En el vacío, una antena emite un campo 


0.2 cos? O 
= L e 


—jBr 
AR kV/m 


Egs 


en el campo lejano. Determine: a) la potencia radiada total, b) la ganancia directiva en 0 = | 


Deduzca E, en el campo lejano debido al arreglo de dos elementos que aparece en la 
ra 13.24. Suponga que los elementos de dipolo hertciano son alimentados en la misma í 
se con corriente uniforme /, COS wt. : 
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N 


Figura 13.24. Arreglo de dos elementos para 
el problema 13.25. 


13.26. Si los dos dipolos de que consta un arreglo directiva están separados por una longitud de 
onda y son alimentados por corrientes de igual magnitud y fase, 


a) Halle el factor de arreglo. 

b) Calcule los ángulos en los que ocurren los nulos del patrón. 

c) Determine los ángulos en los que ocurren los máximos del patrón. 
d) Trace el patrón de grupo en el plano que contiene a los elementos. 


13.27. Si los dos elementos de un arreglo son alimentados por corrientes fuera de fase en 180°, 
trace el patrón de grupo si los elementos están separados por a) d = A/4,b) d = A/2. 


13.28. Trace el patrón de grupo en el plano xz del arreglo de dos elementos de la figura 13.10 con 
a) d = À, œ = T/2 
b) d = àl4, œ = 371/4 
c) d = 3à/4,œ& = 0 

13.29. Un arreglo directivo de antenas consta de N dipolos hertcianos idénticos uniformemente 


dispuestos a lo largo del eje z y polarizados en la dirección de z. Si el espaciamiento entre 
ellos es A/4, trace el patrón de grupo cuando a) N=2,b) N = 4. 


13.30. Trace los patrones de grupo resultantes de los arreglos de cuatro elementos que aparecen 
en la figura 13.25. 


1/0 1/0. 1/0 1/0 Figura 13.25. Para el problema 13.30 
o o o o 
k— 1 —=>H— AR —>H— 1/12 ——>1 
(a) 
I/O 1/71/12 Ifa 1/371/2 


E RG ad — 
(b) 
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Respecto de una antena de cuadro de 10 vueltas y 15 cm de radio que opera a 10 O 
cule el área efectiva en 0 = 30°, œ = 90°. 


Una antena recibe una potencia de 2 uW de una estación de radio. Calcule su 
si se ubica en la zona lejana de la estación, donde E = 50 mV/m. 


a) Demuestre que la ecuación de transmisión de Friis puede expresarse como 


Pr _ Aer Aer 
Pe AR 


b) Dos antenas de dipolo de media onda operan a 100 MHz y están separadas | Eo SL 
una de ellas transmite 80 W, ¿cuánta potencia recibe la otra? 1 


La intensidad. de campo eléctrico que i cicle en un ls de media onda es de 3 
MHz. Calcule la potencia máxima recibida por la antena. Adopte 1.64 como directi 
dipolo. 

La antena de un satélite sincrónico en órbita transmite una potencia de 320 W. Si t 
ganancia de 40 dB a 15 GHz, calcule la potencia recibida por otra antena con una 
de 32 dB. a una distancia de 24567 km. ye 


La ganancia directiva de una antena es de 34 dB. Si emite 7.5 kW a una distancia de 
halle la densidad de potencia promedio temporal a esa distancia. 


Dos antenas idénticas en una cámara sorda están separadas 12 m y orientadas en fun: 
una máxima ganancia direccional. A una frecuencia de 5 GHz, la potencia recibida 
es 30 dB inferior a la transmitida por la otra. Calcule la ganancia de ambas en dB. 


¿Cuál es la máxima potencia que puede recibirse a una distancia de 1.5 km en el vac 
un circuito a 1.5 GHz compuesto por una antena transmisora con ganancia de 25 dB : 
antena receptora con ganancia de 30 dB? La potencia transmitida es de 200 W. 


Un radar de impulsos de:banda L con una antena transmisora y receptora común y gi 
cia directiva de 3500 opera a 1500 MHz y transmite 200 kW. Si el objeto se encuentra a 
km del radar y su sección transversal de dispersión es de 8 m?, halle 


a) La magnitud de la intensidad de campo eléctrico incidente del objeto. 
b) La magnitud de la intensidad de campo eléctrico dispersada en el radar. 
c) El monto de potencia absorbido por el objeto. 

d) La potencia que la antena absorbe de la onda dispersa. ` 


Una antena transmisora con una frecuencia portadora de 600 MHz produce 80 W de p 
tencia. Halle la potencia recibida por otra antena en el vacío a una distancia de 1 km. 
ponga que la ganancia de potencia de ambas antenas es igual a la unidad. 


Un radar monostático que opera a 6 GHz rastrea un objetivo de 0.8 m? a una distancia 
250 m. Si la ganancia es de 40 dB, calcule la potencia mínima transmitida para producir 
potencia de retorno de 2 uW. 


pon 
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13.42. Las antenas del sistema de radar bistático que aparece en la FADN 13. 26. se encuentran 
a ras de tierra y están separadas 4 km entre sí, mientras que el objetivo; de 2:4 -m?, se 
halla a una altura de 3 km. El sistema opera a 5 GHz. Con G mn de 36 dB y Ga de 20 dB, 
determine la potencia radiada mínima necesaria para obtener una potencia de retorno de 
8x 10 2 W. 


3 


o del Figura 13.26. Para el problema 13.42. 


3km 


Y 


Meco Es E] transmisora : A E 
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1 4 Temas actuales 


El futuro tiene varios nombres: para los débiles es lo imposible, para los creyente 
desconocido y para los osados y sagaces lo ideal. 


14.1. Introducción 


Aparte de la propagación de ondas, líneas de transmisión, guías de ondas y anten 
ten otras áreas de aplicación del electromagnetismo. Entre ellas están las microond 
terferencia y compatibilidad electromagnéticas, la fibra óptica, las comuni 
satelitales, el bioelectromagnetismo, la maquinaria eléctrica, la meteorología por 
detección remota. Por limitaciones de espacio, en este capítulo nos ocuparemos úni 
te de las tres primeras. Puesto que se trata de temas avanzados, sólo se hará un: 
sición introductoria de ellos. Nuestro estudio implicará la aplicación de conce 
circuitos aprendidos en cursos anteriores y de conceptos de electromagnetismo 
dos en los capítulos precedentes. 


14.2. Microondas 


Hasta la fecha existen tres medios para el transporte de miles de canales a largas 
cias: a) enlaces de microondas, b) cables coaxiales y c) fibra óptica, tecnología re l 
mente nueva de la que trataremos más adelante. 


su comportamiento sea más semejante al de los rayos de luz que al de las ondas de 1 
ordinarias. Probablemente el lector ya conoce aparatos de microondas como el LN : 
microondas, el cual opera a 2.4 GHz; la televisión por vía satélite, que opera a alred 
de 4 GHz, y el radar de vigilancia policiaca, el cual funciona a aproximadamente 22 ( 

Entre las características a las que las microondas deben su atractivo para las. 
nicaciones están su amplio ancho de banda disponible (la capacidad para la trans 
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de información) y sus propiedades direccionales de onda corta. Puesto que el ancho de 
banda disponible limita el monto de información que es posible transmitir, el espectro 
de las microondas brinda más canales de comunicación que las bandas de radio y tele- 
visión. Las comunicaciones por microondas se han extendido a causa de la demanda, 
siempre creciente, de asignación de canales. 

Un sistema de microondas' está normalmente integrado por un transmisor (el cual 
incluye un oscilador de microondas, guías de ondas y una antena transmisora) y un subsis- 
tema receptor (el que a su vez incluye una antena receptora, una línea de transmisión o 
guía de ondas, amplificadores de microondas y un receptor). Una red de microondas suele 
consistir en la interconexión de varios componentes y dispositivos de microondas. Existen 
diversos componentes de microondas, con sus variantes. Los más comunes son: 


* Cables coaxiales, líneas de transmisión para la interconexión de los demás compo- 
nentes. 
Resonadores, cavidades para el almacenamiento de ondas electromagnéticas. 
Secciones de guías de ondas, las cuales pueden ser rectas, curvas o en espiral. 

° Antenas, para la eficiente transmisión o recepción de ondas electromagnéticas. 

° Terminadores, los que, diseñados para absorber la potencia de entrada, actúan 
como primeros puertos. 

° Atenuadores, los que, diseñados para absorber parte de la energía electromagné- 
tica que pasa por ellos, reducen el nivel de potencia de la señal de microondas. 

° Acopladores direccionales, formados por dos guías de ondas y un mecanismo 
para el acoplamiento de señales entre ellas. 

> Aisladores, para que la energía fluya en una sola dirección. 

* Circuladores, diseñados para permitir la alimentación o extracción de energía en 
varios puntos de entrada/salida. r 

* Filtros, que suprimen señales indeseables, separan señales de diferentes frecuen- 
cias o hacen ambas cosas. 


El uso de las microondas se ha ampliado sustancialmente. Son ejemplo de ello las tele- 
comunicaciones, radioastronomía, topografía, radares, meteorología, televisión de UHF, 
enlaces terrestres de microondas, aparatos transistorizados, calefacción, medicina y siste- 
mas de identificación. A continuación se describirán sólo tres de estos casos. 


1. Telecomunicaciones. La transmisión de información analógica o digital de un pun- 
to a otro es la principal aplicación de las frecuencias de microondas. Éstas se propagan a lo 
largo de una línea recta como un rayo de luz y no sufren deformaciones en la ionosfera 
como las señales de menor frecuencia, lo cual hace posible la existencia de satélites de co- 
municación. Un satélite de comunicación es, en esencia, una estación de relevo de microon- 
das para el enlace de dos o más transmisores y receptores terrestres. Recibe señales a una 
frecuencia, las repite o amplifica y las transmite a otra frecuencia. En la figura 14.1 se pre- 
sentan dos modos usuales de operación de la comunicación por satélite. En la figura 14.1(a) 


1 Para un estudio completo de las microondas, véase D. M. Pozar, Microwave Engineering, 2a. ed., 
John Wiley, Nueva York, 1998. 
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| 
| 


Múltiples receptores : Múltiples receptores 
Transmisor 


(b) Enlace de transmisión por satélite de microondas 


Figura 14.1. Configuraciones de comunicaciones satelitales. Fuente: W. Stallings, 
Data and Computer Communications, Prentice-Hall, Sa. ed., Upper Saddle River, 
NJ, 1977, p. 90. 
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el satélite proporciona un enlace punto a punto, mientras que en la figura 14.1(b) estable- ` 
ce múltiples enlaces entre un transmisor terrestre y varios receptores también terrestres. 

2. Sistemas de radar. Los sistemas de radar fueron el motivo más importante del 
desarrollo de la tecnología de microondas, dada la obtención de mayor resolución en ins- 
trumentos de radar a más altas frecuencias. Sólo la región de microondas del espectro 
podía brindar la resolución requerida con antenas de tamaño razonable. La capacidad de 
las microondas para concentrar nítidamente una onda radiada explica su utilidad en 
esta aplicación. Además de servir para detectar aviones, guiar misiles supersónicos, observar 
y rastrear patrones climáticos y controlar el tráfico aéreo en aeropuertos, también se usan 
radares en alarmas contra robo, mecanismos para la apertura de puertas de cocheras y 
detectores de velocidad de la policía. 

3. Calefacción. La energía de las microondas es más fácil de dirigir, controlar y con- 
centrar que la de ondas electromagnéticas de menor frecuencia. Asimismo, a frecuencias de 
microondas ocurren varias resonancias atómicas y moleculares, lo que ha generado áreas 
de aplicación en ciencias básicas, detección remota y métodos de calefacción. Las propie- 
dades calefactoras de la energía de las microondas son útiles en numerosas aplicaciones in- 
dustriales y comerciales, entre las que destaca el horno de microondas, representado en la 
figura 14.2. Al oscilar el magnetrón, de las cavidades resonantes se extrae energía de mi- 
croondas. La reflexión de las paredes estacionarias y el movimiento del ventilador inducen 
la distribución de esa energía, lo que acelera y uniforma el proceso de cocción. Además de 
utilizarse en la cocina, las propiedades calefactoras de las microondas también se emplean 
en la diatermia física y en la deshidratación de papas fritas, papel, telas, etcétera. 


Un circuito de microondas consta de componentes como fuentes, líneas de transmi- 
sión, guías de ondas, atenuadores, resonadores, circuladores y filtros. Una manera de ana- 
lizar tal circuito consiste en relacionar las variables de entrada y salida de cada 
componente. Aunque para relacionar esas variables pueden usarse diversos conjuntos de 
parámetros, en el análisis de circuitos de microondas suelen emplearse los parámetros S, 
dada la imprecisión a altas frecuencias del voltaje y la corriente. Los parámetros de dis- 
persión O parámetros S se definen en términos de variables de ondas, de más fácil medi- 
ción a frecuencias de microondas que el voltaje y la corriente. 


Ventilador Guía de ondas 


Válvula del 
magnetrón 


Cavidad 
metálica 


Fuente de potencia 


Figura 14.2. Horno de microondas. Fuente: N. Schlager (ed.), How Products are Made, Gale 
Research Inc., Detroit, MI, 1994, p. 289. 


642 


E TEMAS ACTUALES 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Considérese la red de dos puertos que se presenta en la figura 14.3. LaS 
les se relacionan con los parámetros de dispersión de acuerdo con ; E 


bı = S1181 + Sy2a, 
b2 = S2141 + S2242 


[5] a [Es >] Ed 
ba Sa S22 a 


o, en forma matricial, 


flexión. Si la red es recíproca, tendrá las mismas características de transmisión 
quier dirección; es decir, 


Si = Sa 
Si la red es simétrica, entonces 
Si = S2 


Si = S2 = 0 


El coeficiente de reflexión de entrada puede expresarse en términos de los pa 
tros S y la carga Z, como 


Dik- S28 E 
a aka sr, 


donde 


Figura 14.3. Red de dos puertos. 
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De igual manera, el coeficiente de reflexión de salida (con V, = 0) puede expresarse en 
términos de la impedancia del generador Z, y los parámetros S como 


ba ; SST, i E 
Tr, == = S2 Fa C + - 14.8 
e= aln RF F E Saiyo ii 
donde - 
eei A + 
E 3 14.9 
E AZ (14.9) 


Los siguientes parámetros S corresponden aun transistor de microondas que opera a 2.5 
GHz: Sı, = 0.85/—30%, S12 = O. 07/56", Sa = 1. 68/120", Si = = 0.85 40". Determine el 
coeficiente de reflexión de EnaA cuando Z, = Z, = Ja ae À 


Solución: 

A partir de la ecuación (14.7), ral Bite qe 
A A 
To= ZŁ: + Zo e 


iaa tamu? 


Por tanto, la apiganión g de lo ecuación as. 6) resulta en 


Too 
y2 Z -— 


e pel Yy D f prir : = Sn = 0.85, 30% a ó 


2 IO O El S Bo 5 riB 1113 
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14.3. Interferencia y compatibilidad electromagnéticas: 


Todo dispositivo electrónico es fuente de campos electromagnéticos ra 
emisiones radiadas: Estas emisiones suelen ser un subproducto accidental 
dispositivo. ; 


El ambiente electromagnético es resultado de mecanismos como estacion: 
de radio y televisión, radares e instrumentos de navegación, los cuales 
electromagnética al operar. Cualquier dispositivo electrónico es suscepti 
influencia se percibe en todas partes. Entre sus efectos están los “fantasm 
ción de imágenes de televisión, la interferencia de sistemas de radio de 
policiales y de transitorios:de líneas de energía con computadoras personal 
oscilación de un circuito de radio receptor o transmisor. j 


La CE? se consigue cuando dispositivos electrónicos coexisten en armonía y 
funciona de acuerdo con el propósito para el que se le fabricó, en presencia 
de los demás. La IE es'el problema —aparición de voltajes 'o corrientes indesea 
influyen en el rendimiento de un aparato— y la CE la solución. El objetivo de 
rantizar la afinidad de sistemas o subsistemas, lo que se obtiene con la aplicaci 
nicas de diseño probadas. 

La CE es un área en expansión a causa de la creciente densidad de circuitos 
cos en los modernos sistemas de computación, comunicación, control, etc. Pero a 
interesar a ingenieros eléctricos y en computación, también incumbe a los inge ni 
mécanica automotriz. La progresiva aplicación de sistemas electrónicos en auto 
para elevar la eficiencia en el uso de combustible, reducir la emisión de con 
tes, garantizar la seguridad y brindar asistencia al conductor ha vuelto urgente la 
lidad en la operación normal. A continuación se expondrán las fuentes y cara 
la TE, para después examinar las técnicas con las que se le controla. 


A. Fuentes y características de la IE 


j 
Clasifiquemos primeramente las causas de la TE, lo que facilitará la determinación <í 
dios de control. Como ya se mencionó, cualquier dispositivo electrónico puede ser 
de TE, aunque tal no sea la intención del diseñador. La IE puede ser causada 


2 Para un estudio completo de las microondas, véase D. M. Pozar, Microwave Engineering, 
John Wiley, Nueva York, 1998. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
14.3. INTERFERENCIA Y COMPATIBILIDAD ELECTROMAGNÉTICAS Mi. 645 


Enlace de relevo 
de microondas 


Telecomunicaciones 


pide 


E = Emisores de interferencia 
S = Susceptores de interferencia 


Figura 14.4. Casos comunes de problemas intersistemas de IE. Fuente: JN. Violette el al., 
Electromagnetic Compatibility Handbook, Van Nostrand Reinhold; Nueva York, 1987, p. 4. 


fuera de un sistema, y representar por tanto un problema intrasistema o intersistemas. En 
la figura 14.4 se ilustran problemas intersistemas de IE. Por lo común se llama emisor a la 
fuente y susceptor al dispositivo afectado. En las tablas 14.1 y 14.2 se refieren a su vez cau- 
sas habituales de problemas intra e intersistemas. Unos y otros pueden controlarse general- 
mente si el ingeniero creador del sistema sigue ciertas pautas y técnicas de diseño. En el 
caso de problemas intrasistema, por ejemplo, es posible aplicar medidas de conexión a 
tierra e interconexión, blindaje de circuitos y dispositivos y filtración. 


Ey 


Tabla 14.1. Causas de IE intrasistema. 


' Emisores Susceptores 

Fuentes de potencia Relevadores 

Transmisores de radar Receptores de radar | 
Transmisores móviles de radio Receptores móviles de radio 
Luces fluorescentes Pertrechos 3 


Sistemas de encendido de autos Receptores de radio de autos 
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no ha fijado límites a las emisiones radiadas y conducidas de dispositivos electrónicos co- 
mo máquinas de escribir, calculadoras, televisores, impresoras, módems y computadoras 
personales. La comercialización en Estados Unidos de un aparato electrónico supone 
la previa verificación de que sus emisiones radiadas y conducidas no excedan los límites im- 
puestos por la FCC. Así, en el diseño de los dispositivos electrónicos que actualmente se fa- 
brican en ese país es prácticamente forzoso incorporar los principios de la CE, pues de lo 
contrario es muy poco probable que tales aparatos resulten aprobados en esa inspección. 


B. Técnicas de control de la IE 


Los tres medios de uso más frecuente en el proceso de diseño para controlar o suprimir 
la IE son la conexión a tierra, el blindaje y la filtración. Aunque cada una de estas téc- 
nicas interviene de distinta manera en el diseño de un sistema, la adecuada conexión a 
tierra puede minimizar la necesidad de blindaje y filtración, y el blindaje apropiado la ne- 
cesidad de filtración. Las abordaremos por ese motivo en el orden citado. 


CONEXIÓN A TIERRA 


La conexión a tierra es el establecimiento de una trayectoria de conducción eléctrica en- 
tre dos puntos para la conexión de los elementos eléctricos y electrónicos de un sistema, 
ya sea entre sí o con un punto de referencia, al que puede llamarse tierra. Un plano a tie- 
rra ideal sería un cuerpo con cero potencial y cero impedancia que sirva como referencia 
a todas las señales de un sistema de circuitos asociados y al cual sea posible transferir 
cualquier corriente indeseable a fin de eliminar sus efectos. 

El propósito de la tierra flotante es el aislamiento eléctrico de circuitos o equipo res- 
pecto de un plano a tierra común. Sin embargo, esta técnica de conexión a tierra puede 
entrañar riesgos. La conexión a tierra en un solo punto minimiza los efectos de corrientes a 
tierra en grandes instalaciones, mientras que la de múltiples puntos minimiza la longitud 
de los conductores a tierra. El plano a tierra podría ser un alambre a todo lo largo del sis- 
tema o un cuerpo conductor de tamaño considerable. 

La interconexión es el establecimiento de una trayectoria de baja impedancia entre 
dos superficies metálicas. La conexión a tierra es un concepto de circuitos, y la intercone- 
xión su aplicación física. El propósito de ésta es volver homogénea una estructura en lo 
que se refiere al flujo de corrientes eléctricas, para evitar el desarrollo de potenciales entre 
las partes metálicas, los que pueden resultar en IE. La interconexión brinda protección 
contra choques eléctricos, trayectorias de retorno de corriente en circuitos eléctricos 
y conexiones con planos a tierra para antenas y minimiza de igual forma la diferencia de po- 
tencial entre dispositivos. Permite la conducción de grandes montos de corriente de fuga. 

Hay dos tipos de interconexión: directa e indirecta. La interconexión directa supone 
el contacto de metal con metal entre los elementos conectados, mientras que la indirecta 
lo efectúa mediante puentes conductores. 

La resistencia en corriente directa R¿¿ de una interconexión suele indicar la calidad 
de ésta. Tal resistencia está dada por 


Ra=—= (14.10) 
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donde £ es la longitud de la interconexión, ø su conductividad y S el área d 
transversal. Al incrementarse la frecuencia aumenta también la resistenci: 
conexión, a causa del efecto pelicular. Así, la resistencia en corriente al 
dada por : 


donde w es la anchura de la interconexión y 3 la profundidad pelicular. 
La efectividad de interconexión puede expresarse como la diferencia (en 
los voltajes inducidos en un equipo con interconexión y sin ella. T 


BLINDAJE 


El propósito del blindaje es confinar la energía radiada a una región específi 
que entre en una región específica. Los blindajes pueden adoptar la forma 
compartimientos o de cables y conectores. É 

El blindaje puede ser sólido, no sólido (pantallas, por ejemplo) y trenza 
estila en cables. En todos los casos se caracteriza por su efectividad de blinda; 
cual se define como 


densidad de potencia incidente 


EB=101 TSE 
9810 densidad de potencia transmitida 


donde la densidad de potencia incidente es la densidad de potencia en un 
medición antes de la instalación de un blindaje y la densidad de potencia tran 
registrada en el mismo punto después. de la instalación. En términos de in 
campo, la efectividad de blindaje también puede definirse como la razón del ca 
mitido E, impregnado al campo incidente E,. Así, EB está dada por 


E, 
EB = 20 logio E, 

En el caso de campos magnéticos, 
H; 
EB = 20 logio H, 


Por ejemplo, una lámina de aluminio (material con o = 3.5 xX 107 S/m, £ = £o, M 
de 0.01 mm de grosor tiene a 100 MHz una EB de 100 dB. Así, un gabinete de 
para computadora, de mucho mayor grosor, se considera un blindaje muy efi 
protege los circuitos internos contra campos externos tanto como impide 
ción de tales circuitos al exterior. En estas condiciones, la emisión radiada de un 
ma de computación es producida por aberturas en el gabinete como grietas, O 

de unidades de disco, etc., y por cables externos como los de toma de corriente y 1 
los dispositivos. 


Fibra 
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FILTRACIÓN 


Un filtro eléctrico es una red de resistores, inductores y condensadores constantes, agru- 
pados o distribuidos, con escasa oposición a ciertas frecuencias al tiempo que bloquean 
el paso de otras, lo que reduce sustancialmente la interferencia conducida. 

La característica peculiar de un filtro es la pérdida de inserción (PI) como función de 
la frecuencia. La PI se define como 


i vV 
PI = 20 10810 7, (14.15) 
6-4 


donde V; es el voltaje de salida de una fuente de señales con filtro en el circuito y V, el 
voltaje de salida de la fuente de señales sin el filtro. Los filtros de paso angosto son de 
uso común para efectos de CE. Su pérdida de inserción está dada por 


PI = 10 logio (1 + F?) dB (14.16) 


donde 


TIRE; para filtro capacitivo 


AT EF TÍfLIR, para filtro inductivo 


(14.17) 


y fes la frecuencia. 


óptica 


A mediados de la década de 1970 se admitió que la tecnología de cobre sería inadecua- 
da para las futuras redes de comunicación. En vista de ello, la industria de las telecomu- 
nicaciones invirtió intensivamente en la investigación que derivó en la fibra óptica, 
atractiva opción a líneas de transmisión alámbricas como las de cables de par trenzado y 
coaxial. La fibra Óptica? tiene las siguientes ventajas sobre el cobre: 


+ Ancho de banda. Posee muy alta capacidad para portar información. Permite la 
transmisión de bits en serie, lo que reduce considerablemente el tamaño, costo y 
complejidad de los equipos. 

e Atenuación. Ésta es tan escasa que la fibra Óptica puede cubrir largas distancias sin 
necesidad de repetidores. E 

ə Susceptibilidad a perturbaciones. Ni emite ni es vulnerable a la interferencia elec- 
tromagnética. Su inmunidad a ésta se debe a que carece de partes metálicas, lo que 
la exime de corrientes de conducción. 


3 Existen excelentes libros sobre la fibra óptica. Véase, por ejemplo, S.L. W. Meardon, The Elements 
of Fiber Optics, Regents/Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1993. i 
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e Seguridad. Dificulta la intercepción dolosa, porque al realizar derivaci 
rrumpe casi infaltablemente la comunicación. 
e Costo. Su cósto se ha reducido drásticamente en los últimos años, y se 
diendo. Lo mismo ha ocurrido con el de ==> asociados como tr 
res y receptores ópticos. , 


Estas impresionantes ventajas sobre medios eléctricos explican la reciente a 
de la fibra óptica como medio de transmisión. En sistemas de comunicación, i 
tación, redes de televisión por cable, automatización industrial y sistemas di 


una fibra Óptica consta de tres secciones cilíndricas concéntricas: núcleo, reves timi 
y forro. El núcleo se compone de uno o más hilos delgados de vidrio o plástico. 
miento es la capa de cristal o plástico que rodea al núcleo, el cual puede ser de ín 
lonado o gradual. En el primer caso, el índice de refracción del núcleo es 
pero sufre un cambio abrupto en la interfaz núcleo-revestimiento, mientras qu 
segundo varía con la distancia radial desde el centro de la fibra. El forro ciñe une 
recubierta o un haz de ellas. Es de plástico u otros materiales y protege contra h 
doblez, etcétera. 

Al introducirse en el núcleo, un rayo de luz se reflejará internamente al inci 
medio más denso y si el ángulo de incidencia es mayor de cierto valor crítico. 
flejado así hacia el medio original y el proceso se repetirá en el recorrido de la 1 
núcleo. Este tipo de propagación es multimodal, con referencia a la variedad de. 
de reflexión, como se ilustra en la figura 14.7. Esto provoca que la señal se disemi 
desacompasadamente y limita el índice de recepción precisa de los datos. La reducci 


Forro 


Núcleo Revestimiento 


Ángulo de 


Ángulo de 
reflexión 


: incidencia 
La luz en ángulo menor 
que el ángulo crítico 
es absorbida por el forro 


Figura 14.6. Fibra óptica. 
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_Forro absorbente 


Figura 14.7. Modos de transmisión por fibra óptica. Fuente: W. Stallings, 
Local and Metropolitan Area Networks, 4a. ed., Macmillan, Nueva York, 
1993, p. 85. ES 
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del radio del núcleo produce en cambio un modo de propagación uniforme 
la distorsión. 

Un sistema de fibra Óptica es similar a un sistema de transmisión convence; 
se Observa en la figura 14.8, está integrado por un transmisor, un medio de: 
un receptor. El transmisor acepta señales eléctricas de entrada en forma analós; 
gital y las convierte en señales Ópticas, que irradia modulando la salida de una 
luz (usualmente un diodo emisor de luz [light-emitting diode, LED] o rayo lási 
te el recurso de variar su intensidad. La señal óptica se transmite por fibra cel 
ceptor, donde un fotodiodo la reconvierte en eléctrica. 


tura numérica (AN), atenuación y dispersión de la fibra. Atenuación y Eio Ő) 
sionan la señal : a su paso por aquélla. 


ABERTURA NUMÉRICA 


Éste es el parámetro más importante de una fibra Óptica. El valor de AN está dete 
do por el índice de refracción del núcleo y el revestimiento. Por definición, e 
refracción z de un medio es 


ES velocidad de la luz en el vacío 
velocidad de la luz en el medio 


1 
_ € _ MMoto 
Un E 
A 


Puesto que Hia == Mo en la mayoría de los casos prácticos, 


e E 
1 E. 


lo que revela que el índice de refracción es en esencia la raíz cuadrada de la consta 
léctrica. Téngase presente que s, puede ser compleja, como se explicó en el capítulo 10. 4 
relación a materiales comunes, n = 1 en aire,n = 1.33 en agua y n = 1.5 en vidrio. 
Cuando un rayo de luz se propaga del medio 1 al medio 2, debe satisfacerse- 
Snell, 


n sen 0, = m sen 0 


Convertidor 


Cable de fibra ópti i 
J l | l de señales calas Jeinas Sonena de 
- eléctricas picea 
Entrada de en ópticas Medio de en eléctricas Salida de 
datos eléctricos transmisión datos eléctricos 
Fuente de luz Detector de luz 


Figura 14.8. Sistema común de fibra óptica. 
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donde 6, es el ángulo incidente en el medio 1 y 0, el ángulo de transmisión en el medio ; 
2. La reflexión total ocurre cuando 0, = 90°, lo que resulta en 


i m ; 
0, = 6. = sen == (14.21) 


donde 6, es el ángulo crítico para la reflexión interna total. La ecuación (14.21) sólo es 
válida si n, > n, ya que el valor de sen 6, debe ser menor que o igual a 1. 

Otra manera de analizar la capacidad de conducción de luz de una fibra consiste en 
medir el ángulo de aceptancia 0,, el máximo ángulo en el cual los rayos de luz que entran 
en la fibra serán atrapados por el núcleo de ésta. Sabemos que el ángulo máximo ocurre 
cuando 0, es el ángulo crítico, lo que satisface la condición de reflexión interna total. Así, 
respecto de una fibra de índice escalonado, 


(14.22) 


donde 7, es el índice de refracción del núcleo y 7, el del revestimiento, como se muestra 
en la figura 14.9. En virtud de que el núcleo suele ser de sílice, 1, = 1.48. Los valores más 
frecuentes de AN fluctúan de 0.19 a 0.25. Cuanto mayor sea este valor, mayor será la 
energía Óptica que la fibra puede tomar de la fuente. 

Cuando una fibra puede tolerar numerosos modos se llama fibramultimodal de ín- 
dice escalonado. El volumen de modos V está dado por: y 


v-= iv (14.23) 


donde d es el diámetro del núcleo de la fibra y A la longitud de onda de la fuente Óptica. 
Con base en la ecuación (14.23), el número N de modos que se propagan por una fibra 
de índice escalonado puede estimarse como 


ds ; 
N = r (14.24) 
n, Revestimiento z C 


Núcleo 


Figura 14.9. Abertura numérica y ángulo de aceptancia. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
654 Mi Temas ACTUALES 


ATENUACIÓN - y 


Como se explicó en el capítulo 10, la atenuación es la reducción de poten: 
óptica en este caso. La atenuación de la potencia en una fibra Óptica (o pé 
bra) está regida por 


do con 
P(E) = P(O)e eE 


La atenuación a: se expresa habitualmente en dB/km y la longitud £ de la fibra 
este caso, la ecuación (14.26) se convierte en 


Así, la potencia de la luz se reduce a: decibeles por kilómetro al propagarse por la f 
La ecuación (14.27) puede expresarse como 


PL). = P(O) - 10720 
Cuando € = 100 km, 


POJ _ Eora para cable coaxial 
P(£) 10 para fibra 


lo que indica que la pérdida de potencia en el cable coaxial es mucho mayor gug l 
ocurre en la fibra. 


DISPERSIÓN 


Ésta es la diseminación de impulsos de luz al propagarse por la fibra, lo que prov: 
se empalmen con periodos. Si la dispersión excede de cierto límite, puede confun 


de 80 um y 1.62, respectivamente, y su abertura numérica es de 0.21, calcule: a) el 
lo de aceptancia, b) el índice de refracción que la fibra puede propagar con una lo: 
de onda de 0.8 um, c) el número de modos que puede propagar con esa misma long 
tud de onda. 
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Solución: 
a) Puesto que sen 0, = AN = 0.21, entonces 

0; = sen 10.21 =:12.127 
b) De AN = V — n3, se obtiene 


m = Ve — AN? = V1.62? — 0.21? = 1.606 
c) 


md amd AN 
Mid a a Y 


m(80 x 1076) x 0.21 
OE ON 


= 2176 modos 


= 655 


Impulsos de luz se propagan por un cable de fibra con atenuación de 0.25 dB/km. Deter- 
mine la distancia a través de la cual la potencia de los impulsos se reduce 40%. 


Solución: 
El hecho de que la potencia se reduzca 40% significa que 


PU) _ ma 
PO) = 1 0.4 = 0.6 
En consecuencia, 
_ 10 P(0) 
e£= En logio P( €) 
10 1 


0.25 1921 5.6 
= 8.874 km 
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propagan a lo largo de una línea recta, a la manera de los rayos lumin 

tanto, pueden ser fácilmente concentradas por antenas en una direcció 

en radares, conducción, navegación y calefacción. 

2. La compatibilidad electromagnética (CE) es la capacidad de dispositivos 
cos y electrónicos para operar en su medio electromagnético sin sufan ni 
degradaciones inaceptables como resultado de IE. 

3. La interferencia electromagnética (IE) es la falta de CE. Puede suprin 
diante conexión a tierra, blindaje y filtración. 

4. Una fibra óptica es una estructura dieléctrica de guía de ondas que oper: 
cuencias ópticas y consta de una región nuclear y una región de revestimi 

5. Las ventajas de la fibra óptica sobre el alambre de cobre son: 1. gran anı 

banda, 2. baja atenuación, 3. inmunidad a TE, 4. seguridad y 5. bajo costo) 


Preguntas de repaso 


14.1. Las microondas poseen larga longitud de onda. 


a) Cierto. 

busiarobd 

14.2. 
BS153 4] 

aj 1 E 55 sb À 
b) 10 mm i 7 
c) 10 cm cala Dmg A 
J Ima Sup 


14.3. ¿Cuál de las siguientes no es fuente de IE? 


a) Fibra óptica. 

b) Computadora personal. 
c) Radar policial. 

d) Avión. j 

e) Lámpara fluorescente. 


14.4. 


14.5. 


14.6. 


14.7. 


14.8. 


14.9. 
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La fibra Óptica es e - dison OL.41 


a) Una línea de transmisión. 


b) Una guía de ondas. 
c) Ambas cosas. 


A diferencia del cable coaxial y de par trenzado, la fibra Óptica es inmune a 


a) Transmisión a alta frecuencia. 

b) Atenuación de señal. 

c) Pérdida de potencia. , == ; 
d) Interferencia electromagnética. i e «ani 


Usted es consultor y se le ha solicitado diseñar la red de un auditorio. Sin problemas de ve- 
locidad ni costo, el único reparo es la interferencia de una estación de radio cercana. ¿Cuál 
de los medios siguientes sería el más apropiado para implementar la red? 


a) Microondas. 
b) Cable coaxial. 
c) Fibra óptica. 
d) Radio. 


Las aplicaciones de fibra Óptica incluyen 


a) Cable submarino. 
b) Telecomunicación de larga distancia. 


-:c) Transmisión de datos a alta velocidad. bb 


d) Instrumentación médica. 
e) Todas las anteriores. 


Los rayos de luz están confinados dentro de una fibra óptica simple por medio de 


a) Reflexión interna total en la cara externa del revestimiento. 
b) Reflexión interna total en la interfaz núcleo-revestimiento. 
c) Reflexión en el forro de la fibra. 

d) Refracción. 

e) Defracción. 


Si el índice de refracción del núcleo de una fibra Óptica es de 1.45 y el de su revestimiento 
de 1.42, la abertura numérica de la fibra es de i 


a) 0.12 


b) 0.18 


c) 0.29 
d) 0.38 
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14.10. Un cable de fibra Óptica de 20 km de largo tiene una potenciade sa 


Respuestas: 14.1b,14.2c, 14.3a, 14.4b, 14.5d, 14.6c, 14.7e, 14.8b, 14.9c, 14.104. 


Problemas y ma 


14.2. 


14.3. 


14.4. 
14.5. 


14.6. 


*14.7. 


14.8. 


14.9. 


id} 24 W . BENS EFE 
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pérdida de la fibra es de 0.48 dB/km, ¿cuál es su potencia de entrada? 
j r tS 

a) 52 uW 

b) 19 uW 

c) T UN 


Explique brevemente algunas aplicaciones de microondas diferentes de las ref > 


Un útil conjunto de parámetros, conocidos como parámetros de transferenci 
se relacionan con las ondas incidente y reflejada de acuerdo con IAE 


[E] X [ES pa] [+] 
bi Toa To a 


a) Exprese los parámetros T en términos de los parámetros S. 


b) Halle 7 cuando 
0.2 0.4 
s= j s 


Los parámetros S de una red de dos puertos son: 

Sıı = 0.33 — j0.16, S12 = S21 = 0.56, S22 = 0.44 — j0.62 
Halle los coeficiente de reflexión de entrada y salida cuando Z; = Z, = 50 Q y Z, = 
¿Por qué componentes regulares agrupados de circuitos como resistores, inductor 
densadores no pueden ser utilizados a frecuencias de microondas? 


En el vacío, una señal de microondas tiene una frecuencia de 8.4 GHz. Calcule la lo; 
de onda de la señal. 


$ Una descarga electrostática (DE) puede modelarse como una capacitancia de 125 pF c: 
da a 1500 V y que descarga a través de un resistor de 2 km. Obtenga la forma de onda de 
corriente. , 


La pérdida de inserción de un circuito con filtro puede calcularse en términos de sus pa 
tros A, B, C y D al terminar en Z, y Z}, como se muestra en la figura 14.10. Demuestre qu 


AZ, + B + CZ¿Z ¿+ DZ; 
Zot Zs 


Si el alto y ancho de la sección transversal rectangular de una varilla de plata son de 0. 
1.2 cm, respectivamente, halle: 


PI = 20 logio 


a) La resistencia en corriente directa por 1 km del conductor. 
b) La resistencia en corriente alterna por 1 km del conductor a 6 MHz. 


La velocidad de la luz en un medio dado se mide como 2.1 X 10° m/s. Halle el índice de re 
fracción. 
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Figura 14.10. Para el problema 14.7. 


14.10. ¿Qué utilidad ofrece la fibra óptica en el aislamiento contra la IEXYDINDOY 


14.11. El núcleo de una fibra de vidrio tiene un diámetro de 50, am y un Índice de refracción de 
s "1.62, mientras gue el índice de refracción del revestimiento es. de 1. 604: ¿Si en esa fibra se em- 
“ plea Tuz. con una longitud | de oana de 1300 mn, halle: 
3 SIIRI 33qob: p 
a) La abertura, numérica. 
b) El ángulo de aceptación. 


Cc) Elnúmero de todos de transmisión. BIB r 93 
SD 51906?!: Sup Ls , 
14.12. Una fibra óptica con sadio de:2:5 ¡um e índice de refracción de 1. 45 tiene aire como revesti- 
miento. Si es iluminada por un rayo de 1.3 ym de luz, determine: 


002 


37 pasasbre 


> yz J ani OLTI 1 ti 


À Bli AN 4 
c) Una estimación de. cuántos modos puede propagar. > 


14.13. Una fibra óptica con atenuación de 0.4 dBm tiene 5 km de largo, n, = 1.53,n, = 1.45 y diá- 
; metro de 50 „m. Halle: 
a) El ángulo máximo en él cual rayos ae luz anars 'en la fibra ys serán atrapados. 
b) El aliens do de la: pios de entrada recibida. 


14.14. Un diodo de rayo láser es capaz de acoplar 10 mW en-úna fibra con atenuación de 0.5 
3 i: dB/km-Si la fibra es de 850 m de largo, calcule la oem recibida en su extremo final. 

; 14.15. La atoman œo del capítulo 10 está Sa io en Npn; mientras. que la atenuación @Œ;4 
de este capítulo lo está en dB/km. ¿Cuáles la relación entra ambas? . 


14.16.. Un sistema de ondas luminosas se, sirve de un enlace de fibra de 30 ES con una pérdida de 
0.4 dB/km. Si el sistema precisa de al menos 0.2 mW en el receptor, calcule la potencia mí- 
nima que debe ser transmitida por la fibra. 


14.17. a) Explique las ventajas derivadas del uso de cable de fibra óptica. 
b) ¿Qué es la dispersión de impulsos? 
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15 Métodos numéricos 


La fórmula de la ignorancia es conformarse con los juicios y conocimientos rf 


SELBERT 
VA 


5.1. Introducción regie 15 ; f arto uO, CLA 


En los capítulos anteriores se estudiaron varias técnicas para resolver problem 
tromagnetismo y obtener soluciones en forma cerrada. Una solución en forma c 
aquella que adopta la forma de una ecuación algebraica explícita, en la cual 
sustituir los valores de los parámetros del problema: Algúnas de esas solucione 
cas se obtuvieron suponiendo situaciones ideales. Al deducir la fórmula para calcular taa 
pacitancia de un capacitor (o condensador) de placas paralelas, por ejemplo, 
supuesto que el efecto de borde era insignificante y que la distancia de separa 
las placas era muy:reducida en comparación con el.|ancho y largo.de éstas. E 
manera, nuestra aplicación de la ecuación de Laplace en el capítulo 6 se restrin 
blemas con límites coincidentes con superficies coordenadas. Las soluciones 
tienen la ventaja inherente de ser exactas. Asimismo, es fácil observar su com: 
to cuando los parámetros de los problemas varían. No obstante, sólo los prob 
configuración simple toleran soluciones analíticas... "  ' y 
Cuando la complejidad de las fórmulas teóricas vuelve casi imposible la s 
analítica, se recurre a métodos no analíticos: 1. métodos gráficos, 2. experim 
3. analógicos y 4. numéricos. Los tres primeros grupos se utilizan en pocos probl 
En cambio, los métodos numéricos han cobrado importancia y atractivo con lá aric 
de las veloces computadoras digitales. Las tres técnicas numéricas simples de emp 
común en electromagnetismo son: 1. el método de momentos, 2. el método de 
rencias finitas y 3. el método del elemento finito. La mayor parte de los problem 
tromagnéticos implican ecuaciones diferenciales parciales.o ecuaciones integral 
lo general, las ecuaciones diferenciales parciales se resuelven con el método de las difé 
cias finitas o del elemento finito, mientras que las ecuaciones integrales se resuelven | 
el método de momentos: Aunque los métodos numéricos ofrecen soluciones apro: 
das, éstas son suficientemente precisas para los fines de la ingeniería. No se debe ten 
la impresión de que las técnicas analíticas son obsoletas a causa de los métodos numi 
ricos; más bien se complementan. Como se observará más adelante, todos los méto 
numéricos suponen una simplificación analítica que facilita su aplicación. 
El código de Matlab elaborado para implementar en computadora los conceptos 
dos en este capítulo ha sido simplificado y se explica por sí solo. Su notación coincide c 


21) 


OVU d 
A .obsH 
9 30258211 
pp sida 


g 


f 
Es 
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del texto en la mayor medida posible, y se define cuando es necesario. La codificación que se 
propone aquí no es la única factible; un programa de computación puede escribirse de varias 
maneras. Por tanto, el usuario puede modificarla de acuerdo con sus objetivos. 


2. Trazado de campos 


En la sección 4.9 usamos líneas de campos y superficies equipotenciales para representar 
un campo electrostático. Sin embargo, las representaciones gráficas de la figura 4.21, re- 
lativa a campos electrostáticos, y las figuras 7.8(b) y 7.16, relativas a su vez a campos mag- 
netostáticos, son simples e insustanciales y de carácter cualitativo. Distribuciones de 
carga más complicadas hacen necesarias ilustraciones más precisas. En esta sección se 
presentará una técnica numérica que puede convertirse en un programa de computación 
interactivo. Esta técnica genera puntos de datos para líneas de campos eléctricos y líneas 
equipotenciales para configuraciones arbitrarias de fuentes de puntos. 

Líneas de campos eléctricos y líneas equipotenciales referentes a fuentes de puntos 
coplanares pueden trazarse con programas simples. En el caso de N cargas puntuales 
localizadas en los vectores de posición r}, Fū, . . -, ry, la intensidad de campo eléctrico E y 
el potencial V en el vector de posición r están dados respectivamente por 


Y. Qu (r:— rz) 


E = A A 3 
= 4re |r — rel? CaN 
y as A 
ae Ams: |r — rgl 7 aaa 
Si las cargas se encuentran en el mismo plano (z = constante), las ecuaciones (15.1) y 


(15.2) se convierten en 


N Orl = JA, + (Y — Fea] 


ba Enel lama a ewy Tre (5:3) 
ya p: (15.4) 


LARA O AT? 
Para trazar las líneas del campo eléctrico se siguen estos pasos: 


1. Se selecciona un punto de partida en la línea del campo. 

2. Se calculan E, y E, en ese punto mediante la ecuación (15.3). 

3. Se avanza una corta distancia a lo largo de la línea del campo hacia un nuevo pun- 
to en el plano. Como se observa en la figura 15.1, un movimiento A£ a lo largo de 
la línea del campo corresponde a movimientos Ax y Ay a lo largo de las direccio- 
nes x y y, respectivamente. De esa figura se desprende que 


Ax E, a E, 
ABE n HR EZ 
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Figura ASE Cona cor png ill en una línea de 


y 52030 
] campo... 


' Línea. de campo. 


' A TETT 


Punto nuevo 


SÞ ƏD 23187 G cil MƏ DAFIS HPS anl 385 TAO: Ez 
Jonis 3 þr e , LE amoi sia m 
ƏD 2ñ1 c aoidsiboris 1 


Fs] 1139: 


o = oqf 


DE EAS 4 aS De igual forma, Sal e 40N 
>> > min : > e a ye Bf > n H “Ae: EA 
l E EIRTO SS GA ay = TEZ +E)? 


Se avanza así a lo lango de la línea del campo desde el punto inicial (x, y) a un nı 
punto x’ = x + Ax, y! =3%2-+ Ay: 

4. Se regresa a los pasos 2 y 3 para repetir los cálculos. Se siguen generando n 
puntos hasta completar una línea dentro del intervalo de coordenadas dado, 
completar la línea, se vuelve al paso 1 y se elige otro punto de partida. Téngas 
cuenta que, al existir un: número infinito de líneas de campo, es muy probab 


ZE} porciento zi pueden trazarse a mano o con un cr ar er se sira en la figura 15. 


Para trazar las Ingas equipotenciales. se gignen estos pasos: 


1. Se selecciona un punto de partida. 
2. Se calcula el campo eléctrico (£, Ey) en ese punto mediante la ecuación a: E ) 


q 
as ` 


wi 


14 


f: 


mplo 15.1 
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3. Se avanza una corta distancia a lo largo de la línea perpendicular a la línea del 
campo E en ese punto. Recuérdese a este respecto que si una línea tiene pendien- 
te m, una línea perpendicular debe tener pendiente —1/m. Puesto que una línea 
del campo £ y una línea equipotencial que se cruzan en un punto dado son recí- 
procamente ortogonales en ese punto, | 


Al - E, 

Ax = ETAG (15.7) 
2 Ma 

Ay = ==> (15.8) 


[EZ + ESTA 
Así, se avanza a lo largo de la línea equipotencial desde el punto inicial (x, y) a un 
nuevo punto (x + Ax, y + Ay). Para comprobar éste, se calcula el potencial en los 
puntos nuevo e inicial mediante la ecuación (15.4); ambos valores deben ser igua- 
les, porque los puntos se sitúan en la misma línea equipotencial. 

4. Se regresa a los pasos 2 y 3 para repetir los cálculos. Se siguen generando nuevos 
puntos hasta completar una línea dentro del intervalo de x y y dado. Tras comple- 
tar la línea, se vuelve al paso 1 y se elige otro punto de partida. Los puntos gene- 
rados se unen a mano o con un graficador, como se muestra en la figura 15.2. 


La línea del campo magnético debida a varias distribuciones de corriente puede trazarse, 
con base en la ley de Biot-Savart, siguiendo el mismo razonamiento. Es posible desarrollar 
programas para determinar la línea del campo magnético debida a una corriente lineal, 
una espira de corriente, un par de Helmholtz y un solenoide. También es posible escribir 
programas para trazar líneas de campo eléctrico y magnético dentro de una guía de ondas 
rectangular o el patrón de radiación de potencia producido por un arreglo lineal de 
antenas verticales de dipolo eléctrico de media onda. 


Escriba un programa para trazar las líneas de campo eléctrico y equipotenciales debidas a: 


a) Dos cargas puntuales O y —40 ubicadas en (x, y) = (— 1,0) y (1, 0), respectivamente. 

b) Cuatro cargas puntuales O, —O, Q y —Q ubicadas en (x, y) = (—1, —1), (1, —1) (1,1) 
y (—1, 1), respectivamente. Adopte Q/4 me = 1 y A€ = 0.1. Considere el intervalo 
-5 =x.,y = 5. E 


Solución: 


El programa que aparece en la figura 15.3 se elaboró con base en los pasos descritos en 
la sección 15.2. Los comentarios insertados permiten que el programa se explique por sí 
solo. Para generar el diagrama que se muestra en la figura 15.4(a), cargue el programa 
plotit en el directorio Matlab. En el indicador de comandos de Matlab, teclee 


plotit (1 —4],[—1 0; 1 0], 1, 1, 0.1, 0.01, 8, 2, 5) 


números cuyo significado es provisto por el programa. Más adelante se ofrecen explica- 
ciones adicionales sobre éste. ars | 

Puesto que las líneas del campo lineal E emanan de cargas positivas y terminan en 
cargas negativas, parece razonable generar los puntos de partida (x,, y,) de esas líneas 
en pequeños círculos centrados en las ubicaciones de carga (xo, Yg); esto es, 


| (15.1.1a) 
Ys = Yo rsen ĝ: r | (15.1.1b) 


T = Xg +rcos0 
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function plotit (charges, location, ckEField, CkEq, DLE, DLV, NLE, 
cid | figure; t 212 1 
¿hold on; | 2131 i t ii 
j? csclolcgoPBrogram for Ei the zo field lines í 
% and equipotential lines due to coplanar point charges 

% the plot is to be within the range -5<x,y<5 
> q 
$ 
> 
* 


NLV, PTS 


This is the correct usage: 
function plotit (charges, location, ckEField, ckEq, DLE, DLV, NLE, NLV, PTS) 
Sa 

anere lo. sbe mr ESOO pé r r 

charges., a vector, containing the charges PEOP 

location a matrix v where each row is a charge location 
¡CkEField = Flag,set, to ¡2 plots the Efielá lines 

y sal ckEd. = Flag set to 1 plots the equipotential lines 

(Y pa DLE. or DLV - the increment ¡“along E. & V lines, 

¿$ gl HISO NLE ¿= No. of, E-Field lines per charge 

$ no sT? NLV -= No. -of Equipotential lines per charge 2 i 

s k PTS => Plots Eey PTS point (i.e. if PTS = 5 then plot 
every | Sth. point) 5 i 5 


€ 


A 


ogr 


; For. convenience,. “the TAPE points (xs, YS), are radially . 
distribuited about ; harge locations 
Q=charges; 
xQ = location (:,1); 
YO*'="“location' (:,2); 
JI=1; k 
NO = length (charges) ; 
CA "(ckEFiela) y 
for K=1 :NQ 
for I =1 :NLE 
THETA = 2*pi* (1-1)/(NLE) 7 
XS=XQ(K) +.0.1*cos(THETA) ; 
YS=YQ(K) + O. 1*sen (THETA); 
XE=XS; 


AS 
Ieirm E=YS3 z a cobsstini i v} Aasia 
JJ=JJ+1; i T 
i£ (mod (Ig, PTS) ) 
Jo s+ ooo lo plot (XE, YE) ; 
end 
zt? -while(1) 1 Er i i 
% Find i ncrement and new point (X,Y) 
02D j , EX=0; 3 irte j , 
EY=0; 


so 


3G1 


3 


Figura 15.3. Programa de computación para el ejemplo 15.1. 
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for J=1:NO 


R =sqrt((XE-XQ (J))7"2 + (YE — 


EX = EX +Q(J)* (XE-XQ(3))/(R"3); 
Ey = Ey +0(3)* (YE-YQ(3))/(R"3); 
end 
E = sqrt (EX^2 + EY”“2);5 


% CHECK FOR A SINGULAR POINT 


if (E <=.00005) 
break; 

end 

DX = DLE*EX/E; 

DY = DLE*EY/E; 


CHARGE, NEGATE DX £ DY 
THE CHARGE 


% FOR NEGATIVE 
$ IS AWAY FROM 


YO (J)) 


15.2. TRAZADO' DE-CAMPOS 


^2; 


SO THAT INCREMENT 


15 (+ < 0) 
DX = -DX; 
DY —DY; 
end 
XE = XE + DX; 
YE = YE + DY; 
% CHECK WHETHER NEW POINT IS WITHIN THE GIVEN RANGE OR 
TOO 
% CLOSE TO ANY OF THE POINT CHARGES - TO AVOID SINGULAR 
POINT 
if ((abs(XE) >= 5) | (abs (YE) >= 5)) 
break; 
ená 
if (sum(abs(XE-XQ) < .05 £ abs(YE-YQ) < .05) >0) 
break; 
end 
JJ=JJ +1; 
if (~mod(JJ,PTS)) 
plot (XE,YE); 
end 
end % while loop 
end % I =1:NLE 
end XK = 1:NQ 
end % if 
Ù% NEXT, DETERMINE THE EQUIPOTENTIAL LINES 
N THE STARTING POINTS (XS,YS) ARE 


% FOR CONVENIENCE, 
% CHOSEN LIKE THOSE FOR THE E-FIELD LINES 
if (ckEgq) 

Ju=1; 
DELTA = 
ANGLE = 


.2; 
45*pi/180; 


Figura 15.3. (Continuación.) 
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for K =1:NQ 
FACTOR = .5; 


for KK = 1:NLV 

XS = XQ(K) + FACTOR*cos (ANGLE); 

YS = YQ(K) + FACTOR*sen (ANGLE); 

if ( abs(XS) >= 5 | abs(YS) >=5) 
break; 

end 

DIR = 1; 

XV = YS; 


YV = YS; 
JJ=JJ+1; 
if (—mod(JIJ,PTS)) 
plot (xv, YV); 
end 
% FIND INCREMENT AND NEW POINT (XV, YV) 
N=1; 
while (1) 
EX = 07 
EY = O0; 
for J = 1:NQ 
R = sgrt ((XV-X0(J3))"2 + (YV-YQ0(J))72)5 
EX = EX + Q0(J)* (XV-XO0(J))/(R"3); 
Ey = EY + Q(T)* (yV-YQ(J3))/(R"3)5 
end 
E=sqrt (EX"2'+ EY”"2); 
if (E <= .00005) 
FACTOR = 2*FACTOR; 


break; 
end 
DX = -—-DLV*EY/E; I 
DY = DLV*EV/E; Í 
XV = XV + DIR*DX; 
YV = YV + DIR*DY; 
% CHECK IF THE EQUIPOTENTIAL LINE LOOPS BACK TO (X, YS) Í 


RO = sgrt((XV - XS)^2 + (YV - YS)72);5 
if (RO < DELTA & N < 50) i 
FACTOR = 2*FACTOR; 
break; 
end 
% CHECK WHETHER NEW POINT IS WITHIN THE GIVEN RANGE 
% IF FOUND OUT OF RANGE, GO BACK TO THE STARTING POINT | 
% (S, YS)BUT INCREMENT IN THE OPPOSITE DIRECTION 
if (abs(XV) > 5 | abs(YV) > 5) f 
DIR = DIR -24 | 
XV = XS; 
YV = YS; l i 


Figura 15.3. (Continuación.) : i 
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1E {abs (DIR) > 1) 
FACTOR = 2*FACTOR; 
break; 
end 
else a 
if (sumíabs(XV-XO) < .005 £ abs(YV-YQ) < .005) >0) 
break; 
end 
end £ 
JJ=JJ +1; 
if (—mod(JJ,PTS)) 
N=N+1; 
plot (XV, YV); 
end 
end % WHILE loop 
end 5% KK 
end & K 


end $ if 


Figura 15.3. (Continuación). 


donde r es el radio del círculo (por Semi r= o. lo o. 05) y 0 un ángulo prescrito ele- 
gido para cada línea del campo E. Los puntos de partida de las líneas equipotenciales 
pueden generarse de diferentes formas: a lo largo de los ejes x y y, a lo largo de la línea 
y = x y así sucesivamente. No obstante, para que el programa sea lo más general posible, 
los puntos de partida deben depender de las ubicaciones de carga, como en el caso de las 
líneas del campo E. Podrían seleccionarse por medio de la ecuación (15.1.1), pero con O 
fija (45°, por ejemplo) y r variable (0.5, 1.0, 2.0, ..., por ejemplo). 

El valor de la longitud incremental A€ es crucial para conseguir diagramas exactos. 
Cuanto menor sea el valor de A£, los diagramas serán más precisos, pero también se 
generarán más puntos, lo cual puede causar problemas de almacenamiento en la memo- 
ria. Por ejemplo, una línea podría constar de más de 1000 puntos generados. En vista en 
este caso del gran número de puntos por trazar, sería conveniente almacenarlos en un 
archivo de datos y seguir una rutina de gráficos para trazarlos. 

En el programa que aparece en la figura 15.3 se han insertado diferentes comproba- 
ciones para las líneas tanto del campo E como equipotenciales: 


a) Comprobación de un punto singular (¿E = 0?). 
b) Comprobación de si el punto peas está demasiado cerca de una ubicación de 
carga. > 
te) Comprobación de si a punto se eri Enero del intervalo dado de —5 < x, 
PAD 
d) Comprobación de si las curvas de las líneas (equipotenciales) vuelven al punto de 
partida. 


El trazo de los puntos generados con relación a las dos y cuatro cargas puntuales se 
muestra en las figuras 15.4(a) y 15.4(b), respectivamente. 
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. Figura 15.4. Para el ejemplo 15.1; diagramas de líneas | 

ed del campo E y líneas equipotenciales debidas a (a) dos í y | 

5 : cargas puntuales y (b) cuatro cargas puntuales (un cua f 
3 'drupolo bidimensional). “`` E 
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El método de las diferencias finitas?! (MDF) es una técnica numérica simple de utilidad 
para resolver problemas como los que se resolvieron analíticamente en el capítulo 6. Un 
problema está inequívocamente definido por tres cosas: À 


1. Una ecuación diferencial parcial, como la ecuación de Laplace o la de Poisson. 
2. Una región de solución. 
3. Condiciones en la frontera, iniciales o ambas. 


Por ejemplo, una solución de diferencias finitas de la ecuación de Poisson o Laplace se 
obtiene en tres pasos: 1. división de la región de solución en una cuadrícula de nodos; 
2. aproximación de la ecuación diferencial y las condiciones en la frontera por medio de 
un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales (llamadas ecuaciones en diferencia) en 
puntos de la cuadrícula dentro de la región de solución, y 3. resolución de este conjunto 
de ecuaciones algebraicas. á 


1 Para una amplia exposición del método de las diferencias finitas, véase G. D. Smith, Numerical 
Solution of Partial Differential Equations: Finite Difference Methods, 2a. ed., Clarendon, Oxford, 
1978. 
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Paso 1. Apliquemos el método de las diferencias finitas a la determinación del pot A | B } ¡qu 


dividido en mallas rectangulares con puntos de cuadrícula o nodos. Un nodo en la fror 
tera de la región en el que el potencial está a se llama nodo fijo (fijo por 


el sentido de que el potencial en ellos se desconoce)! - 
Paso 2. Nuestro objetivo es obtener la aproximación de diferencias finitas de 


Recuérdese que la ecuación de Poisson está dada por 


E pa rog 
vy =- K Esi 

En el caso de una región de solución bidimensional como la que aparece en la figur 

RV 
15.6(a), p, es reemplazada por p,, Fig O, de manera que 
73 
y Fa pi A > 
V ƏV ps zH 
a + a S9 3 
RDPI siri j F ax ay? *b cornia 
í q nz »E 3 j ? y ERr. a 
A partir de la definición de la derivada de V(x, y) en el punto (xə, yo), 1551 bi 
s] 
P oV Vla + Ax Yo) — Vlas — Až; Ys) 15 
yV’ = — A A E a aiai 
mo: Fih A x=Xo . ) 2Ax 
ai Vii E Hi 
2Ax 

>y 
1034 
roti 
nss 


¡16M 


Figura 15.6. Patrón de solución de diferencias finitas: (a) división de la solución 
en puntos de cuadrícula, (b) molécula de cinco nodos de diferencias finitas. 
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donde Ax es un incremento suficientemente reducido a lo largo pujas En cuanto a la se- 
gunda derivada, la derivada de la primera derivada V”, 


q» — PV _ avr. V'(xo + Ax/2, yo) — V'(Xo — Ax/2, yo) 
ae la dx Ax 
_ Vio + Ax, yo) — 2V (Œo Yo) + V(xo — Ax, yo) 
+ (Ax)? 
Visas 2V,, y -NVa b l : 
(Ax)? isi :0q (15.11) 


Las ecuaciones (15.10) y (15.11) son las aproximaciones de diferencias finitas de la pri- 
mera y segunda derivadas parciales de V respecto de x, evaluadas en x = x.. La aproxi- 
mación de la ecuación (15.10) se asocia con un error en el orden de Ax, mientras que la 
de la ecuación (15.11) se asocia con un error en el orden de (Ax)?. De igual manera, 


PV ¿E ViXo Ya + Ay) 2 WM (a 90) h: Vixa mAy) 
IGLE: (Ay)? 
Vii aV nih Viga 
= a (15.12) 


Al sustituir las ecuaciones (15.11) y (15.12) en la ecuación (15.95) y conceder que Ax = 
Ay = h se obtiene 


h?ps 
e 
o = 


j 1 h?*ps y 
EE (May Via Vega t Vaya E, 3) (15.13) 


donde h es el tamaño de la malla. La ecuación (15.13) es la aproximación de diferencias 
finitas de la ecuación de Poisson. Si la región de solución está libre de carga (ps = 0), la 
ecuación (15.9) se convierte en la ecuación de Laplace: 


El En =0 (15.14) 


Veas T Vier + Mipea Y Maja WV => — 


La aproximación de diferencias finitas de esta ecuación se obtiene de la ecuación (15.13) 
al fijar ps = 0; es decir, 


1 - 
MS g Vitis E Mort Vid + Via) : (15.15) 


Esta ecuación es en esencia una aproximación de diferencias finitas de cinco nodos del 
potencial en el punto central de una malla cuadrada. En la figura 15.6(b) se presenta una 
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molécula de cinco nodos de diferencias finitas, deducida de la figura 15.6(a). Aplicada a 
esta molécula, así, la ecuación (15.15) se convierte en 


1 
Vo = ¿Ya + Va + V3w+ Va) (15.16) 


Esta ecuación exhibe claramente la propiedad de valor promedio de la ecuación de La- 
place. En otras palabras, la ecuación de Laplace puede interpretarse como un medio di- 
ferencial de enunciar que el potencial en un punto específico equivale al promedio del 
potencial en los puntos vecinos. 

Paso 3. Para aplicar la ecuación (15.16) [o (15.13)] a un problema dado suele seguir- 
se uno de estos dos métodos: 


A. Método de iteración 


Para comenzar, se asigna al potencial en los nodos libres un valor inicial de cero o cual- 
quier otro razonable valor estimado. Manteniendo inalterado en todo momento el poten- 
cial en los nodos fijos, se aplica la ecuación (15.16) a cada nodo libre hasta calcular el 
potencial en todos ellos. Los valores del potencial obtenidos al final de esta primera ite- 
ración no son exactos, sino meramente aproximativos. Para dotarlos de mayor precisión, 
se repite el cálculo en cada nodo libre a partir de los valores anteriores para determinar 
nuevos. La modificación iterativa o reiterada del valor del potencial en cada nodo libre 
prosigue hasta alcanzar un grado de precisión prescrito o hasta que el valor anterior y el 
nuevo en cada nodo son satisfactoriamente cercanos. 


B. Método de la matriz en banda 


La aplicación de la ecuación (15.16) a todos los nodos libres resulta en un conjunto de 
ecuaciones simultáneas de la forma 


[a4][V] = [B] (15.17) 


donde [4] es una matriz escasa (es decir, con muchos términos cero), [V] se compone del 
potencial desconocido en los nodos libres y [B] es otra matriz en columnas formada por 
el potencial conocido en los nodos fijos. La matriz [4] es también una matriz en banda, ya 
que sus términos diferentes de cero se agrupan en torno a la diagonal principal en razón 
de que el potencial en cada nodo sólo se ve afectado por los nodos vecinos más próximos. 
La matriz escasa en banda se inverte fácilmente para determinar [V]. Así, de la matriz [V] 
se obtiene el potencial en los nodos libres de esta forma: 


[Y] = [aT” [8] (15.18) 


El método de las diferencias finitas puede aplicarse a problemas con variación en el 
tiempo. Considérese, por ejemplo, la ecuación de onda unidimensional (10.1), 


¿PD PD 
ax? at? 


(15.19) 
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donde u es la velocidad de la onda y Pla componente de campo E o H de la onda elec- 
tromagnética. Las aproximaciones de diferencias de las derivadas en (x,, to) o en el nodo 
de orden (į, j) que se muestran en la figura 15.7 son 


PD) Pia — 2B t Pirij | 
a o = A) a g A (15.20) 
REO POT 9 ADA PRAP Siso 

A o O e dd GRO 


Al insertar las ecuaciones (15.20) y (15.21) en la ecuación (15.20) y despejar B; ¡+1 se ob- 
tiene i ; y i A 


(15.22) 


e RR E E Ds 1,7), ARO ON T 
donde pa Erica : ; 4 
pasarla se rro 
a= i a ] Edd: ; (15.23) 


Es posible demostrar que para que la solución referida en la ecuación (15.22) sea esta- 
ble, œ = 1. Para iniciar el algoritmo de diferencias finitas de la ecuación (15.22) se em- 
plean las condiciones iniciales. Suponemos que en '1:= 0, 099,¿/0r.='0 y utilizamos la ' 
aproximación (central) de diferencias (véase la pregunta de repaso 15.2) para obtener 


Po Di Poza 
Ot 2At 


(0) 


o 
Dir = Bi, : À (15.24) 


La sustitución de la ecuación (15.24) en la ecuación (15.22) y la adopción de j = 0 ( = 0) 
producen A - hizi ; 


i 


D= MB o FD NFE a D M D 


$ 


Figura 15.7. Patrón de solución de diferencias 
finitas de una ecuación de onda. 


to +2A5 +2 


EPA AS | 
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zmplo 15.2 


“embargo implica gran número de cálculos y la ocupación de un vasto 'espacio de memo- 
“ria en la computadora.» Gy T f 


O O tiS 


Ba = F laD +Piiijo) + 2(1 — a) D; 0] (15.25) 
Con la ecuación (15.25) como fórmula “de partida”, por medio de la ecuación (15.22) 
puede obtenerse directamente el valor de Pen cualquier punto de la cuadrícula. Conviene 
señalar que los dos métodos descritos para resolver la ecuación (15.16) no se aplican a la 
ecuación (15.22), porque ésta puede usarse directamente con la ecuación (15.25) como 
fórmula de partida. En otras palabras, en este caso no se tiene un conjunto de ecuaciones. 
simultáneas; la ecuación (15.22) es, una fórmula explícita. E 

El concepto del MDF puede prolongarse a la ecuación de Poisson o de Laplace y a 
las ecuaciones de onda en ótros sistemas de coordenadas. La precisión de este método 


¡depende de.la calidad de la cuadrícula y. del tiempo que se invierta en la depuración de 


los valores del potencial. El tiempo en la computadora puede reducirse e incrementarse 
la exactitud e índice de convergencia si las estimaciones de los valores iniciales son razo- 
nables, se obtiene provecho de la simetría (de ser posible), se trabaja con una malla tan 
pequeña como se pueda-y se utilizan moléculas de diferencias finitas más complejas (fig. 
15.41). Una limitación de este método es la necesidad de recurrir a una interpolación de 
algún tipo para determinar soluciones en puntos no situados en la cuadrícula. Una forma 
obvia de evitar este inconveniente consiste en utilizar una cuadrícula más fina, lo que sin 


t 
i 


Resuelva el problema unidimensional con valor en la frontera — P” = 2770 <x = ion 
jeto a P(0) = O = (1). Aplique el método de las diferencias finitas. 


Solución: 
Se obtiene primero la aproximación de diferencias finitas de la ecuación diferencial 


Cp" =- —=x2, la ecuación de Poisson en una dimensión. Después 'se divide el dominio 


entero O = x = 1 en N segmentos iguales de longitud h (= 1/N), como se muestra en la 
figura 15.8(a),de tal forma que haya (N + 1) nodos. 


_ PP _ Dx, + hA) — 2D (x,) + P(x — h) 
A h h? 


Figura 15.8. Para el ejemplo 15.2. 


B; $, D+ 1 
CANA 
X; Ms 
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o 
Bis — 28, + Di 
3 < HA AE 
Así, 
— 2 = ah Ba = Ba 
o : 


db, = TOR + BD, HR) 
Del empleo de este sistema de diferencias finitas se obtiene una solución aproximada de 
diversos valores de N. El código de Matlab correspondiente se presenta en la figura 15.9. 
El número de iteraciones NZ depende del grado de exactitud que se desee. En un problema 
unidimensional como éste quizá sea suficiente con NI = 50; en problemas bi o tridimen- 
sionales se precisará de valores mayores (tabla 15.1). Cabe señalar que los valores de 9 
en puntos extremos (nodos fijos) se mantienen fijos. En la figura 15.10 se muestran las 


soluciones relativas a N = 4 y 10. 
Esta solución puede compararse con la solución exacta, la cual se obtiene de la si- 


¿guiente manera. ¡Puesto que d?D/dx? = —x?, una doble integración resulta en 
e B dis 
= 5 5+ + 
B= 5 12. +Ax% 


% ONE-DIMENSIONAL PROBLEM OF EXAMPLE 15.2 
% SOLVED USING FINITE DIFFERENCE METHOD 


ES Į- i BIZ 
% h = MESH SIZE KO 
% ni = NO. OF ITERATIONS DESIRED 
P = LJ 
n=20; 
ni=500; 
1=1.0; 5 
h. = 1/n;5 


phi=zeros (n+1, 1); 
x=h* [0:n] *; 
x1=x(2:n); 
for k=1:ni 
phi ([2:n] )= [phi (3 :n+1)+phi (1:n-1)+x1.?*2*h"2]1/2; 
end 
ES CALCULATE THE EXACT VALUE ALSO 
phiex=x.”*(1.0-x."3)/12.0; 
diary a:test.out 
[(1:mn+1]* phi phiex] 
diary off la | 


Figura 15.9. Programa de computación para el ejemplo 15.2. 
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.06 


.05 


.04 


.03 


> 


-02 


: ¡23 n [51 


Figura 15.10. Para el üla 15.2; diagrama de ® GH La curva continua 
corresponde a N = 10 y la curva punteada a N = 4. 


tai 


donde A y B son constañtes de integración. Gan fañdamento en las condiciones en 
frontera, 
“PO0)=0>B=0 
1) = A myt A o: dem 3 
I2 a i- Ba 
En consecuencia, la solución exacta es Ø = x(1 — x3)/12, la cual se calculó en la fi 
15.9 y resultó estar muy cerca del caso N = 10. 


ra 15.11 aplicando el método de las diferencias finitas. 


Solución: l pe al 
Este problema se resolverá mediante los métodos de iteración y de matriz en banda. 
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Figura 15.11. Para el ejemplo 15.3. 


Método 1 (método de iteración). Se establecen primero como equivalentes a cero los 
valores iniciales del potencial en los nodos libres. Después se aplica la ecuación (15.16) 
a cada nodo libre utilizando los potenciales circundantes más recientes cada vez que se 
calcula el potencial en un nodo. En cuanto a la primera iteración: 


V,=1/4(0+20+0+0)=5 

V, = 1/4(5 + 0 + 0 + 0) = 1.25 

V, = 1/4(5 +20 + O + 0) = 6.25 

V, = 1/4(1.25 + 6.25 + 0 + 0) = 1.875 


y así sucesivamente. Para evitar confusiones, cada vez que se calcula un nuevo valor en 
un nodo libre, se tacha el valor anterior, como se muestra en la figura 15.12. Tras calcular 
Vg se inicia la segunda iteración en el nodo 1: 


V, = 1/4(0 + 20 + 1.25 + 6.25) = 6.875 
V, = 1/4(6.875 + O + 0 + 1.875) = 2.187 


y así sucesivamente. Después de cinco iteraciones se obtienen los valores no tachados de la 
figura 15.12. Luego de 10 iteraciones (las cuales no se muestran en esa figura) se obtiene 


V, = 10.04, V, = 4.956, Va = 1522, V, = 9.786 
V, = 21.05, V = 18:97, V= 15:06, Va;=-11:26 


Método 2 (método de matriz en banda). Este método manifiesta la estructura escasa del 
problema. Se aplica la ecuación (15.16) a cada nodo libre y los términos conocidos 
(potencial prescrito en los nodos fijos) se agrupan en el lado derecho, mientras que los tér- 
minos desconocidos (potenciales en nodos libres) se ubican en el lado izquierdo del sis- 
tema resultante de ecuaciones simultáneas, el cual se expresará en forma matricial como 
[A][V] = [B]. 

En cuanto al nodo 1, 

—4V, + Vy t Vay = -20-—0 
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Figura 15.12. Para el ejemplo 15.3; los valores sin tachar son la solución 
de las cinco iteraciones. 


En cuanto al nodo 2, 


Vi + 4V2 + V, = —0 — 0 
En cuanto al nodo 3, 
V, —- 4V + V4 + V= —20 
En cuanto al nodo 4, 
Va + V3 — 4V, + Ve = =0 
En cuanto al nodo 5, 
V3— 4V; + Ve = -20 — 30 


En cuanto al nodo 6, 


V, + Vs — 4V + V} = —30 
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En cuanto al nodo 7, 


V¿— 4V, + V¿= —30—0! 
En cuanto al nodo 8, 


V, — 4V = —0 — 0 — 30 _ | =y 
Nótese que se cuenta con cinco términos en cada nodo, en razón de que se está usando 


una molécula de cinco nodos. La siguiente es la expresión en forma matricial de las ocho 
ecuaciones obtenidas: a peia ii 


7 


ooo 


[A] [V] = [B] 


donde [4] es la matriz escasa en banda, [V] la matriz en columna integrada por los valores des- 
conocidos del potencial en los nodos libres y [B] la matriz en columna formada por el poten- 
cial en los nodos fijos. La naturaleza de “banda” de [4] se indica con un marco punteado. 
Repárese en que la matriz [4] pudo haberse obtenido directamente de la figura 15.11 
sin tener que aplicar la ecuación (15.16) a cada nodo libre. En tal caso; simplemente se 
establecen-los términos de la diagonal (o autotérminos) como A; = 74 y se fija Aj = 1 
silos nodos į y ¡están vinculados o Aj 0 sino están directamente vinculados. Por ejem- 
plo, A23 = A32 = 0, porque los nodos 2 y 3 no. están vinculados, en tanto que ¡Ajó = Aca = 1, 
porque los nodos 4 y 6 están vinculados. De manera similar, la matriz [B]se obtiene di- 
rectamente de la figura 15.11 estableciendo que B;,es igual a menos la suma de los va- 


lores del potencial en los nodos fijos vinculados con el nodo ¿. Por ejemplo, Bs = —(Q0 + 


30), porque el nodo 5 está vinculado con dos nodos fijos con potencial de 20 V y 30 V. Si 


el nodo Ż no está vinculado con ningún nodo fijo, B; = O. 
Al invertir la matriz [4] con Matlab se obtiene 
[V] = [4] * [5] 
o | i 
V, = 10.04, V = 4.958, V = 15.22, Va = 9.788 
V., = 21.05, Vs = 18.97, V,= 15.06, e = 11.26 


resultado aceptable en comparación con el obtenido mediante el método de iteración. 
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Figura 15.13. Para el ejercicio 15.3. 


sl ab lsioinsmlsrar 


: | cuya sección transversal rectangular se ilustra en la figura 15.14.Sea V, = 10 V, V, = 100 
¡pa 40 My Mi 0 Veo sbasdr al il tobom cota 


Jb armor rarivatibb obiasido satarti atra [Siri rr dz FO iSi 


O T s 
j BEBIS i 


| terminar el potencial en los puntos de la cuadrícula dentro del tanque. Se divide la regió 

-7 | en mallas cuadradas. Si se decide utilizar una cuadrícula de 15 x 10, el número de p 

20 otos de cuadrícula a lo largo de x es 15 +r = 16 y el número de puntos a lo largo de y. 

) ` | 10 +1 '='11 El tamaño de la málla h ="1.5/15 = 0.1 m. La cuadrícula de 15 x 10 
OS ODELNOTUY uhor fS $ ç {í 


299 [sioraJog nou 2011 «obs 20b st 


1Y nizo ' 


t 


bon nasain 10 ODI TETES, 


y ánodo sy enla gura 15.14. Para el ejemplo 15.4, 


V,= 100 v a? 


A 


JA A ———— E 
ob»: m ias Na toy. DaI ia emro 5 al f Mires 


>= 
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Figura 15.15. Para el ejemplo 15.4; 
cuadrícula de 15 x 10. 


muestra en la figura 15.15. Los puntos de la cuadrícula se han numerado (¿, j) a partir del 
extremo inferior izquierdo del tanque. Teniendo en cuenta la aplicación de la ecuación 
(15.15) y del método de iteración, el programa de computación que se refiere en la figu- 
ra 15.16 se elaboró para determinar el potencial en los nodos libres. En la tabla 15.1 se 
presentan los valores del potencial en los puntos (x, y) = (0.5, 0.5), (0.8, 0.8), (1.0, 0.5) y 
(0.8, 0.2), correspondientes a (1, j) = (5, 5), (8, 8), (10, 5) y (8, 2), respectivamente, luego 
de 50, 100 y 200 iteraciones. Se presentan asimismo los valores exactos [véase el inciso 
c) del problema 6.18], obtenidos con el método de separación de variables y un pro- 
grama similar al contenido en la figura 6.11. Valga insistir en que el grado de precisión 
depende del tamaño de malla A. Siempre es conveniente que A sea lo más pequeño posi- 
ble. Adviértase también que los valores del potencial en los nodos fijos se mantuvieron 
constantes durante la realización de todos los cálculos. 


USING FINITE DIFFERENCE (INTERATION) METHOD 

THIS PROGRAM SOLVES THE TWO-DIMENSIONAL BOUNDARY-VALUE 
PROBLEM (LAPLACE”"S EQUATION) SHOWN IN FIG. 15.14. 

ni = NO. OF INTERATIONS 

nx = NO. OF X GRID POINTS 

ny = NO. OF Y GRID POINTS 

v(i,j) = POTENTIAL AT GRID POINT (i,j) OR (x,y) WITH 
NODE NUMBERING STARTING FROM THE LOWER LEFT-HAND 
CORNER OF THE TROUGH 


de P P de AAA 


vi = 10.0; 

v2 = 100.0; 

v3 = 40.0; 

vá = 0.0; 

ni = 200; 

nx = 16; 

my: =-»11; 

S% SET- INITIAL VALUES EQUAL TO ZEROES 
v = zeros(nx,ny); 

% FIX POTENTIALS ARE FIXED NODES 


Figura 15.16. Programa de computación para el ejemplo 15.4. 
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Lor c¡i=2 DEFI: sangit 
ov(i,1) = vl; 
v(i,ny) = v3; 
end Y 
for j=2:ny-1 
v(1,j)= va; 
vínx,j) = v2; $ 
end f E 
>(L, 1) = D.-5* (vil + vá); 
vila E) = 065% (ul + w2) 4 
vil. ñy) = 0.5* (V3 + vá); 
v(í(nx, ny) = 0.5% (v2 + v3)3 


for k=1:ni 
for dr US i sa z ot 2i 


for j=2:ny-1, s 


molt 


v(i,3,)., 
end ¿43 ir ADT $ 1 
-end q E r £ a) +- E 7 
diary a: tasgi, out: . eigent Se 
[v(6,6). v (9,9). v(11,6), v(9,3)3, PET š 
E sng  1l:ny] v(i,3) 1] CALOTA y! es 
diary off. $ RAIVO 20: STA zi 


“Figura 15.16. (Continuación). ' 


Tabla 15.1. Solución del ejemplo 15.4 {por el método 
de iteración) en puntos selectos. 


Nümero de ieraciones 


Coordenadas 

(x,y) 50 100 200 Valor exacto 
(0.5, 0.5) 20.91 2244 2249 2244 
(0.8, 0.8) 37.7 38.56 t 38.59 - 38:35 
(1.0, 0.5) 41.83 43.18 43.2 43.22 


(0.8, 0.2) 19.87 20.94 20.97 20.89 


% NOW FIND v(i, j) USING EQ. (15.15) AFTER ni ITERATIONS 


I gi na teo tea 


e GIIT 


=.0. 25* E ET E OIEA + BATAN. e var, 3710 


y 
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Figura 15.17. Para el ejercicio .15.4.- >r 


15.4. Método de momentos 


Como el método de las diferencias finitas, el método de momentos(MM ? tiene la venta- 
ja de la sencillez conceptual. En tanto que el primero se utiliza para resolver ecuaciones 
diferenciales, con el segundo se resuelven ecuaciones integrales. 

Supongamos que se desea aplicar el método de momentos a la ecuación de Poisson 
(15.9a). Es posible demostrar que una solución integral a esa ecuación es 


d 
v= me (15.26) 


Como se recordará, en el capítulo 4 se explicó que una ecuación como la (15.26) puede 
deducirse de la ley de Coulomb. Recuérdese también que, dada la distribución de carga 
py(x, y, Z), es posible hallar el potencial V(x, y, z), el campo eléctrico E(x, y, z) y la carga 
total Q. Pero si se conoce el potencial V y la distribución de carga se desconoce, ¿cómo 
determinar p, a partir de la ecuación (15.26)? Convirtiendo a ésta en ecuación integral. 


Su forma general es 


V(x) = f y K(x, t) p(t) dt (15.27) 


donde las funciones K(x, £) y V(1) y los límites a y b se conocen, la función desconocida 
p(t) está por determinarse y la función K(x, £) es el núcleo o kernel de la ecuación. El 


2 Harrington fue el primero en usar el término método de momentos en la bibliografía occidental. 
Para mayores detalles sobre este método, véase R. E Harrington, Field Computation by Moment 
Methods, Krieger, Malabar, FL, 1968. 
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método de momentos es una técnica numérica común para resolver ecuaciones integra- 
les como la ecuación (15.27). Se le comprenderá mejor con un ejemplo. 

Considérese el alambre conductor delgado en el vacío de radio a y longitud L(L => a) 
que se muestra en la figura 15.18. Supóngase que se le mantiene a un potencial de V_. 
Nuestro propósito es determinar la densidad de carga p, a lo largo de ese alambre me- 
diante el método de momentos. Habiendo determinado p, será posible hallar cantidades 
de campos asociadas. La ecuación (15.26) se reduce en cualquier punto del alambre a una 
ecuación integral de la forma 


E ¿ar 
y = Í Bur. (15.28) 
y amer 


Puesto que la ecuación (15.28) se aplica a puntos de observación en cualquier parte del 
alambre, en un punto fijo y, llamado punto de acoplamiento 


EL Pena (15.29) 


a 4mEs ly. — yl 
Recuérdese que la integración es en esencia la determinación del área que se encuentra de- 
bajo de una curva. Si Ay es reducida, la integración de f(y) sobre 0 < y < L está dada por 


j 


! A 
| Fo ay = fo) Ay + FOAIE i FON) Ay 
il (15.30) 


N 
= Y FO) Ay 
K=1 
donde el intervalo L se ha dividido en N unidades de longitud Ay. Dividiendo el alambre 


en-N segmentos de igual longitud A como se muestra en la figura 15.19, la ecuación 
(15.29) se convierte en í 


MÁ PA Pn A 


e a 15.31 
lyk — yıl lyk — y2l lyk — ynl € ) 


ATEoVo 


donde A = L/N = Ay. El supuesto de la ecuación (15.31)-es que la densidad de carga des- 
conocida p, en el segmento de orden k es constante. Así, en la ecuación (15.31) se tienen 


Figura 15.18. Alambre conductor delgado 
mantenido en un potencial constante. 
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Pı PN Figura 15.19. División del alambre en N segmentos. 
P2 


Pk 


constantes desconocidas p}, Pz» + - - Py- En virtud de que la ecuación (15.31) debe soste- 
nerse en todos los puntos del alambre, se obtienen N ecuaciones similares seleccionando 
N puntos de acoplamiento en y4, Yz - - - Yx» - - - Yy en el alambre. Así se obtiene 


pı å P2 å Pn å 


AnneN mo A a p a a aa A 15.32a 
do ly — yıl ly, — yl ly, — ynl c ) 
A A A 
E E A p CA (15.32b) 
lya — yıl lya > yal lyz — yy] 
AHR A ; A 
> pp da EE a a (15.32c) 
lyy — yıl lyy — y2l lyy — ynl 


La idea de acoplar el miembro izquierdo de la ecuación (15.29) con el derecho en los 
puntos de acoplamiento es semejante al concepto de obtención de momentos de la me- 
cánica, lo que explica el nombre del método que se está exponiendo. Obsérvese en la fi- 


gura 15.19 que los puntos de acoplamiento y4, Y2» - - -- Yy Se sitúan en el centro de cada 
segmento. La ecuación (15.32) puede expresarse en forma matricial como 
[B] = [A] [o] (15.33) 
donde 
1 
1 
[B] = 4rre.Vo | (15.34) 


== 
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Ax Als + e l An 


Agy — Az 5 = As 
[AJ=| . A 
Am Ám co 1 Any 
P 3 7 z i į 
ar: poa a iee 
Amn = A > MEN 
l Ym i Wel AN 
sish fí Pi J 
or TE. P2 
i [e] $ 3 
3 PN | ` 


narse A mediante la ecuación Gs: 33) aplicando la regla de Cramer, la inversión mat 
cial o la técnica de eliminación gaussiana. Por inversión matricial, 


[P] = [A] [B] (15.37) 


donde [4]? es la inversa de la matriz [A]. Se deben tomar precauciones al evaluar los ele- A 

1) mentos (o autotérminos) de la diagonal de la matriz [A] de la ecuación (15.32) o (15. 3: 
Puesto que el alambre es conductor, en su superficie es de suponer una densidad de car- 
ga superficial Ps: De ahí que en el AS de cada segmento, 


pal go: ds faat psa dġ dy. 
obrst f é Ly V (centro): => M 

R ME de merida LEA Me 
—2rraps AZ + [(4/2)? + eya an 


a dre. ” 1-AR + [(4RY + a] 


ri >» Sl 4 MOD +1 


ny 
i 


Suponiendo A >> a, 


V (centro) = ms 2 In (2 ) (15.38) 
o 


E 
g (2) 
| G Te ANTEo a 
donde p; = 27 aps. Así, los autotérminos (m = n) son 


EA (2) (15.39) 


æ 
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La ecuación (15.33) se convierte entonces en 


Ss ) pes, SE, mi má oas 
Een ly, — ynl 
A 21m (2 J - A A pı 1 
ly2 — yıl ly2 — ynl Pz. 1 
"| = Areo] (15.40) 

> ia F 

A A o aia, (2) 
lyn — yal lyn — yal a 


Si se emplea la ecuación (15.37) con la (15.40) y se concede que V, = 1 V, L = 1m, 
a = i mm y N = 10 (å = L/N), puede elaborarse un programa de Matlab como el que se 
presenta en la figura 15.20, el cual se explica por sí solo. En él se invierte la matriz [4] y 
se traza p, contra y. El diagrama resultante se muestra en la figura 15.21. Este programa 
determina asimismo la carga total en el alambre mediante 


Q = { pL dl (15.41) 
ecuación que puede expresarse en forma discreta como 
N 
G= b2 PkA (15.42) 


Con los parámetros seleccionados, el valor de la carga total fue de Q = 8.536 pC. Si se 
desea, el campo eléctrico en cualquier punto puede calcularse mediante 


pz dl 
E = > ER (15.43) 
la cual puede expresarse como 
N 
PkAR ; 
E= È grek? ei 


donde R = |R| y 

R=r— r; = @ — xa, + O — yy Ya, thz Zea 
r = (x,y,z) es el vector de posición del punto de observación y ry = (Xx Yr Zp) el del pun- 
to fuente. 

Para obtener la distribución de carga de la figura 15.21 se adoptó N = 10. Cabe supo- 
ner que un valor menor habría producido un resultado menos exacto, y un valor mayor 
un resultado más exacto. Sin embargo, un valor excesivo de N puede dar origen al pro- 
blema de tener que calcular la inversión de la matriz cuadrada [4]. Así, la capacidad 
de los recursos de cálculo que se tengan al alcance limita la exactitud del experimento 
numérico. 
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THIS PROGRAM DETERMINES THE CHARGE DISTRIBUTION 
ON A CONDUCTING THIN WIRE, OF RADIUS AA AND 
LENGTH L, MAINTAINED AT VO VOLT 

THE WIRE IS LOCATED AT O < Y < L 

ALL DIMENSIONS ARE IN S.I. UNITS 


CMS 


+ MOMENT METHOD IS USED 
$ N IS THE NO. OF SEGMENTS INTO WHICH THE WIRE IS DIVIDED 
+ 


RHO IS THE LINE CHARGE DENSITY, RHO = INV(A)*B 


% FIRST, SPECIFY PROBLEM PARAMETERS 


ER = 1.03 

EO = 8.8541e-12; 
Yo = 1.05 

AA = 0.001; 

L = 1,05 

N = 203 


DELTA = L/N; - 
k SECOND, CALCULATE THE ELEMENTS OF THE COEFFICIENT 
+ MATRIX A 
I=1:N; 
Y=DELTA* (1-0.5); 
for i=1:N 

for j=1:N 


if(i -—=j3) 
A(i,j)=DELTA/abs (Y (i)-Y(3))5 
else 
A(i,j)=2.0*log(DELTA/AA) ; 
end 
ená 


end j2 12 
+ NOW DETERMINE THE MATRIX OF CONSTANT VECTOR B 
$ AND FIND Q 
B = 4.0*pi*EO*ER*VO*ones(N, 1); 
C = inv(A); 
RHO = C*B; 
SUM = 0.0; 
for I=1:N 
SUM = SUM + RHO(I); 
end 
Q=SUM*DELTA; 
diary a:examl45a.out 
[EO, Q] 
ECELENT" x* REG 3 
diary off ; ENES 
k2 FINALLY PLOT RHO AGAINST Y 
plot (Y, RHO) : 
xlabel (^y (cm)”*), ylabel(*rho_L (pC/m)’) 


Figura 15.20. Programa de Matlab para calcular la distribución de carga i 
en el alambre de la figura 15.18. 
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10.5 


10 


9.3 


p; (pC/m) 


o 0.1. 0.2 0.3 04 05 06 07 08 0.9 1 
dd ym) sli 


Figura 15.21. Diagrama de p, contra y. 


Emplee el método de momentos para hallar la capacitancia del capacitor de placas parale- 
las que aparece en la figura 15.22. Adopte a =1m,b=1m.d=1mye,= 1.0. 


Solución: 


Sea la diferencia de potencial entre las placas V, = 2 V, de manera que la placa superior 
P, se mantiene en +1 V y la placa inferior P, en —1 V. Se desea determinar la densidad 
de carga superficial ps en las placas con objeto de hallar la carga total en cada una como 


o= | osas 


Figura 15.22. Capacitor de placas 
paralelas para el ejemplo 15.5. 


590, m 
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http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Una vez conocida O, la capacitancia puede calcularse como 


Para determinar ps mediante el método de momentos, se divide P, en n subseccic 
AS,, AS, ..., AS,,, y P¿ en n subsecciones: AS, + 1, AS, + 2 ---> AS>,- El potencial V; 
centro de una subsección representativa AS, es j 
i è 
e [E PE Í pfas 
Ñ s TER ¡E 4nmeo Jas,” Ry 


e Y 
A Lares Ji Ri; 


ql 
donde. LOA Mar a i taS 157 1: lara 
r a 5 $ L fs ¡as 


En consecuencia, 


BO SI lfs i ja £ ES i 5i 
2n 
va = > Pj Áz; = 1 
? j=1 


aog 
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lo cual produce un conjunto de 27 ecuaciones simultáneas con 2n densidades de carga 
desconocidas p,. En forma matricial, 
Je 12 - = | 


Aj Az A A 20 1 
Az A O Aae 1 | 
a 
Mon, Ara rito? ac Aamann sl 
o «a 
[4] Le] ="[B] A 
Por tanto, : y : 
[o] = [4]? [B] 


donde [B] es la matriz en columna que define los potenciales y [4] la matriz cuadrada 
que contiene a los elementos A; Para determinar A, considérense las dos subsecciones i y 
j de la figura 15.23, las cuales podrían encontrarse en diferentes placas o en una misma. 


Aj = 


ii 4TEo 


1 ie * ddy 
Ri 


aJi E 
donde 


Ry= [Gx; ES O, — yy? + (z; =g T= 
Si, simplificando, suponemos que las subsecciones son cuadradas, 
xX — xX, = Al = y2 — yı 
es posible demostrar que 


Ag)? 
A A aa Aj 


Figura 15,23. Subsecciones ¿ y j para 
el ejemplo 15.5. 


G; Yi zi) 


| 
| 
f 
f 
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13 


y 1 
At a+ Va = 2 (08814) 
o : TES 


Au = 


TE, 


na 


El programa de Matlab incluido en la figura 15.24 se elaboró con estas fórmulas. Con 
n = 9, C = 26.51 pF; con n = 16, C = 27.27 pF, y con n = 25, C = 27.74 pF. : pe- 


į 
: USING THE METHOD OF MOMENT, 


% 
> THIS PROGRAM DETERMINES THE CAPACITANCE OF A 
+ PARALLEL-PLATE CAPACITOR CONSISTING OF TWO CONDUCTING 
$ PLATES, EACH OF DIMENSION AA x BB, SEPARATED BY A 
% DISTANCE D, AND MAINTAINED AT 1 VOLT AND -1 VOLT 
¡3! F 

> ONE PLATE IS LOCATED ON THE Z=0 PLANE WHILE THE OTHER 
ES IS LOCATED ON THE Z=D PLANE 
> ALL DIMENSIONS ARE IN S.I. UNITS 
> N IS- THE NUMBER IS'SUBSECTIONS INTO WHICH: EACH PLATE IS 
DIVIDED 3 p2ntoo  TSSTIÍEINEE > i ji i 

PST r BJ , 
$ FIRST, SPECIFY THE PARAMETERS 


ER = 1.0; 
EO = 8.8541e-12; 
AA = 1.0; 


BB = 1.0; -f 
D= 1.07 3 
N = 9; ; E Si 
NT = 2*N; 
M = sqrtí(N); -91 
DX = AA/M; 
DY = BB/M; 2C 
DL = DX; A : 20 
> SECOND, CALCULATE THE ELEMENTS OF THE COEFFICIENT 3b 
+ MATRIX A 23: 
K = 0; 
for Kl=1:2 
for K2=1:M 
for K3=1:M 
K = K + 1; 
X(K) = DX* (K2 - 0.5); 33 
Y(k) = DY*(K3 - 0.5); 20 
end 3 
end 


end 


Ñ 


Figura 15.24. Programa de Matlab para el ejemplo 15.5. 


yi 
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for Kl=1:N... ñ 
Z2(RL) = O. Oini s t 
Z(K1+N) = D; $ 

end - - e i 


for I=1:NT j 
for J=1:NT 


if(I==J) 
A(I,J) = DL*0.8814/(pi*EO); 
else E A AZ == ET 
R = sgqgrtí( (X(I)-X(J))"2 = (Y(I)-Y(J))72 (Z(1I)-Z(3))*2 y; 
A(I,J) = DL"2/(4.*pi*EO*R); 
end 3 
ená £. maza 4 q 
end 7 q 
% NOW DETERMINE THE MATRIX OF CONSTANT VECTOR B RA 
for K=1:N “Ae 00 


B(K) = 1.0; (0%. 
B(K+N) = -1.0; Ea 


á 


Es INVERT A AND CALCULATE RHO CONSISTING 
% THE UNKNOWN ELEMENTS 

+ ALSO CALCULATE THE TOTAL CHARGE Q AND CAPACITANCE C 
F = inv(aA); 

RHO = F*B’; 

SUM = 0.0; 

for I=1:N 

- SUM = SUM + RHO(I); F i » 3 


| ena hugo 5 
sia f y f; sion PORIS 4 o 
Q = sum* (DEAZ); ; r po 
O e ST E A PES AA E 
ILE? aa es ES 26i EEFT] rr, > tl "HO 5 
AE abs (0) /vo; Gi y Aa ï 2 E qa no Is 
diary a:examl45b.out mM =D:A2Cct c} 3 53 LU 10 (HALO si. 13€ BA Te 
1 Zaja isis RIS > Ta 2] ťa ojkor b 


¡DEA 


[> [1:INT]* Xx A zZ” RHOJ] ri Erlis > pS Es j 
diary -O££ 2910 04. ET: 13 < cu 3 ISIT ig = O 1 
n IU f ' x MOA 2219 > CONS ° >L: č 


Figura 15.24. (Continuación.) 
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Figura 15.25. Alambres conductores paralelos 
para el ejercicio 15.5. ) 


Tabla 15.2. Capacitancia 
para el ejercicio 15.5. 


Xo (M) C (pF) . 
0.0 4.91 

0.2 4.891 
0.4 4.853 
0.6 4.789 
0.8 4.71 

1.0 4.643 


5.5. Método del elemento finito 


El método del elemento finito (MEF) tiene su origen en el campo del análisis estructural. 
No fue aplicado a problemas de electromagnetismo hasta 1968.? Como el de las diferen- 
cias finitas, el método del elemento finito es útil para resolver ecuaciones diferenciales. 
Tal como se señaló en la sección 15.3, el método de las diferencias finitas representa la 
región de solución con una red de puntos de cuadrícula, de modo que su aplicación se 
dificulta en problemas con fronteras de forma irregular. Estos problemas pueden mane- 
jarse más fácilmente con el método del elemento finito. 

El análisis del elemento finito de un problema implica básicamente cuatro pasos: 
a) discretización de la región de solución en un número finito de subregiones o elementos, 
b) deducción de las ecuaciones que rigen a un elemento representativo, c) reunión de 
todos los elementos en la región de solución, d) resolución del sistema de ecuaciones 
obtenido. 


A? Discretización de los elementos finitos 


La región de solución se divide en cierto número de elementos finitos, como se ilustra 
en la figura 15:26, donde la: región'se ha subdividido en cuatro elementos no empalmados 
entre sí (dos de ellos triangulares y dos cuadriláteros) y siete modos. Se busca entonces 


3 Véase P. P Silvester y R.L. Ferrari, Finite Elements for Electrical Engineers, Cambridge University 
Press, Cambridge, 1983. 
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Figura 15.26. Subdivisión del 
elemento finito representativo 
i Nim» ldsncdo de un dominio irregular. 


Número de elemento 


A 


1 
Z2 Frontera real 


Frontera aproximada 


una aproximación del potencial V, dentro de un elemento e y después se interrelacionan 
las distribuciones de potencial en los diversos elementos de tal forma que el potencial sea 
continuo a uno y otro lados de la frontera entre los elementos. La solución aproximada 
de la región entera es 


N 
V(x, y) = 5 Ve(x, y) (15.45) 


donde N es el número de elementos triangulares. en los que se ha dividido la región de 
solución. 
La forma más común de aproximación de V, dentro de un elemento es la aproxima- 
ción polinomial: ~ í 
V.(x,y) = a + bx + cy (15.46) 


en el caso de ¡un elemento triangular y 
VŒ, y) = a + bx + cy + dxy (15.47) 


en el de un elemento cuadrilátero. El potencial V, es en general de no cero dentro del ele- 
mento e, pero de cero fuera de e. Es difícil aproximar la frontera de la región de solución 
con elementos cuadriláteros, útiles en problemas con fronteras suficientemente regulares. 
En vista de ello, en el análisis de esta sección usaremos elementos triangulares. Nótese 
que nuestro supuesto de variación lineal del potencial dentro del elemento triangular, 
incluido en la ecuación (15.46), equivale a suponer que el campo eléctrico es uniforme 
dentro del elemento; es decir, 


E. == WWW 5o(ba; ca) (15.48) 


B. Ecuaciones que rigen'a Los elementos > 


Considérese el elemento triangular representativo" que aparece en la figura 15.27. El po- 
“tencial Vj, Ve y Vez en los A 1,2 y 3 50 pr se ee mediante la ecua- 
; heran as .46); es decir, i 


Va 1 xx y a 
Va q el. X2 Ya b a 5 .49) 
Va 1] æ Ms g 
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Los coeficientes a, b y c se determinan a partir de la ecuación (15.49) como 


a 1 xı a FVa 
bl=ib ai Y Vez i (15.50) 
e 1 x3! y Va i 


La sustitución de esta expresión en la ecuación (15.46) resulta en 


(x273 — x372) (x371 > x1Y3) (x172 — x2y1) Va 
Ve = [0 = y 2A (y2 — y3) (Ys — yı) (xr — y2) Vez 
(x3 — x2) (ži = x3) n m a) Va 
o 
(15.51) 
donde 
1 
wi SA Lys — x3Y2) + (Y2 — y3)x + (x3 — x2)p] (15.52a) 
1 a ; 
SA [Gsy1 — 193) + (ys — yı)x + (1) — x3) y] (15.52b) 
1 p 
IDA [Guys — xyi) + (yi — ya) +(x —x1)y] (15.52c) 
y A es el área del elemento e; esto es, 
1 xı Y1 
24=|1. x2 yz 
s 1 X3 Y3 
= (X1Y2 — X21) +. (ay — X1Y3) + ŒV; — X3Y2) 
o 
A =1/2[(<, — x1)0 Fan Y1) — (5 — x)02 — y1)] (15.53) 


El valor de A es positivo si los nodos se numeran en dirección opuesta a la de las mane- 
cillas del reloj (comenzando por cualquiera de ellos), como lo indica la flecha de la figu- 
ra 15.27. Cabe hacer notar que de la ecuación (15.51) resulta el potencial en cualquier 
punto (x;y) dentro del elemento siempre que se conozca el potencial en los vértices. 
Esto contrasta con. el análisis de diferencias finitas, en el que sólo se conoce el potencial 
en los puntos de la cuadrícula. Repárese asimismo en que œ; son funciones de interpolación 
lineal. Se les llama funciones de forma del elemento y poseen las propiedades siguientes: 


hy 
alx y) = Le ea > (15:544) 
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Figura 15.27. Elemento triangular representativo; 
la numeración local de nodos 1-2-3 debe seguir la 
dirección contraria a la de las manecillas del reloj, 
como lo indica la flecha. 


> ax, +) =i (15.54b) 


En la figura 15.28 se ilustran, por ejemplo, las funciones de forma œ; y œz- 
La energía por unidad de longitud asociada í con el elemento e está dada por la ecua- 
ción (4.96); es decir, : 
w. = 3 felElras = 3 fe vv.1? as (15.55) 


donde se ha supuesto una región de solución bidimensional sin carga (ps = 0). De acuer- 
do con la ecuación (15.51), sin embargo, 


3 
VV- = Y Va Va; (15.56) 
i=1 


La sustitución de la ecuación (15.56) en la ecuación (15.55) da como resultado 
3 3 1) 
W-33 ġe Va| | va- Va, as |v,, (15.57) 


Si el término entre corchetes se define como 


Cf = J Va; - Va, dS (15.58) 


Figura 15.28. Funciones de forma œ; y œ 
de un elemento triangular. 
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la ecuación (15.57) puede expresarse en forma matricial como 


1 
Wa = 78 [V.J” [0%] [V.] (15.59) 
donde el exponente T denota la trasposición de la matriz, 
Va 
[Ma = | Va (15.604) 
Ves 


(15.60b) 


c c2 cR 
TEE cg cg 


co co ca 


La matriz [C9] es la matriz de coeficientes de los elementos. El elemento matricial C”,, 
de la matriz de coeficientes puede considerarse como el acoplador entre los nodos i y j; Pe 
valor se obtiene de las ecuaciones (15.52) y (15.58). Por ejemplo, 


c2 > | Va; s Vaz ds 
ES (15.61a) 
== GA [2 — Y3)Os — Y1) + (x3 — x2)(1 — x3)] 
De igual manera, 
R = ga lOs — y? + 0 — 123 ae (15.61b) 
c = A [G2 — y3) — y2) + (X3 — x2)(*2 — x1)] (15.61c) 
c9 = ¿Gl — y)? + (a — 23)? (15.61d) 
cg = [6 — 91001 — y) + a — xala 41) (15.616) 


cu = rzs [O E $ TH — a) $ i 5.61f) 
Asimismo, i 


CE = CP, cì = CA, c = CY (15.612) 
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No: Jer opaca Ac pen se facilitarían si definimos 
Py = 0% y, P, = Q3- yı); £: ma > y») (15.62a) 
Q, = (5 — x2), O) = 1, — x3), + = (a x,) 


Dados P; y Q; (į = 1,2,3 son los números locales de nodos),„cada término de la matriz de 
coeficientes de los elementos se determina de esta manera: 


1 
CP = aa lEt Qe, (15.62b) 
donde ra 7 7 
io A 1 
a (P205 — P302) A (15.62c) 
f © : í is l >= 2 E 3 3 
"Nótese que P, + P; + P¿=0= Q, + Q, + Qs y, por tanto, Z coH = o0 = a cC). Esto 
Yí =1 f j=1 


puede servirnos para comprobar nuestros cálculos. 


C. Reunión de todos los elementos 


Habiendo considerado un elemento representativo, el paso siguiente es reunir todos los 
elementos en la región de solución. La energía asociada con la reunión de todos los ele- 
mentos en la malla es 


N 
=.) Wa = Sis e[v]t [c] pr] 251 (15.63) 


e=1 FEF 
EEIT 


donde 


(15.64) 


y n es el número de nodos, N el número de elementos : y [a] la matriz de coeficientes global o 
general, en la que se conjuntan las matrices de coeficientes de los elementos particulares. 


«Ahora el principal problema es obtener [C] a partir de [C]... 3s: 


El proceso de agrupación de las matrices de coeficientes. de los apientos particula- 
res en la matriz de coeficientes global se comprenderá mejor con un ejemplo. Considére- 
se la malla de elementos finitos integrada por tres elementos finitos que se presenta en 


- la figura 15.29. Obsérvese la numeración de los nodos. La numeración 1,2,3,4 y 5 es la 


numeración global, mientras que la numeración ¿-j-k es la numeración local, correspon- 
diente a la numeración 1-2-3 del elemento de la figura 15.27. Con referencia al elemento 


= METODOS Nummi 3 3 3 3 3 
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5 corresponde a la numeración local 1-2-3 del 
elemento de la figura 15.27. 


2 


3 de la figura 15.29, por ejemplo, la numeración global 3-5-4 corresponde a la numeración 
local 1-2-3 del elemento de la figura 15.27. Adviértase que la numeración local debe se- 
guir una secuencia de dirección contraria a la de las manecillas del reloj a partir de cual- 
quier nodo del elemento. En cuanto al elemento 3, por ejemplo, podría elegirse 4-3-5 y 
5-4-3 en lugar de 3-5-4 en correspondencia con 1-2-3 del elemento de la figura 15.27. Asf, 
la numeración de la figura 15.29 no es única, y cualquier numeración que se emplee 


derivará siempre en la misma [C]. Si se adopta la numeración de la figura 15.29, es de 
suponer que la matriz de coeficientes global será de la forma 


Cu Cia Ci Cia Cis 
Ca Ca Ca Ca. Cas 
[C] =| Cza Caz C33 C34 C3s 
Cai Ca Cas Cas Cas 
si Cs Css Css Css 


(15.65) 


matriz de 5 x 5 puesto que están implicados cinco nodos (7 = 5). También esta vez C,, es 
el acoplador entre los nodos i y j- Cy se obtiene con base en que la distribución de po- 
tencial debe ser continua a uno y otro lado de la frontera entre los elementos. La con- 
tribución a la posición į, j en [C] procede de todos los elementos que contienen nodos i 
y j. Para hallar C,,, por ejemplo, se observa en la figura 15.29 que el nodo global 1 pertene- 
ce a los elementos 1 y 2 y es el nodo local 1 en ambos; por tanto, 


Cu = CP + CR (15.66a) 


En cuanto a C, el nodo global 2 sólo pertenece al elemento 1 y es igual al nodo local 3; 
por tanto, 


Cr = CY (15.66b) 


En cuanto a C44, el nodo global 4 equivale a los nodos locales 2, 3 y 3 de los elementos 1, 
2 y 3, respectivamente; así, 


Cas = CY +.CH CR (15.66c) 


En cuanto a C,,, el vínculo global 14 equivale a los vínculos locales 12 y 13 de los elemen- 
tos 1 y 2, respectivamente; en consecuencia, i 


: Cia = CR + CRB (15.66d) 
Puesto que no hay acoplamiento (o vinculación directa) entre los nodos 2 y 3, 


y snis: 5 Cs. =0 (15.66€) 
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Siguiendo este procedimiento mediante la inspección de la figura 15.29, se obtienen to- 
dos los términos de la matriz de coeficientes global, en esta forma: 


c +cCR CR cR cR + an 0 
pes cg 0 : 2 20 
[Cc] = e i E cg sa a a CA + OR CR (15.67) 
CR ECR o R: GR A ES O O a 
O o co c3 cz 


Obsérvese que en nodos compartidos se empalman matrices de coeficientes y que la ma- 
triz de coeficientes global [C] contiene 27 términos (nueve por cada elemento). Vale des- 
tacar asimismo las propiedades siguientes dé la matriz [C]: 


1. Es simétrica (C; = Cy), al igual que la matriz de coeficientes de los elementos. 

2. Puesto que C; = O si no existe acoplador entre los nodos į y j, es evidente que, 
con relación a gran número de elementos, [C] se convierte en una matriz escasa 
en banda. 

3.. Es singular. Aunque esto no es del todo obvio, puede demostrarse mediante la 
matriz de coeficientes de los elementos de la ecuación (15.605). 


D. Resolución de las ecuaciones resultantes 


Sabemos por el cálculo de variaciones que la ecuación de Laplace (o la de Poisson) se 
satisface: cuando la energía total en la región de solución es mínima. Es preciso entonces 
que las derivadas parciales de W respecto de cada valor nodal del potencial sean de 
cero; es decir, 


MR ol A 
VE Wa VA 
o 
aw ` 
avy, TOP RS 20 0 (15.68) 


Para obtener 9W/9V, = O. en la malla de elementos finitos de la figura 15.29, por ejemplo, 
la ecuación (15.65) se sustituye en la ecuación (15.63) y se obtiene la derivada parcial de 
W respecto de V}. Así se obtiene 


o= e = 2ViCi + VC + V3Ci3 + Vi¿Cia + VC 
Ln. 


+ V2Ca + VC + VC + VsCs1 


0= PCa + VCG + V3Cjz + ViCi + VsCis (15.69) 
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En general, 9W/9V, = O'conducea 
o= 2V:Cu (15.70) 


donde n es el número de nodos en la malla. Al expresar la ecuación (15.70) para todos 
los nodos k = 1,2,...,n,se obtiene un conjunto de ecuaciones simultáneas a partir de las 
cuales es posible hallar la solución de [VF = [V,, Va, - - -- V,,]. Esto puede hacerse de dos 
maneras, similares a las empleadas para resolver ecuaciones de diferencias finitas obteni- 
das de la ecuación de Laplace (o de Poisson). 


MÉTODO DE ITERACIÓN ` 


Este método es semejante al que se utilizó en el MDF. Supongamos que el nodo 1 de la 
figura 15.29 es un nodo libre. El potencial en ese nodo puede obtenerse de la ecuación 
(15.69) como 


T 5 F 
Va =n a ViCu (15.71) 
Ci i=2 


En general, el potencial en un nodo libre k se obtiene de la ecuación (15.70) como 


1 


Vi = — 
Crk i=], i#k 


Vg (15.72) 


Esto se aplica iterativamente a todos los nodos libres de la malla de n nodos. Puesto que 
Cy; = O si el nodo k no está directamente conectado con el nodo i, sólo los nodos direc- 
tamente vinculados con el nodo k contribuyen a V, en la- ecuación (15.72). 

Así, si se conoce el potencial en los nodos vinculados con el nodo k,es posible deter- 
minar V, mediante la ecuación (15.72). El proceso de iteración comienza asignando al 
potencial en los nodos libres un valor de cero o el valor del potencial promedio. 


V orom = 1/2 CV inm + Vinas) (15.73) 


donde V ní Y Vmax son los valores mínimo y máximo del potencial prescrito en los nodos 
fijos. El potencial en los nodos libres se calcula mediante la ecuación (15.72) a partir de 
tales valores iniciales. Habiendo calculado el nuevo valor de todos los nodos libres al fi- 
nal de la primera iteración, ese valor se convierte en el valor inicial de la segunda itera- 
ción. El procedimiento sé repite hasta que el cambio entre iteraciones subsecuentes se 
vuelve insignificante. 


MÉTODO DE LA MATRIZ EN BANDA 


Si se numeran primero todos los nodos libres y después los nodos fijos, la ecuación 
(15.63) puede expresarse como 


1 € € V, 
W = >e[V; V,] | IS re | | F| (15.74) Ejemplo 
2 á r Cpf Cpp Vp 


Ejemplo 15.6 
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donde los subíndices f y p se refieren a nodos con potencial libre y fijo (oi prescrito), res- 
pectivamente. Puesto que V, es constante (consta de valores fijos conocidos), sólo se di- 
ferencia respecto de V, de modo que la aplicación de la ecuación (15.68) a la ecuación 
(15.74) produce 


Ca Vp + CpVp = 0 


[CAVA = Chl] (15.75) 


Esta ecuación puede expresarse como 


[a][V] = [B] (15.76a) 

E x ` 
[Y] = [a]? [8] (15.76b) 
donde [V] = [V}, [A] = [Cy] y [B] = —[Cp][V,]. Puesto que, en general, [4] no es singu- 


lar, el potencial en los nodos libres puede hallarse mediante la ecuación (15.75). [V] 
puede despejarse en la ecuación (15.76a) con la técnica de eliminación gaussiana o en 
la ecuación (15.76b) mediante la inversión matricial si la matriz por invertir no es muy 
grande. f 

Nótese que de la ecuación (15.55) en adelante nuestra solución se ha restringido a un 
problema bidimensional que implica a la ecuación de Laplace, V2V = O. Sin embargo, los 
conceptos básicos desarrollados en esta sección pueden prolongarse al análisis de ele- 
mentos finitos de problemas que impliquen la ecuación de Poisson (V2V = —p,/e, V2A = 
—mJ) o la ecuación de onda (V24 — y? p = O). El análisis de elementos finitos entraña el 
uso de gran cantidad de memoria de una computadora para almacenar los elementos de 
la matriz, así como la dedicación de mucho tiempo a esa tarea. No obstante, se dispone ya 
de varios algoritmos que aligeran en cierta medida este inconveniente. 

El MEF tiene varias ventajas sobre el MDF y el MM. Primero, es apto para regiones 
de solución complejas. Segundo, su generalidad permite elaborar un programa multiusos 
para la resolución de una extensa gama de problemas. Un solo programa puede servir para 
resolver distintos problemas (descritos por las mismas ecuaciones diferenciales parciales) 
con diferentes regiones de solución y condiciones en la frontera; así, lo único que varía 
son los datos de entrada. Sin embargo, el MEF no está libre de contratiempos. Es más 
difícil de comprender y programar que el MDF y el MM. Impone asimismo el a veces 
tedioso proceso de preparación de los datos de entrada. f 


Considere la malla de dos elementos que aparece en la figura 15.30(a). Con base en el 
método del elemento finito, determine el potencial dentro de la malla. 
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Figura 15.30. Para el ejemplo 15.6: (a) malla 
de dos elementos, (b) numeración local y 
global de los elementos. 


pd 


4 Nodo œ y) 

1 (0.8, 1.8) 

2 (1.4, 1.4) 

3 (2.1,2.1) 

1 vV=10 '4 (1.2,2.7) 


(b) 


Solución: 


Las matrices de coeficientes de los elementos pueden calcularse mediante la ecuación 
(15.62). En cuanto al elemento 1, compuesto por nodos 1-2-4 correspondientes a la nu- 
meración local 1-2-3, como se indica en la figura 15.30(b), 


P, = —1,3, P, = 09; P, = 
O, = =0.2, O, = —0:4, O, = 0:6 
A = 1/2 (0.54 + 0.16) = 0:35 


La sustitución de estos valores en la ecuación (15.62b) da como resultado 


1.236 0.7786, Q4S7A 
[Cc] = | —0.7786. 0.6929 0.0857 (5.6.1) 
—0:4571 0.0857 0.3714 


En cuanto al elemento 2, de igual manera, integrado por nodos 2-3-4 correspondientes a 
la numeración local 1-2-3, como se indica en la figura 15.30(b), 


P, = —0.6, P, =1.3, Pa = —0.7 
Q, = —0.9, Q = 0.2, Q, = 0.7 
A= 1/2 (0.91 ‘+ 0.14) = 0:525 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
15.5. MÉTODO DEL ELEMENTO FINITO Mi 705 


Por tanto, = Safst orrorsbroidrasias isbia) abra ió 
0.5571 —0.4571 —01 
| [CP] = | 0.4571 0.8238 —0.3667 (15.6.2) 
i —0.1 —0.3667 0.4667 


IOO 


La aplicación de la ecuación (15.75) resulta en 


Ca a E | a [Es q E 
po Call Va), Ca Call (15.6.3) 


dd, 
Esto puede expresarse en forma más conveniente como 


E E, Or Es. f 
q obio | (15.6.4a) 
—Cu 
> > 
sE Paso Ph ye LoS (15.6.4b) 


TES OEOD J HEIE a as LAIA ; HUS 


TODD 


P Ca Sog + ¿E? =0. TESS + rE -125 
Gaos Ca = = CH + CQ = 0.0857 — 0.1 = —0.0143 
= CY + CQ = 10.3714 + 0.4667 = 0.8381 
: pa cg =,0.77 7786 
Cy = CQ = 0.4571: 
Ca = CQ = 0.4571 
Ca = CY = —0.3667 


Nótese que en la matriz de nichos de los oia seguimos la numeración local, 
y en la matriz de coeficientes global la numeración global. Así, la matriz cuadrada [C] se 


obtiene como pe E i $ 
sa e i e 0 MS Y 
ol a E o  —0:0143-|-— 
ES a 15:6:5 
reJ 10) o al O i C ) 
(a 0) —0.01433 O 0.8381 
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y la matriz [B] del miembro derecho de la ecuación (15.6.4a) como En 
ka de 
; 2 4.571 

y [B1= | 10.0 
3.667 


(15.6.6) 


La inversión de la matriz iċ] de la ecuación (15.6.5) produce 


o 
wi eran | 
SEO? j 14:438 4> 


Así, V, =0, V, = 3.708, V¿ = 10 y V, = 4.438. Una vez conocidos los valores del poten- 
cial en los modos, mediante la ecuación (15.51) puede determinarse el potencial en cual- 
quier punto dentro de la malla. ' 


Ejercicio 15.6 


a= NO) Í AE 
Calcule la mion de coeficientes global de la malla de dos elementos que aparece A 


OASIS daa S 219 numerario 
ocal G7 EK es nda od 
o se ind aca e o 


31(a), b 


figura 1: 2 está RG 


son el nodo 4 con mume 


a 


EMtO.O= = 10 - 0.9964 > 0.03), 0.2464 e | 
005. 10.7 ¿0:75 0.0>|.- 6 
Respuestas $2. |. 0.2464 0.799 1,5964  —0.6 | 
=- Los > 00 06 14 ; i 
0ST -91333 =? 0:7777 0:0 —1.056 
0.0777, 0.8192 —0.98 0.2386 


QOLorts ca Buco 0A 20.06 } 
Loose 0.2386  —1.06 1.877 | 


Nodo 1: (2,1) Nodo 3: (2,2.4) Figura 15.31. Para el ejercicio 15.6. 
Orra Nodo:2: :(3,2.5) >| Nodo 4: (1.5,1.6)> 9b >i? i 31 A 


“Ejemplo 15:7 
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place mediante el método del elemen- 


Escriba un programa para resolver la ecuación de La: 
que se presenta en la figura 


to finito. Aplique el programa al problema bidimensional 
15.32(a). 


Solución: 

La-región de solución se divide en 25 elementos triangulares de tres nodos, de lo que re- 
sulta un número total de 21 nodos, como se indica en la figura 15.32(b). Éste es un paso 
necesario para disponer de datos de entrada que definan la geometría del problema. Con 
fundamento en lo expuesto en la sección 15.5, en la figura 15.33 se presenta un programa 
general de Matlab para la resolución de problemas que impliquen la ecuación de Laplace 


Figura 15.32. Para el ejemplo 15.7: 
(a) problema electrostático 
bidimensional, (b) región de 
solución dividida en 25 elementos 
triangulares. 


y 


(a) 
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+ FINITE ELEMENT SOLUTION OF LAPLACE'*S EQUATION FOR 
% ; TWO-DIMENSIONAL PROBLEMS 
kJ TRIANGULAR ELEMENTS ARE USED 
$ ND = NO. OF NODES 
> NE = NO. OF ELEMENTS 
+ NP = NO. Or FIXED NODES (WHERE POTENTIAL IS PRESCRIBED) 
+ NDP(I) = NODE NO. OF PRESCRIBED POTENTIAL, I=1,2, ..., NP 
+ VAL(I) = VALUE OF PRESCRIBED POTENTIAL AT NODE NDP(I) 
+ NL(1,J) = LIST OF NODES FOR EACH ELEMENT I, WERE 
ES J=1,2,3 REFERS TO THE LOCAL NODE NUMBER 
$ CE(I, J) = ELEMENT COEFFICIENT MATRIX i 
+ C(I,J) = GLOBAL COEFFICIENT MATRIX 
$ B(1) = RIGHT-HAND SIDE MATRIX IN THE SYSTEM OF 
ES SIMULTANEOUS EQUATIONS; SEE EQ. (15.6.4) 
% X(I). Y(I) = GLOBAL COORDINATES OF NODE T 
Es XL(J), YLD(J) = LOCAL COORDINATES OF NODE J=1,2,3 
$ V(I) = POTENTIAL AT NODE I 
$ MATRICES P(I) AND Q (I) ARE DEFINED IN EQ. (15.62a) 
ES Ae de He de de de de de de e de de de de de de de de de de de de de de de e ee A Ae A AA AA Ae A Ae AA e Ae AAA A e Ade 
> FIRST STEP - INPUT DATA DEFINING GEOMETRY AND 
BOUNDARY CONDITIONS 
$ KKKKKKKAAAA RA AR AR RA RI AR A AR A HR RA A RA AR RR A AR A RR A A RA A RR A e e 
clear 
input ('Name of input data file = `) 
ES HA HA AH RA A AA AAA AA AI AAA IA RA A A IR A AAA AAA AA AA RA A AA A A AAA A A 
$ SECOND STEP - EVALUATE COEFFICIENT MATRIX FOR EACH 
ELEMENT AND ASSEMBLE GLOBALLY 
ES HAHAHA RARA AA AAA AAA AA AAA AAA RARA AAA AAA AAA AAA AA A A A A A A 
B = zeros(ND,1); 
C = zeros(ND,ND); 


for I=1:NE 
% FIND LOCAL COORDINATES XL(J), YL(J) FOR ELEMENT I 


K = NL(I, (1:3])3 
XL = X(K); 
YL = Y(K) 


P=zeros (3,1); 
Q=zeros (3,1); 


P(1) = YL(2) ~ YL(3); 
P(2) = YL(3) - YL(1)5 
P(3) = YL(1) - YL(2); 
Q(1) = XL(3) - XL(2); 
Q(2) = XL(1) - XL(3); 
Q6) = XL(2)” -— XD(1)7 
AREA = 0.5*abs( P(2)*Q0(3) ' = Q(2)*P(3) ); 


Figura 15.33. Programa de computación para el ejemplo 15.7. 
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-% DETERMINE COEFFICIENT MATRIX FOR ELEMENT I i f 
CE=(P*P" +.0*0”)/(4.0O*AREA) ; - r | 
% ASSEMBLE GLOBALLY - FIND C(I,J) AND B(I) | 
for J=1:3 -~ , 
IR = NL(1,3); 
- IFLAGI=0; ; se 
s CHECK IF ROW CORRESPONDS TO A FIXED NODE 
for K = 1:NP 
if (IR == NDP (K)) 
C(IR, IR) = 1.0; 
B(IR) = VAL(K); 
IFLAGÍ=1; | 
end | 
end % end for K = 1:NP 
if(IFLAGI == 0) 
for L = 1:3 
IC = NL(I,L); 
IFLAG2=0; 
% CHECK IF COLUMN CORRESPONDS TO A FIXED NODE 
for K=1:NP 
if ( IC == NDP(K) ), E 


io o Es | 


B(IR) = B(IR) - CE(J,L)*VvAL(K); 
IFLAG2=1; 
ená 


end % end for K=1:NP 
if(IFLAG2 == 0) 
C(IR,IC) = C(IR,IC) + CE(J,L)5 
end 
end % end for L=1:3 ` 
end wend if(iflagl == 0) 
end % end for J=1:3 
end % end for I=1:NE 


MR HE ER RI RH RR RR e e e e AR e e RR RR RR IRA e e e e e RA RIA 


> THIRD STEP - SOLVE THE SYSTEM OF EQUATIONS 


Y RA e e e e e e A e e e e e e A A A He 


yV = INV (C)*B; 


v=V*; 
ES ERAEARERA AREA ARE RARA RARA RARE AAA RRA A 
+ FOURTH STEP - OUTPUT THE RESULTS ý 


Ej HAHAHAHA RAAAAARKKAKKRRRRRR RRA AR RR ke ke ke RR e e e e e e e e e e e e e e 
diary examl47.out ; 
[ND, NE, NP] 

E TIM? << /Y* YI 

diary off 


Figura 15.33. (Continuación. ) z i i y 
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con elementos triangulares de tres nodos. La elaboración de este programa implicó bási- ETa 
camente los cuatro pasos indicados en la figura, los que se detallan a continuación. rri 


Paso 1. Se introducen los datos que definen el problema. Éste es el único paso que depen- 
de de la geometría del problema. Mediante un archivo de datos, se introduce el número de 
elementos, el número de nodos, el número de nodos fijos, los valores prescritos del potencial 
en los nodos fijos, las coordenadas x y y de todos los nodos y una lista de identificación 
de los nodos pertenecientes a cada elemento en el orden de la numeración local 1-2-3. En 
el caso del problema de la figura 15.32, en las tablas 15.3, 15.4 y 15.5 se presentan los tres 
conjuntos de datos de coordenadas, relación elementos-nodos y potencial prescrito en los 
nodos fijos, respectivamente. a 


Tabla 15.3. Coordenadas nodales 
de la malla de elementos finitos de q 
la figura 15.32. ME 


Nodo x y Nodo x y 
1 0.0 0.0 12 0.0 0.4 
2 0.2 0.0 13 0.2 0.4 
3 0.4 0.0 14 0.4 0.4 | 
4 0.6 0.0 15 06 0.4 
5 0.8 0.0 16 0.0 0.6 
6 1.0 0.0 17 0.2 0.6 
z 0.0 0.2 18 0.4 0.6 
8 0.2 0.2 19 00 0.8 
9 0.4 0.2 20 0.2 0.8 

10 0.6 0.2 21 00 1.0 
11 0.8 0.2 


Tabla 15.4. Identificación elementos-nodos. 


Nodo local núm. i Nodo local núm. 

Elemento núm. 1 2 3 Elemento núm. 1 2 3 
1 1 2 KA 14 9 10 14 
E 2 8 z 15 10 15 14 
3 2 3 8 16 10 TT 15 
4 2 9 8 17 12 13 16 
5 3 4 9 18 13 17 16 
6 4 10 9 19 13 14 ET 
7 4 5 10 20 14 18 17 
8 5 11 10 21 14 15 18 
9 5 6 11 22 16 17 19: 
10 7 8 12 23 17 20 19 
11 8 13 12 24 17 18 20 
12 8 9 13 25 19 20 21 

13 9 14 13 
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Tabla 15.5. Potencial prescrito enmodos fijos. ab sl s LED A RS A 


; Potencial” Potencial 
Nodo núm. prescrito Nodo núm. prescrito 


0.0 18 100.0 j 
0.0 20 100.0 T j 
0.0 21 - 50.0 
00 * 19 0.0 
0.0 16 0.0 
50.0 12 0.0 3 

100.0 pe: 0.0 f 

100.0 E i 


UKARANE 


pa 


Ga taisi lr 9 19: "Isdola” nii 2 Ri olme? sigais lo aja na | 
Tabla 15.6. Datos de entrada para el programa de elementos 
finitos de la figura 15.33. 


NN 
pu 
` 


y) ir Siri SUE Mana čt 2003 > sio 


II 


a gsf al zrni y bp: bD mE 


pa 
o 
p 
u 
p 
9 


ANO BOOM 
ooo ooo 


ooo ooo 
Oo Ao oo 


4. 5 E ar TS £ 


VAL = [ 0.0 0.0 0.0 0.0 . 
50.0 100.0 100.0 1 
50.0 0.0 0.0 0.0 
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Paso 2. Este paso entraña la determinación de la matriz de coeficientes de los elementos 


[C9] de cada elemento y de la matriz de coeficientes global [C]. Se aplica el procedimien- 
to que se explicó en el ejemplo anterior. La ecuación (15.6.4) puede expresarse en forma 


general como 
T0 va] ES Es i ] 
E eje] Es + ¡dee Cp Wa] 


[C] [V] = [B] 


En esta etapa se calculan tanto la matriz “global” [C] como la matriz [B]. 


Paso 3. Se invierte la matriz global obtenida en el paso anterior. Los valores del poten- 
cial en todos los nodos se obtienen mediante multiplicación de matrices, como se indica 
en la ecuación (15.76b). En lugar de invertir la matriz global es posible despejar el poten- 
cial en los nodos con la técnica de eliminación gaussiana. 


Paso 4. Se extrae el resultado de los cálculos. 
Los datos de entrada y salida se presentan en las tablas 15.6 y 15.7, respectivamente. 


Tabla 15.7. Datos de salida del 
programa de la figura 15.33. 


Nodo x y Potencial 


Fi 0.00 0.00 0.000 
2 0.20 0.00 0.000 
3 0.40 0.00 0.000 
4 0.60 0.00 0.000 
S 0.80 0.00 0.000 
6 1.00 0.00 50.000 
7 0.00 0.20 0.000 
8 0.20 0.20 18.182 
9 0.40 0.20 36.364 
10 0.60 0.20 59.091 
11 0.80 0.20 100.000 
12 0.00 0.40 0.000 
13 0.20 0.40 36.364 
14 0.40 0.40 68.182 
15 0.60 0.40 100.000 
16 0.00 0.60 0.000 
17 0.20 0.60 59.091 
18 0.40 0.60 100.000 
19 0.00 0.80 0.000 
20 0.20 0.80 100.000 
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Figura 15.34. Para el ejercicio 15.7. 


nento finito. Divida la región 
: 15.34. Compare 
“de las diferen- 


emplo 15.3. 


Líneas de campos eléctricos y líneas equipotenciales debidas a fuentes de puntos 
coplanares pueden trazarse siguiendo la técnica numérica que se presentó en es- 
te capítulo. El concepto básico puede prolongarse al trazado de líneas de campo 
magnético. 

Un problema electromagnético en forma de ecuación diferencial parcial puede re- 
solverse mediante el método de las diferencias finitas. La ecuación de diferencias 
finitas que aproxima la ecuación diferencial se aplica en puntos de cuadrícula es- 
paciados de modo ordenado sobre la región de solución entera. La cantidad de 
campos en los puntos libres se determina empleando el método más apropiado. 
Un problema electromagnético en forma de ecuación integral se resuelve fácil- 
mente mediante el método de momentos. La cantidad desconocida dentro del signo 
de integral se determina igualando ambos miembros de la ecuación integral en un 
número finito de puntos en el dominio de la cantidad. 

Mientras que el método de las diferencias finitas se restringe a problemas con regio- 
nes de solución de forma regular, el método del elemento finito es apto para proble- 
mas de geometría compleja. Este método implica dividir la región de solución en 
elementos finitos, deducir las ecuaciones para un elemento representativo, reunir 
todos los elementos en la región y resolver el sistema de ecuaciones resultante. 
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En este capítulo se expusieron ejemplos ilustrativos de la aplicación de cada método 
a problemas prácticos y, cuando fue necesario, se proporcionaron programas de compu- 
tación para la resolución de tales problemas: 


Preguntas de repaso 


15.1. 


En el punto (1,2, 0) de un campo sTéctrico debido a cargas puntuales coplanares, se tiene 
E = 0.3 a, — 0.4 a, V/m. Un desplazamiento diferencial de 0.05 m sobre una línea equipo- 
tencial en ese punto conducirá al punto 


a) (1.04, 2.03, 0) 

b) (0.96, 1.97, 0) 

c) (1.04, 1.97, 0) $ 
d) (0.96, 2.03, 0) » => 


¿Cuál de las siguientes no es una aproximación correcta de diferencias finitas de dV/dx en 
Xo Sİ h = Ax? 


V(xo + h) — V(xa) 
a) a a 


b) Aeae a E h) 

VER =iV E h) , 
AO: S 
d VES + y Yle — h) 

VES + EZ) — Vita — 12) 

e) -CAI > A 


El elemento triangular que aparece en la figura 15.35 se encuentra en el vacío. El valor aproxi- 
mado del potencial en el centro del triángulo es 


a) 10V 
b) 75V 
O 3V 
d) OV 


Para efectos de análisis de diferencias finitas, una placa rectangular de 10 por 20 cm se divi- 
de en ocho subregiones mediante líneas paralelas a los extremos de la placa separadas 5 cm 
entre sí. ¿Cuántos nodos libres hay si los extremos están conectados a alguna fuente? 


a) 15 
b) 12 
e) 9 
d) 6 
e) 3 


15.6... 


15.7. 


15.8. 
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(2,3) > Figura 15.35. Para las preguntas de repaso 15.3 y 15.10. 


En la ecuación de diferencias Va = Vai + Va con V, = Vs = 1 y comenzando con los 
valores iniciales V„ = O para 1=n= a, el valor de V, después de la tercera iteración es 


aj E EE 
b) 3 f 
c) 9 gøsis js no otiiozsb 


T S 


La matriz de ii ; [A] obtenida en el moio de momentos zo posee una de estas 
propiedades: i r Ef 


a) Es densa (es decir, contiene muchos términos diferentes de cero). 
b) Está.en banda. de i 

c) Es cuadrada y simétrica. 

d) Depende de la geometría del problema dado. 


Una divergencia importante entre los métodos de las diferencias finitas y del elemento fini- 
to.es que- - 


a) La solución en uno de ellos resulta en una matriz escasa. 

b) La solución en uno de ellos es conocida en todos los puntos del dominio. 
c) Uno de ellos se aplica a la resolución de ecuaciones diferenciales parciales. 
d) Uno de ellos se limita a problemas sin variación en el tiempo. 


Si la placa de la pregunta de repaso 15.4 se discretiza para el análisis del elemento finito de 
manera que se tenga el mismo número de panos aa r ¿cuántos elementos trian- 


gulares resultan? 
ic o5 


a) 32 
b) 16 
c) 12 
d) 9 
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blemas j 


15.9. 


15.10. 


¿Cuál de los enunciados siguientes sobre funciones de forma no es cierto? 


a) Son de naturaleza interpolatoria. 

b) Deben ser continuas en todo el elemento. 

c) Su suma es idéntica a la unidad en cualquier punto dentro del elemento. 

d) La función de forma asociada con un nodo dado tiende a cero en cualquier otro nodo. 
e) La función de forma asociada con un nodo equivale a cero en ese nodo. 


El área del elemento de la figura 15.35 es 


a) 14 
b) 8 
ad? 
d 4 


Respuestas: 15.1a, 15.2c,*115.3a, 15.4e, 15.5c, 15.6b, 15.7a, 15.8b, 15.9e, 15.10d. 


15.1. 


15.3. 


Con base ya sea en el programa descrito en el ejemplo 15.1 o en un código equivalente ela- 
borado por usted, trace las líneas de campo eléctrico y líneas equipotenciales de los casos si- 


guientes: 
a) Tres cargas puntuales de —1,2 y 1 C ubicadas en (— 1, 0), (0, 2) y (1, 0), respectivamente. 


b) Cinco cargas puntuales idénticas de 1 C situadas en (—1, —1), (—1,D), A, —1), (1,1) y (0, 
0), respectivamente. 


Dada la ecuación diferencial unidimensional 


Py _ 
dx? 


O, ER E 


sujeta a y(0) = 0, y(1) = 10, use el método (iterativo) de las diferencias finitas para hallar 
y(0.25). Adopte A = 0.25 y realice cinco iteraciones. 


jo dv dav ss 
a) Obtenga de la siguiente tabla ri Ax? en x = 0.15. 
x 0.1 0.15 “= 0.2 0.25 0.3 


g 1.0017 1.5056 2.0134 2.5261 3.0452 


b) Los datos de la tabla anterior se han obtenido de Y. = 10 senh x. Compare el resultado 
que obtuvo en el inciso a) con los valores exactos. 


4 La fórmula del inciso a) es una fórmula de diferencias hacia delante, la del inciso b) una fórmula 
de diferencias hacia atrás y las de los incisos d) y e) fórmulas de diferencias centrales. 


15.5. 


15.6. 


15.7. 


20 V 
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Figura 15.36. Cuadrícula de diferencias finitas en 
coordenadas cilíndricas; para el problema 15.5. 


Demuestre que la ecuación de diferencias finitas para la ecuación de Laplace en coordena- 
das cilíndricas, V = V(p, z), es A ; 


Vito Zo) = i [voo Zot h) + V(Po Zo — h) + (a me +) 
V(po + h, zo) + (a a ==) Vio, h, ze) | 


donde 4 = Az = Ap. 
Con base en la representación de diferencias finitas en coordenadas cilíndricas (pe, $) en 


un punto de cuadrícula P que se muestra en la figura 15.36 y concediendo que p = m Ap y 
p = n Agp de manera que V(p, p)|e = V(mAp, nâg) = V7, demuestre que y 


E ir i )ypyn 
VV mn ME 35) Vmi ' o E (+) Van + 
1 : 

q VE DR ds EA ] 

(nm apy ( m) 
El potencial de los cuatro lados de un tanque conductor,cuadrado se mantiene en —10, 0,30 
y 60 V. Determine el potencial en el centro del tanque. 


Siga el MDF para calcular el potencial en los nodos 1 y 2 del sistema de potencial que apa- 
rece en el figura 15.37. 


30V Figura 15.37. Para el problema 15.7. 


20V 


ov 


| 
| 
f 
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15.9. 


15.10. 


15.11. 


Figura 15.38. Para el problema 15.9. 


Repita el problema 15.7 si ps = a nC/m?, h = 0.1 m y e = £, donde h es el tamaño de 


la malla. 


Considere el sistema de potencial que se presenta en la figura 15.38. a) Asigne a los nodos 
libres un valor de cero y calcule el potencial en ellos en cinco iteraciones. b) Resuelva este 
mismo problema con el método de la matriz en banda y compare el nuevo resultado con el 
que obtuvo en el inciso a). 


Aplique la técnica de matriz en banda para establecer un sistema de ecuaciones simultáneas 
de diferencias para cada uno de los problemas representados en la figura 15.39. Obtenga las 
matrices [4] y [B]. 


a) ¿Qué modificaciones haría a las matrices [4] y [B] del ejemplo 15.3 si la región de solu- 
ción tuviera una densidad de carga ps? 


b) Escriba un programa para despejar el potencial en los puntos de cuadrícula que se ilus- 
tran en la figura 15.40 suponiendo una densidad de carga ps = xQ i 1) nC/m?”. Use el 
método iterativo de las diferencias finitas y adopte e, = 1.0. 


Figura 15.39. Para el problema 15.10. 


qe 


583 
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Figura 15.40. Para el problema 15.11. 


15.12. La ecuación de onda bidimensional está dada por 


15.14. 


15.15. 


15.16. 


1 2p _ 949 se P 


a PO a ah aA 


Concediendo que D”,, , denota la aproximación de diferencias finitas de Plm Za» 1), de- 
muestre que el sistema de diferencias finitas para la ecuación de onda es 


Phn = 2 Dl — DAA A (Br E Ohra — 2 Ph a) + 
Dinar + Pa — 2.8 1) 
donde h = Ax = Az y a = (cAt/h)?. 


Escriba un programa en el que se emplee el sistema de diferencias finitas para resolver la 
ecuación de onda unidimensional 


av... av 
= =% O=x=1, :>0 
ax? a? se 


dadas las condiciones en la frontera V(O, £) =.0, V(1,£) = 0,£ > O y la condición inicial 
9V/or (x, 0) = O, V(x, 0) = sen rx, O <x < 1. Adopte Ax = Af = 0.1. Compare su solución 
con la solución exacta V(x, 1) = sen mx cos art respecto de O < £ < 4. 


a) Demuestre que la representación de diferencias finitas de la ecuación de Laplace con ba- 
se en la molécula de nueve nodos de la figura 15.41 es 


Vo = 1/8 (V1 + Va + Vz + Va + Vs + Ve + V3 + Vg) 
b) Repita el ejemplo 15.4 utilizando este sistema. 
Una línea de transmisión consta de dos alambres idénticos de radio a separados por una dis- 
tancia d, como se muestra en la figura 15.42. Mantenga un alambre en 1 V y el otro en -1 V 


y use el MM para hallar la capacitancia por unidad de longitud. Compare su resultado con 
la fórmula exacta para C referida en la tabla 11.1. Adopte a = 5 mm, d =cm, € =5Smye=e.. 


Determine el potencial y campo eléctrico en el punto (—1, 4, 5) debido al alambre conduc- 
tor delgado de la figura 15.19. Adopte V, = 1 V, L = 1m,a = 1 mm. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Wi è METODOS NUMÉRICOS 


4 


15.17. 


15.18. 


3 2 Figura 15.41. Molécula de nueve nodos para el 
problema 15.14. 


Dos alambres conductores de igual longitud L y radio a están separados por un espacio 
reducido e inclinados en un ángulo 0, como se advierte en la figura 15.43. Halle la capaci- 
tancia entre ellos mediante el método de momentos en los casos O = 107,20", ..., 180°. Asig- 
ne al espacio un valor de 2 mm, a = 1 mm; L = 2 m; e, = 1. 


Determine con el método de momentos la impedancia característica de la línea de trans- 
misión de cintas delgadas de longitud infinita que se muestra en la figura 15.44(a). Divi- 
da cada cinta en N subáreas, como se indica en la figura 15.44(b), de manera que en la 
subárea i, 


donde 


Af in Ry Aj 

21, 

Ay= J ne 
Je IMA€—= 15), ¿=3 


Ry es la distancia entre las subáreas de orden í y j y V; = 1 o —1 dependiendo de si la 
subárea de orden ¿ se encuentra en la cinta 1 o 2, respectivamente. Escriba un programa 
para hallar la impedancia característica de la línea con base en el hecho de que 


V Moo 


d 


Figura 15.42. Para el problema 15.15. 
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f 
Figura 15.43. Para el problema 15.17. Į 


o 
Mz 
> 
> 


=> 


OS ES 
y Va = 2 V es la diferencia de potencial entre las cintas. Adopte H =2 m, W=SmyN= 20. 


HARÁ 


A 


15.19. Considere la línea coaxial de sección transversal arbitraria que se muestra en la figura 
gi 15.45(a). Usar el método de momentos para hallar la capacitancia C por longitud implica 
RI + dividir cada conductor en N-cintas de manera que el potencial en la cinta de orden j esté 


dado por 
2N 
yj 2 Pi Aj 
donde 


(b) 


Figura 15.44. Análisis de línea de transmisión de cintas mediante 
el método de momentos; para el problema 15.18. 
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Cb) 
V=1 


(a) 


Figura 15.45. Para el problema 15.19; línea coaxial de (a) sección 
transversal arbitraria y (b) sección transversal cilíndrica elíptica. 


y V¡= 10-—1 dependiendo de si Af, se sitúa en el conductor interno o externo, respectiva- 
mente. Escriba un programa de Matlab para determinar la carga total por longitud en el ca- 
ble coaxial de sección transversal cilíndrica elíptica que aparece en la figura 15.45(b) con 
base en 


N 
Q= BP: 
y la capacitancia por unidad de longitud con base en C = Q/2. 


a) Para comprobar su programa, adopte A = B = 2 cm y a = b = 1 cm (línea coaxial de 
sección transversal circular) y compare su resultado con el valor exacto de C = Z11g/ 
In(4/a). { ? 

b) Adopte A = 2 cm, B = 4 cm, a = 1`cm y b = 2 cm. 

[Pista: En el caso de la elipse interna de la figura 15.45(b), por ejemplo, 


a 


A A 
V sen? $ + v? cos”? $ 


donde v = alb, d€ = r dy. Adopte r, = 1 cm.] 


Al dividir en N segmentos iguales la barra conductora de sección transversal rectangular 
que se muestra en la figura 15.46 se obtiene el potencial en el segmento de orden j como 


N 
Vym Y liA; 
donde 
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E 


Figura 15.46. Para el problema 15.20. 


y A es la longitud del segmento. Si se mantiene la barra en 10 V se obtiene 
[alle] = 1011] 


$ ao donde [M]=[111...1y q,=pyhA. 


a) Escriba un programa para hallar la distribución de carga p, en la barra y adopte £ = 2 m, 
h = 2 cm,żt = 1 cm y N = 20. 


ib). Calcule la capacitancia del conductor aislado con base en 
s C = QIV = (q+ q2 + .. . + quy10 
15.21. Otra manera de definir las funciones de forma en un punto arbitrario (x, y) de un elemento fi- 


nito consiste en usar las áreas A,, A, y A, que aparecen en la figura 15.47. Demuestre que 


Bi al 


s4p 2 na 


Ax 


A = "q > k=1,2,3 


, donde A =.4, + A, + A, es el área total del elemento triangular. 


15.22. Con relación a cada uno de los elementos triangulares que se presentan en la figura 15.48: 


a) Calcule las funciones de forma. 
b) Determine la matriz de coeficientes. 


A 


15.23. Los valores del potencial nodal del elemento triangular que se muestra en la figura 15.49 
son V, = 100 V, V, = 50 V y V, = 30 V. a) Determine el punto en el que la línea equipoten- 
cial de 80 V interseca con las fronteras del elemento. b) Calcule el potencial de (2, 1). 


Figura 15.47. Para el problema 15.21. 


Cea Y3) 
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Figura 15.48. Elementos triangulares 
para el problema 15.22. 


Y 


(1, 0.25) 


(0.0) 
So i i o a 


15.24. El elemento triangular que aparece en la figura 15.50 formà “parte de una malla de elemen- 
tos finitos. Si V, = 8V, Vz = 12 V y V}; = 10 V, halle el potencial en a) (1,2) y b) el centro 
del elemento. 


15.25. Determine la matriz de coeficientes global de la región de dos glementos que aparece en la 
figura 15.51. 


15.26. Halle la matriz de coeficientes global de la malla de dos elementos de la figura 15.52. 


15.27. Con relación a la malla de dos elementos de la figura 15.52, conceda que V, = 10 V y V, 
= 30 V. Halle V; y V4. 


y Figura 15.49. Para el problema 15.23. 
(2,2) > 
yo y | | Y 
3, ! 
aD cd oa | 
(A, 4) Figura 15.50. Para el problema 15.24. 
(0, 0) 


Q,-1) 


Ob 
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Figura 15.51. Para el problema 15.25. 


y 


z "Figura 15.52. Para los problemas 15.26 y 15.27. 


-- -> 


de (3,0) 


15.28. La malla de la figura 15.53 forma parte de una 'malla mayor. La región sombreada es con- 


ductora y no tiene elementos. Halle Css y Cs,1- 


T9% HU 
15.29. Use el programa contenido en la figura 15.33 para resolver la ecuación de Laplace del proble- 
ma representado en la figura 15.54, donde V, = 100 V. Compare la solución de elemento 


finito con la solución exacta referida en el ejemplo 6.5; es decir, 


_ AV, sen nT xX sen nm y ES 
Bwar- A n =2k +1 


Figura 15.53. Para el problema 15.28. 
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Figura 15.54. Para el problema 15.29. 


15.30. Repita el problema anterior con V, = 100 sen mx. Compare la solución de elemento finito 
con la solución teórica [similar al inciso a) del.ejemplo 6.6]; es decir, 5 


100 sen 7r x senh 7 y 


AC RAT senh 7r 


15.31. Demuestre que al aplicar el MDF a una malla cuadrada se obtiene el mismo resultado que 
con el MEF si los cuadrados se cortan en triángulos. 


A E SN 
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Fórmulas matemáticas 


A.1. Identidades trigonométricas 


sen A 1 
A e A = aA 
d; 1 
ae cos A” den sen A 
sen? A + cos? A = 1, 1 + tan? A = sec? A 


1 + cot? A Ž ese A “i 
sen (A += B) = sen A cos B + cos A sen B 
cos (A + B) = cos A cos B + sen A sen B 
2 sen A sen B = cos (A — B) — cos (A + B) 
2 sen A cos B = sen (A + B) + sen (A — B) 
2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A — B) 


send + a e A 
2 2 
"sen A — sen B = Fes Lit 
2 2 
E PEE TE A 
j 2 2 
+ — 
cos A — cosB = -2 sen 132 sen 22 
cos (A + 90%) = + sen A 
sen (A =+ 90%) = + cos A 
tan (A + 90%) = —cot A 
cos (A + 180%) = —cos A 


sen (A + 180%) = —sen A 


:8 
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tan (A + 180%) = tan A 
g sen 2A = 2 sen A cos A 
cos 2A = cos? A — sen? A = 2 così? A — 1 = 1 — 2 sen? A 


tan A + B 
ake A e T Dg AX 
ana =2) 1 = tan A tan B 
2 tan A 
24 = A 
PA TAPA 
IA ¿=jA ¡A -jA 
ARA Pe a i P JON ia lo 
2j 2 
ei = cos A + jsen A (identidad de Euler) 
m = 3.1416 


1 rad = 57.296° 


? 


«2. Variables complejas 


Un número complejo puede representarse como 


z =x + jy = r0 = re? = r (cos + ¡sen 0) 


donde x = Rez = r cos 9, y = Imz = r sen 
r= z| =v F, 0 = tan” 


El conjugado complejo de z = z* = x — jy = r/—90 = re” 


= r(cos 0 — j sen 0) 


(e?) = e"? = cos nO + j sen nO (teorema de De Moivre) 


Si z; = xXx, + jy y Z2 = x2 + jy,, entonces z, = z, sólo si x, = x2 Y Yı = Y2- 


Z Ez mA a F) Ejo + y2) 


ZıZ2 = (1x2 — Y1Y2) + j@1y2 + x271) 


Z1Z2.= rirze o +8) = rir2/01 + 02 
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Zi Ga + jya) (2 — jy2) — XX2 + y1Y2 q ¡22d Y 
Za (x2 + jy2) (x2 — Jy2) x3 + y ER 


Zi — fa Hera) — EE = 
elo y LO CA 


Z2 r2 


Vz = Vx + jy = Vr e2 = Vr /012 


PiS = reen =r /n8 . (n = entero) 
zn = (x jy) = rne = Un ona + 2rrkIn(k =0,1,2,....n— 1) 


ln (re) = ln r + In e? = ln r + j0 + j2kmr (k = entero) 


A.3. Funciones hiperbólicas 


i Pi e" + a? 
sud e E so. — —— 
senh x 1 
> * = cosh x” A S ka 
1 1 
A enha HEERE E cosh x 
sen jx = j senh x, cos jx = cosh x 
senh jx = j sen x, cosh jx = cos x 


senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 
cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 
senh (x + jy) = senh x cos y + j cosh x sen y 
cosh (x + jy) = cosh x cos y + j senh x sen y 


sen 2y 
cosh 2x + cos 2y 


senh 2x +j 


tanh + 7f = AAN. 
E ¿0 cosh 2x + cos2y 


cosh? x — senh? x = 1 
sech? x + tanh? x = 1 


sen (x + jy) = sen x cosh y + j cos x senh y 


cos (x + jy) = cos x cosh y + j sen x senh y 
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4. Identidades logarítmicas 


log xy = log x + log y 
log% = log x — log y 
log x” = n log x 
log, x = log x (logaritmos comunes) 


log, x = ln x (logaritmos naturales) 


Si |x| <= 1, ln (1 + x) =x 


5. Identidades exponenciales 


donde e = 2.7182 


.6. Aproximaciones de cantidades pequeñas 


Si lx] < 1, 
Gdix”= 1 >nmx 
e =1l+x 
ln (1+x)=x 


) sen x 
senx =x o lfm ——— = 1 
i x—>0 x 


cos x = 1 


tan x =x 
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A.7. Derivadas 


Si U = U(x), V = V(x) y a = constante, 


d dU 
o m 
d ` dV dU 
e Pd ¿dr 
go HE gy BY 
jz] _ dx — dxs 
dx | V y? 
d a — n—1 
= (aUu”) naU 
log, e dU 
Ei aE 
1 du 
A: aa 
ds dU 
a = dY Iina i 
d dÙ 
Pa e 
La <= py a a O g E 
dx : e d 
dU 
z sen U = U de 
d du 
de U = -sen U -ix 
$ dU 
4 tan U = sec? U da 
d dU 
de senh U = cosh U 3 
dU 
qe Bm Tr = senh Vaz 
d dU 
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B. Integrales indefinidas 


Si U = U(x), V = V(x) y a = constante, 
Í adx = ax + C 


1 U dV =UV — f V dU (integración por partes) 


urn+1 
n +1 


fur au = +C, w+ 1 


dU 
AA Ak + 
5 ln U C 
[ean - £ +c, a=x0a A1 
Ina 
| au = + Cc 
i ; 
| edas =} è 
2 
| xe ax e de 1) + € 
| ter ax = E (er — 26% + 23 + E 
[mxax=ximx=x+c 
1 
| sen ax ax = ~z eos ax + C 
1 
| cos ax ax = $ sen ax + c 
1 L 
tan ax dx = ¿Insecax + C = —¿Incos ax + C 


| sec ax ax = Ž In (sec ax ttin ax) + E 
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| sen? ax ax = ž — 22282, € 
| cost ax ax = ž + 12e € 
2 4a 


(sen ax — ax cos ax) + C 


a]e 


| xsen ax ax = 
1 
xcosax dx = (cos ax + až sen ax) + C 
er? 
| e% sen bx ax = sa presen bx — b cos bx) ca EC 


[e cos bx ax = -z p (a cos bx + b sen bx) + C 


: sen(a— bjx sen (a + b)x 5 
f sen ax sen bx dx = Z(a = b) a FB) +C, V E 
2. . Sos (a — b)x cos (a + b)x à 
| sen ax cos bx dx = 2(a = b) “Do S a +p 
_ sen(a— b)x sen (a + b)x 5 
| cos ax cos bx ax = Sa — E) + 2(a + b) +C, ZAB 


| senn ax ax = Z cosh ax + E 
EA 
cosh ax dx = q senh ax + C 


| tann ax ax = Ž in cosh ax G 


dx e 

La Z ¿tan 1cC 
xdx 1. : 

27-22 ¿m(+04)+C 
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x — a@ Lp 2% 
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1 e —rae 
—m=— + > 
A 5 ER e 


A E +=<a 
2a A e =i 


dx E 
e a 
| Verr 

V a 
E a Y, > xla? = 
Era aea 
[oa HC 
t PE VE 


xX dx V x + a = x 
Eee m Noe 
E PE T AE WS PET 

fo e ne 


. Integrales definidas 


m a 5 
O, 
sen mx sen nx dx = Í cos mx cos nx dx = 
o lo mi2, 
pa ¡A m + n = par 
Í sen mx cos nx dx = 2m P 
o tl» m.+ n= impar 
mó — y 
27 m o 
> 
f sen mx sen nx dx = f sen mx sen nx dx = { 
5 ar 
o ` —ar > 


O, Ja = 0 
—ariZ, a=<o0O 


f mi2, a>o0, 
sen ax 


T 
dx => 


mÁn 
im =n 


mX*n 
mR=mn 


A.10. 
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mT 
a Taag 
i n! 
x"e "dx = 
lo ae 
ee 1 ar 
—axr ES Es 
e dx 3 pa 


oo 
Í ecos bx dx = 
(0) 


e DR 
a + b> 


oo 
f e” “sen bx dx = 
o 


A.10. Identidades vectoriales 


Si A y B son campos vectoriales mientras que U y V son campos escalares, 


V(U+V)=VU+VV 


V (UV) = UVV + VVU 


U V(VU) — U(VV) 
[E] - En ue 
vy” = nV" vv (7n = entero) 
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+AX(VxB)+Bx(VXxA) 
V-(A+B)=V-A+V-B 
V-(AXB)=B-(VxA)-A-(VxB) 
V-(VA)=VV-A+A-VV 

vV- (VV) = VV 

V-(VxA)=0 

Vx(A+B)=VxA>+V>xB 
Vx(AXB)=A(V-B)-B(V-A)+(B- V)A — (A - V)B 
Vx (VA) = VVx A+ V(V XA) i 
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Vx(vYN)=0 
Vx(VxA)=V(V-A)— VA 

$ A -dl = ji 7TXxXA-dS 

É S 

$ Vdl = -Í VV x ds 

rA S 
$ A -dS = | V-A dv 

Ss v 


$ vas = | vv av 
S v 


f axas=-|vxaa 
S v 


i3 
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Apéndice B 
Constantes de los materiales 
EA A AA IA AAA AAA 


Tabla B.1. Conductividad aproximada* de algunos 
materiales comunes a 20°C. 9 , 


Material 5 Conductividad (siemens/metro) 
Conductores : 
Plata 61.26 107 
Cobre (recocido normal) 5.8 X 107 
Oro 4.1 X 107 
Aluminio 3.5 XxX 107 
Tungsteno i 1.8 X 107 
Cinc > 1.7 X 107 
Cobre AT XA 107 
Hierro (puro) 107 
Plomo 5 X 106 
Mercurio mm 106 
Carbón 3X 10* 
Agua (de mar) 4 
Semiconductores 
Germanio (puro) y 22 
Silicio (puro) 4.4 X 1074 
Aisladores j 
Agua (destilada) 1074 
Tierra (seca) 107% 
¡Baquelita POS: E de 
Papel '*e10orH 
Vidrio Or Ez 3 
Porcelana 1072 IQ y 
Mica z 1075 i 
Parafina 10715 : š 
` Hule (duro) 10715 r A er 
Vidrio (de cuarzo) 104 
Cera 104 


*Los valores varían según la fuente a causa de las numerosas 
variedades de la mayoría de los materiales y de que la 
conductividad es sensible a la temperatura, humedad, contenido, 
impurezas y otros factores. 
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Tabla B.2. Constante dieléctrica o permitividad 
relativa (€) y resistencia aproximadas de algunos 
materiales comunes.* 


Constante Resistencia 
dieléctrica dieléctrica 
Material € (adimensional) EV/m) 
Titanato de bario 1200 7.5 X 105 
Agua (de mar) 80 
Agua (destilada) 81 
Nailon 8 
Papel 7 12 Xx 10% 
Vidrio 330 35 X 10% 
Mica 6 70 X 10% 
Porcelana 6 
Baquelita s 20 X 10% 
Vidrio (de cuarzo) 5 30 X 10% 
Hule (duro) 3.1 25 X 10% 
Madera 2.5 — 8.0 
Poliestireno 2S5 
Polipropileno 2.25 
Parafina 22 30 X 10€ 
Aceite de petróleo 2.1 12 X 10% 


Aire (1 atm.) 1 3X 10% 


*Los valores aquí referidos son únicamente representativos; 
varían según la fuente a causa de las variedades de la mayoría 
de los materiales y de la dependencia de e, respecto de la 
temperatura, la humedad y otros factores. 


Tabla B.3. Permeabilidad relativa (14) de algunos materiales.* 


Material pe, Material a, Material 
Diamagnéticos Paramagnéticos Ferromagnéticos 
Bismuto 0.999833 Oxígeno (a temperatura Cobalto 
Mercurio 0.999968 y presión estándar) 0.999998 Níquel 
Plata 0.9999736 Aire 1.00000037 Hierro dulce 
Plomo 0.9999831 Aluminio 1.000021 Hierro al silicio 
Cobre 0.9999906 Tungsteno 1.00008 
Agua 0.9999912 Platino 1.0003 
Hidrógeno (a temperatura Manganeso 1.001 
y presión estándar) =1.0 


*Los valores aquí referidos son únicamente representativos; varían según la fuente a causa de las variedades 
de la mayoría de los materiales. ) 


Caj 
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Apéndice C 
Soluciones de los problemas de número impar 
AAA AA AA AAA A AAA A TAN 


Capítulo 1 


1.1. —0.8703a, —0.3483a, —0.3482a, 
1.3. a) Sa, + 4a, + 6a, 
5) —Sa, — 3a; + 238, 
c) 0.439a, — 0O.11la, — 0.3293a, 
d) 1.1667a, — 0.7084a, — 0.7084a, 
12 —4 
a RAE AR=3 
1.7. Comprobación Ss 
1.9. a) —2.8577 
b) >72.8577a, + 0.8571a, — 0.4286a, 
c) 65.912 > 
1.11. 72.36”, 59.66”, 143.91? i 
1.13. a) (B - AJA — (A - A)B 
onu B) (A: BLA <A) — (A- AJA x B) 
1.15. 25.72 5 
1.17. a) 7.681 
b) —2a, — Sa, 
c) 137.43" 
d) 11.022 
e) 17.309 
1.19. a) Comprobación 
b) cos 6, cos 0, + sen 6, sen 6,, cos 6, cos 0, — sen 0, sen 0, 


0, — 0, 
PA 


1.21. aj 10.3 e RA } - j n ERY 
b) —2.175a, + 1.631a, — 4.893a,. i 3 A ESS 
c) —0.175a, + 0.631a, — 1.89a, . ä j 


jt 


c) sen 
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2.1. 


2.3. 


2.5. 


2.7. 


2.9. 
2.11. 


2.13. 


2.15. 


2.17. 


2.19. 


2.21. 


2.23. 


a) 
b) 
c) 
d) 
a) 
b) 


a 


Y 


b) 


a) 


b) 


P(0.5, 0.866, 2) 

O(0, 1, —4) 

R(—1:837, —1/061, 2.121) 

T(3.464, 2, 0) 

pz cos $ — p? sen $ cos $ + pz sen q 
r(1 + sen? € sen? y + cos 0) 


1 4 
z (pa, + 4a,), (sento + £seno» 


4 
AE a, + sen 0 (cos o — Das 
pr + z r 


(pa, + za,), rsenó0 a, 


E un 
Vip? + z? 


> o j 
Ea VEA (A AR a, +22 F 


AAA 


Comprobación 


a) 
b) 
a) 


b) 


c) 


EA (a, + xya, +.yz?a,), 3 


r(sen? O cos q + r cos? 0 sen p)a, + r sen 0 cos 0 (cos $ — r cos 0 sen 4) ap, 3 
r sen 0 [sen q cos 0 (r sen 0 + cos $) a, + sen ġ (r cos? 0 — sen 0 cos œ) 
ay + 3 cos 9 as), Sa, — 21.21a, 


VAR E (pa, + 


a ay + za; ), 4.472a, + 0.8944a, + 2.236m, 

Una línea infinita paralela al eje z 

Punto (2, —1,10) > 

Un círculo de radio r sen 0 = 5, es decir, la ¡htéfkcctión de un cono y una esfera 
Una línea infinita paralela al eje z 

Una línea semiinfinita paralela al plano x-y 

Un semicírculo de radio 5 en el plano x-y 

a, a, + 7a, 

143.26 

— 8.789 


=a 
0.6931a, 

—A¿ + 0.6931la, 

0.6931a, 

3a + 25a,, —15.6a, + 10a, 
2.071a, — 1.354ay¿ + 0.4141la, 

=(0. 5365a, s0 1073a, + 0. 8371a,) 


(sen O cos? $ + 3 cos 0 sen? $) a, + (cos 0 cos? $ + 2 tan O cos 0 sen? y — 
sen 0 sen” $) a, + sen 9 cos $ (sen $ = cos jag 


Ar 


kx. 


Capítulo 3 
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3.1. 


3.3. 


3.5. 


IZ: 


3.9. 
3.11. 


3.13. 


3.15. 
3.17. 


3.19. 
3.21. 


3.23. 
3.25. 


3.27. 
3.29. 


3.31. 


3.33.. 


3.35. 


a) 2.356 

b) 0.5236 

c) 4.189 

a) 6 

b) 110 

c) 4.538 

0.6667 

a) —50 

6)  =39:5 

4a, + 1.333a, 

a) (20,62) 

b) —2a, + (2.4t + 5)a, m/s 
a) —0.5578a, — 0.8367a, — 3.047a, 
b) 2.5a, + 2.Sa¿ — 17.32a, 
c) —a, + 0.866a, 

A lo largo de 2a, + 2a, — a, 
a) —y?a, + 2za, — xa, 0 
b) (p? — 322)a, + 4p?a,, 0 


cos 
c) —2 cot 8 cos $ uE 5 '€S + cos 0 Jay, 0 
a) Comprobación . 
b) 2xyz 
re ES 
Comprobación 
a) 6yza, + 3xy’a, + 3x?°yza, 


b) 4yza, + 3xy?a, + 4x?yza, 

c) 6xyz + 3xy? + 3x?%yz 

d) 2(x2 + y? + z?) 
Comprobación 

a) (6xy? + 2x? + x%y2)e*"?, 24.46 
b) 3z(cos p + sen 4), —8.1961 


c) e™ sen 8 cos y G E= 2), 0.8277 


a) Comprobación, ambos miembros iguales a 1.667 
b) Comprobación, ambos miembros iguales a 131.57 
c) Comprobación, ambos miembros iguales a 136.23 


APÉNDICE CC mM 741 


"492 EM APÉNDICE C http://libreria-universitaria.blogspot.com 


3.37. a) 417 — 2 

b) Tm 
3.39. O 
3.41. Comprobación 
3.43. Comprobación 
3.45. œ = 1 = B = y, —1 


AA 


calce de 


capítulo 4 


A ETA 


4.1. —5.746a, — 1.642a, + 4.104a, mN 
4.3. a) —3.463 nC 
Bb) *—18.7 nC, 
43, a 03€ 
b) 1.206 uC 
c) 157.9 nC 
4.7. —2.545a, + 1.054a, MV/m 
1 a+ Va? + h? 
4.9. A á == 
271 h 
4.11. a) Comprobación 
b) 0.4 mC, 31.61a, uV/m 
4.13. —0.5S9la, — 0.18a, N 
4.15. Deducción 
4.17. a) 8.84xya, + 8.84x%a, pC/m? 
b) 8.84y pC/m3? 
4.19. 5.357 kJ 
4.21. Comprobación 


O, p=1 
Ss(p? — 1) 
4.23. EA A A 1=a= 
a D, = 2p e ” 
28 


4.25. 1050 J 
4.27. a) —1250 J 


4.29. a) —2xa, — Aya, — 8za, 

b) — (a, + yn, + za,) cos: (0? +32 + 22342 

c) —2p(z + 1) sen ġ a, — p(z + 1) cos ġ a, — p° sen $ a, 
a 8 pe 


cos 0 cos 24 a, + 


4 


d) €e sen 0 cos 2p a, — = sen 24 a, 


4.31. a) 72a, + 27a, — 36a, V/m : 
b) —30.95 pC ' i ' | 
4.33. Comprobación RES 


Capítulo 5 


4.35. 


4.37. 


4.39. 


4.41. 


4.43. 


5.1. 
5.3. 
5.5. 
5.7. 
59; 


5.11. 
5.13. 


5.15. 


5.17. 
5.19. 


5.21: 
5.23. 


5.25. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


2Po m 2Po 
lSe + ” ISE 


Bo (dr q? Ba (e ay 
e A) 


d) Comprobación 

a) —1.136 a, kV/m 

b) (a, + 0.2a,) < 107 m/s 
Qad 


Comprobación, 
o” 

Brea 

6.612 nJ 


.—6.283 A 


5.026 A. 

a) —16xyz £» b) —1.131 mA 

a) 3.5 X 107 S/m, aluminio 

b) 5.66 XxX 10% A/m? 

a) 0.27 m0 

b) 50.3 A (cobre), 9.7 A pea 

c) 0.322 ma či 
1.000182 P 
a) 12.73za, nC/m?, 12.73 nC/m3 

b) 7.427za. nC/m?, —7.472 nC/m>” 


Q 1 
a) 4r? (a Bp 


mee: -4 ( Dra 
7 A aa KE, Sp 
—24.72a, — 32.95a, + 98.86a, V/m ` ` 
a) Comprobación 


poa? 


Jeo 

a) 0.442a, + 0.442a, + 0.1768a, -nC/m? 
b) 0.2653a, + 0.5305a, + 0. 795Ba, 

a) 46.23 A i 

b) 45.98 uC/m? 

a) 18.2 us 

b) 20.58 

c) 19.23% 


vis 


2P 
E 


Pi 7 pa? 
“608, 


APÉNDICE.C gg- 


—— (2 sen O sen $ a, — cos O sen dh a, — cos $ a) V/m 
ATE? i A 


743- 


4 EE APÉNDICE € http://libreria-universitaria.blogspot.com 


5.27. a) —1.061a, + 1.768a, + 1.547a, nC/m” 
b) —0.7958a, + 1.326a, + 1.161a, nC/m?2 
c) 39.79 : 
5.29. a) 387.8a, — 452.4a, + 678.6a, V/m, 12a, — 14a, + 21a, nC/m? 
b) 4a, — 2a + 3a, nC/m?, O 
. c) 12.62 mJ/m” para la región 1 y 9.839 mJ/m* para la región 2 
5.31. a) 705.9 V/m, 0° (vidrio), 6000 V/m, 0° (aire) 
b) 1940.5 V/m, 84.6” (vidrio), 2478.6 V/m, 51.2” (aire) 
5.33. a) 381.97 nC/m? 
b) pa nC/m? 
c) 12.96 uJ 


'apítulo 6 


6.1. 120a, + 120a, = 12a,, 530.52 pC/m? 
B pox? J (E 2ed ) x, ES _ Por Vo SE pod 


de A + 
63 a) Óde, 28, 3e, 2de, Eo d 3£9 
Pod EVo Vo Pod 
B) 3 +” d + 6 


6.5. 157.08y* — 942.5y? + 30.374 kV 

6.7. Comprobación 

6.9. Comprobación 

6.11. 25z kV, —25a, kV/m, —332a, nC/m?, + 332a, nC/m? 
6.13. 9.52 V, 18.205a,, V/m, 0.161a, nC/m? 

6.15. 11.7 V, —17.86a V/m 

6.17. Deducción 


nm 
e 4V, es son —E senh E (a — y) 
6.19. a) == j n 
A n senh —— 
b 
n 
sen senh 2422 
b) av, Sa a 
ci sm E? 
a 
n na 
ds 4V, 2 sen S nh - ¿7 (a y 26) 
7 nimpar n senh E E 


6.21. Comprobación 
6.23. Comprobación 
6.25. Comprobación 


Capítulo 7 


6.27. 
6.29. 
6.31. 


6.33. 


6.35. 


6.37. 
6.39. 
6.41. 
6.43. 
6.45. 
6.47. 


6.49. 
6.51. 
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0.5655 cm? 

Comprobación 

a) 100 V 

b) 99.5 nC/m?, —99.5 nC/m? 
a) 25 pF 

b) 63.662 nC/m? 


Comprobación 
Comprobación 

0.7078 mF 

a) 1nC 

b) 5.25 nN 

—0.1891(a, +a,+a,)N 

a) —138.24a, — 184.32a, V/m 
b) —1.018 nC/m” 


7.1. 
Ze 
7.5. 


Fets 


7-9. 


7.11. 


7.13. 


7.15. 


b) 0.2753a, + 0.382a, + 0.1404a, A/m 
0.9549a, A/m 

a) 28.47a, mA/m 

b) —13a, + 13a, mA/m 

c) —5S.la, + 1.7a, mA/m 

d) S.la, + 1.72, mA/m 

a) —0.679a, A/m 

b) 0.1989a, mA/m 

c) 0.1989a, + 0.1989a, A/m 

a) 1.964a, A/m 

b) 1.78a, A/m 

c) —0.1178a, A/m 

d) —0.3457a, — 0.3165a, + 0.1798a, A/m 
a) Comprobación 

b) 1.78 A/m, 1.125 A/m 

c) Comprobación 

a) 1.36a, A/m 

b) 0.884a, A/m 

a) 69.63 A/m 

b) 36.77 A/m 


APÉNDICEC ŒE 745 


ma APÉNDICE C 


7.17. 
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O, p<a 

Pd P — a 

— (== <p< 
PA ml e E 

f 

—, >b 

2mp’ P 


a) —2a, A/m? 


b) Comprobación, ambos miembros iguales a —30 A 


a) 80a, nWb/m? 

b) 1.756 uWb 

a) 31.43a, A/m 

b) 12.79a, + 6.366a, A/m 
13.7 nwb 

a) Campo magnético 

b) Campo magnético 

c) Campo magnético 


7.29. (14a, + 42a¿) xX 10* A/m, —1.011 Wb 
Top 
23. 27ra? 2a 
40 
7.33. -m A/m? 
HoP 
3 Hol ( E ) e3 Sul P 

7-35- 287 Va Tar 3a 
7.37. 4) SOA 

b) —250 A 
7.39. Comprobación 

pítulo 8 

8.1. —4.4a, + 1.3a, + 11.4a, kV/m 
8.3. a) (2,1:933, —3.156) 

DY L14ITI 
8.5. a) Comprobación 

2mito 

b) Boe 
8.7. —86.4a, pN 
gag: —15359mJ 
8.11. 1.949a, mN/m 
8.13. 2.133a, — 0.2667a, Wb/m? 

a) —18.52a, mWb/m? 


b) —4a, mWb/m? ai 
c) —111la, + 78.6a, mWb/m? 7 


Cag 


Capítulo 9 


3.17. 


8.19. 


8.21. 
8.23. 


8.25. 
8.27. 


8.29. 


8.31. 
8.33. 
8.35. 
8.37. 
8.39. 
8.41. 


8.43. 


9.1. 
9.3. 
9.5, 


OTe 
9.9. 
9.11. 
9.13. 
9.15. 
9.17. 
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a) 5.5 Ze : 
b) 81.68a, + 204.2a, — 326.7a, aWb/m?—— = `- 
c) —220a, A/m 
d) 9.5 mJ/m? 
476.68 kA/m 

ko 
2 a, 
a) 25a, + 15a¿ — 50a, mWb/m? 
b) 666.5 J/m?, 57.7 J/m” A G 
26.83a, — 30a, + 33.96a, A/m E F ngh per 
a) —5a, A/m , —6.283a, u Wb/m? 
b) —35a, A/m, —110a, uWb/m? - 
c) Sa, A/m, 6.283a, un Wb/m? $: 
a) 167.4 
b) 6181 kJ/m 
11.58 mm A 
5103 vueltas 
Comprobación 
190.8 A - t, 19,080 A/m 
88.5 mWb/m? 
a) 666 MN ` 
b) 1.885 mN 
Comprobación 


5, | Je 


0.4738 sen 377t 
—54 V 

a) —0.41 V En: — id 
b) —22 os 
9.888 uV, el punto A está en mayor potencial SS 
0.97 mV e 

GA, en dirección contraria a las manecillas del reloj. © 

277.8 A/m?, 77.78 A 


36 GHz ( 
a) V - E; = p,/e, V - H, = 0, V x E, = jouH,, V x H; = (o — jos)JE, 
9D, 9D s erdial A de . 
b) ID MN 2 p Ec py m “hi : s AD G 
ox oy ðz > azs 4 
ðB, _ 9B, _ AB, imi VEEL, + ZOD? ) 
2 h i > a 220.1 
ox T 3dy 9z z ROTZ 
3E; y 3E, ðB, > z ¡ES Ib. Ol 


oy Oz ðt i G A 5 ¿Aaa a? a 


mS 747x 
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ðE,  0Ez _ oB, 
Óz ox at 
Ey dE, ë OB, 
ox oy iE ðt 
ðH ðH. 9D 
E E Y =J, + == 
dy 9z ot 
A y a 
Əz ox ðt 
ðH ðH. ðD 
` a A 2 = To EN z 
ðx ðy ðt 


9.19. Comprobación 
9.21. —0.32? sen 10% mC/m? 
9.23. 0.833 rad/m, 100.5 sen £x sen wt a, V/m 
9.25. a) Sí 

b) Sí 

c) No 

d) No 3 
9.27. 3 cos $ cos (4 XxX 106a, A/m?, 84.82 cos q sen (4 X 10%)a, kV/m 
9.29. (2 — PA + ea, Wb/m?, 090 


9.31. a) 6.39 /242.42 
b) 0.2272 /—202.14? 
g) 1.387 /176.8>2 
d) 0.0349 /—68° 
9.33. a) 5 cos (wt — Bx — 36.37°)a, 
b) — cos (œt — 2z)a, 


c) 230 cos (wt — p +-:63:43”) sen 8 ay 


107 e” “ay A/m?’ 


9.35. Comprobación 


apítulo 10 


10.1. a) A lo largo de a, 
b) 1 us, 1.047 m, 1.047 Xx 10% m/s 
c) Veáse la figura C.1 
10.3. a) 5.4105 + ¡6.129 /m 
b) 1.025 m 
c) 5.125 x 107 m/s 


d) 101.41 /41.44? Q 
e) -5916er enta; mA/m 


10.5. 


10.7. 
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£ { 


“APÉNDICE C 


o 


Figura C¿l.. Para el problema 10.1. 


a) A lo largo de la dirección x x - ee=.0 


b) 7.162 X 10 F/m 
c) 1.074 sen (2,x 10% + 6x)az V/m 


= DET 3 
A 
>j vecer t 
Jan J i a pzs vs 
, 2,03 
E cor Tr, a í $ x EA 
A 2 921.0 10 El 
er i KGS j 
t=T% LIET 1 ed 
} iS 
d Ab 0 
t = T/4 
ie rA S y 
pr) i iE 
al 24= 82:0S 
vI uio 
a) 1732n dae CEN as A A : T 
b) 1.234 > : 
c) (1.091 — j1.89) x 10-1! F/m ¿ 
d) 0.0164 Np/m 
a). 5.x 10° m/s q 
b) Sm FEST! 
c) 0.796 m > anj 22.01 
d) 14.05 /45? Q ii 
la) 0:05 + 2/m dida o E orqam tel 
b) 3.142 m jE 4 
c) 108 m/s NI Bi GL +, 280 TA 
d) 20m- (RASONS + BIZT- ) O 


10) 092 


Abi Or x EE (a RAE. 
¿ED i 


58) (3 
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10.13. 2) Sin pérdidas 
b) 12.83 rad/m, 0.49 m 
c) 25.66 rad 
d) 4617 Q 
10.15. Comprobación 
10.17. 5.76, —0.2546 sen (10% — 8x)a, + 0.3183 cos (10% — 8x)a, A/m 
10.19. a) No 
b) No 
c) Sí 
10.21. 2.183 m, 3.927 Xx 107 m/s 
10.23. 0.1203 mm, 0.126 Q 
10.25. 2.94 x 1076 m 
10.27. a) 131.6 Q 
b) 0.1184 cos? (2m Xx 10% — 6x)a, W/m? 
c) 0.3535 W 


10.29. a) 2.828 x 10% rad/s, pees 


sen (wt — 2z7)a, A/m 


b) 2 sen? (wt — 2z)a, W/m? 
P 


c) 11.46 W 
12 

10.31. 2 
ad 33 


b) —10 cos (wt + z)a, V/m, 26.53 cos (wt + z)a, mA/m 
10.33. 26.038 x 10-76 H/m 
10.35. a) 0.5 Xx 108 rad/m 

b) 2 

c) —26.53 cos (0.5 x 10% + z)a, mA/m 

d) 1.061a, W/m? 
10.37. a) 6.283 m,3 x 108 rad/s, 7.32 cos (wt — z)a, V/m 

b) —0.0265 cos (wt — z)a, A/m 

c) —0.268, 0.732 

d) Je 10 cos (wt — z)a, — 2.68 cos (œt + z)a, V/m, 

= 7.32 cos (wt — z)a, V/m, Piprom = 0-1231a, W/m?, 
- ¡es = 0.1231a, W/m? 

10.39. Veáse la figura C.2 


10.41. Comprobación, H, = 


10.43. a) 36.87? 
b) 79.58a, + 106.1a, mW/m? 
e) (—1.518a, + 2. 024a,) sen (wt + 4y — 3z) V/m, a: 877a, — 5.968a,) 
sen (wr — 9.539y — 3z) V/m 
10.45. a) 15 X 108 rad/s 
b) (+8a, + 6a, — Sa,) sen (15 X 10% + 3x + 4y) V/m 


—j20 
aña [k, sen (k,x) sen (k,y)a, + k, cos(k,x)cos (k, y)a,] 


IA 


Capítulo 11 


11.1. 
11.3. 


11.5. 
11.7. 
11.9. 
11.11. 


11.13. 
11.15. 
11.17. 


11.19. 
11.21. 


11.23. 
11.25. 
11.27. 


11.29. 
11.31. 


11.33. 
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0.0104 Q/m, 50.26 nH/m, 221 pF/m, O S/m 
Comprobación 

a) 13.34 /—36.24” , 2.148 x 10” m/s 

b) 1.606 m 

Comprobación 


Vo ( t— JA 
zan w Bz 


a) Comprobación 


b). E) mti 


Gv) 1 
798.3 rad/m, 3.542 XxX 107 m/s 


Comprobación 
a) 0.4112, 2.397 


b) 34.63 /—40.65° Q 

0.2/40 A i 

a) 46.87 Q 

b) 48.39 V 

Comprobación 

10.2 + j13.80, 0722271547 ,6.2 


a) ¡3000 

b) 15 + 70.75.10 
0.35 + 70.24 

a) 125 MHz 
B),72 + 72.0 
c) 0.444/1202 
a) 35 + ¡34 Q 
b) 0.375A 


APÉNDICEC -WE “751 


Figuga C.2. Para el problema 10.39; curva n 
corresponde a £ = nT/8,n = 0,1,2,... 
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/ 11.35. a) 24.5- Q 
b) 55.33 Q, 67.74 Q 
11.37. 10.25 W 
11.39. 20 + j15 mS, —j10 mS, — 6.408 + j5.189 mS, 20 + ¡15 mS, ¡10 mS, 
2.461 + j5.691 mS 
11.41. a) 34.2 + j41.4 Q 
b) 0.38A, 0.4731 
c) 2.65 
11.43. 4,0.6 /—90°, 27.6 — j52.8 Q 
11.45. 2.11, 1.764 GHz, 0.357 /—44.59,70 — j40 Q 
11.47. Véase la figura C.3 
11.49. Véase la figura C.4 
11.51. a) 77.77 (2,1.8 
b) 0.223 dB/m, 4.974 dB/m 


c) 3.848 m 
11.53. 9.1120 < Zy=21:03 Q 


V(O, © 14.4 V Figura C.3. Para el problema 11.47. 
12V 
24V OR 
t (us) 
(0) 2 4 6 8 
11,0 
150 mA 
1425 mA 
o 

t (us) 


o 
N 
5 
o 
% 
o 
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VA, 


t (us) 


Figura C.4. Para el problema 11.49. 


Capítulo 12 


12.1. Comprobación 
12.3. a) Véase la tabla C.1 A 
b) Neris = 573.83 (2, Nuris ~ 3.058 Q 
c) 3.096 x 107 m/s 
12.5. a) No 
b) Sí 
12.7. 430 ns 
12.9. 375.1 Q, 0.8347 W 
2a. a) Toa, 
b) j400.7/m 
c) 9853 Q ., 
12.13. a) Comprobación 
b) 4.06 x 10ë m/s, 2.023 cm, 5.669 x 108 m/s, 2.834 cm 


=e 
EA E 


54 ŒE Arfnoice C 


12.15. 


12.17. 


12.19. 


12.21. 
12.23. 


12.25. 
12.27. 
12.29. 


12.31. 


12.33. 
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a) 1.193 
b) 0.8381 
4.917 
wtu?bPa 
ár’ 
0.04637 Np/m, 4.811 m 
a) 2.165 x 107? Np/m 
b) 4.818 x 1073 Np/m 
Comprobación 


mT 
H? sen? Ea a, 


Tabla C.1. 


Modo 


eT ia MT 


eTos, £T23, MT 


eTis, MTs 


p ab?’ H, 


4r’ n 


Pp 1 mar pr marx nT TZ 
Comprobación, EE (22) (=) H, sen ( ) cos (52) cos (=) 


a) eTo 

b) MT 0 

c) eTio 

Véase la tabla C.2 


a) 6.629 GHz 
b) 6.387 


Tabla C.2. 
Modo f, (GHz) 
Oii 1.9 

110 3.535 
101 3.333 
102 3.8 


120 4.472 


022 


3.8 


12.35. 2.5 (—sen 307x cos 30rya, + cos 307x sen 307rya,) sen 6 xX 10? 
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Capítulo 13 


5078 
> 
508 
E 
13.3. 94.25 mV/m, j0.25 mA/m 
13.5. 1.9740 
13.7. 28.47 A 
_ MEDEE *P sen O 


13.9. a) En = PS Has = MEos 


13.1. 


sen (wt — Br) (—sen pa + cos 0 cos das) V/m 


sen (wt — Br) (sen pa, + cos 0 cos pag) A/m 


b) 1.5 
13.11. a) 0.9071 uA 

b) 25nw 
13.13. Véase la figura C.S 
13.15. Véase la figura C.6 
13.17. 8 sen O cos $, 8 
13.19. a) 1.5 sen 0 

b) 15 


z Figura C.5. Para el problema 
13.13, 


1-7-5 
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z Figura C.6. Para el problema 13.15. 


1.51? sen? 0 


e 4r 


d) 3.084 Q 


13.21. 99.97% 
13.23. a) 1.5 sen? 0,5 
b) 6 sen? 0 cos? 9,6 
c) 66.05 cos? O sen? œ/2, 66.05 
13.25. ES sen 6 cos G Bd cos o )a, 
13.27. Véase la figura C.7 
13.29. Véase la figura C.8 
13.31. 0.2686 
13.33. a) Comprobación 
b) 12.8 uW 
13.35. 21.28 pW 
1337. 19 4B 


d=A/4 


Figura C.7. Para el problema 13.27. 


Cag 


a 
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Capítulo 14 


13.39. 


13.41. 


14.1. 
14.3. 
14.5. 
14.7. 
14.9. 
14.11. 


14.13. 


14.15. 
14.17. 


a) 1.708 V/m 
b) 11.36 uV/m 
c) 30.95 mw 
d) 1.91 pW 
77.52 W 


Explicación 
0.33 — j0.15,0.5571 —JO626 
3.571 
Comprobación 
1.428 

a) 02271 

b) 13.139 

c) 376 

a) 29.239 

b) 63.1% 

Ajo = 86864 ,4 
Explicación 


APÉNDICEC ŒE 757 


Figura C.8. Para el problema 13.29. 
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Zapítulo 15 


15.1. Véase la figura C.9 
15.3. a) 10:117, 1.56 
b) 10.113, 1.506 
15.5. Comprobación 
15.7. 6V,14V 
15.9. Vi = V, = 37.5, VW, = V, = 12.5 


Figura C.9. Para el problema 15.1. 
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15.11. a) La matriz [A] permanece igual, pero a cada término de la matriz [B] se debe 
añadir —h?ps/le 


b) V, = 4.276, V, = 9.577, V, = 11.126 
Va = —2.013, V, = 2.919, V, = 6.069 
V, = —3.424, V, = —0.109, V, = 2:909 


15.13. El resultado numérico coincide por completo con la solución exacta; por ejemplo, 
respecto de £ = O, 
V(O, 0) = O, V(O.1, 0) = 0.3090, V(0.2, 0) = 0.5878, V(0.3, 0) = 0.809, 
V(0.4, 0) = 0.9511, V(0.5, 0) = 1.0, V(0.6, 0) = 0.9511, etc. 

15.15. 12.77 pF/m (numérico), 12.12 pF/m (exacto) 

15.17. Véase la tabla C.3 


Tabla C.3. 


8 (grados) C (pF) 


10 8.5483 
20 9.0677 
30 8.893 


40 8.606 
170 11.32 
180 8.6278 


15.19. a) Exacto: C = 80.26 pF/m, Z, = 41.56 Q; en cuanto a la solución numérica, véase 
la tabla C.4 


Tabla C.4. 
N C (pF/m) Z,(0Q) 
10 82.386 40.486 
20 80.966 41.197 


40 80.438 41.467 
100 80.025 41.562 


b) En cuanto a los resultados numéricos, véase la tabla C.5 
Tabla C.5. 
N C (pF/m) Z, (Y 
10 109.51 30.458 
20 108.71 30.681 


40 108.27 30.807 
] 100 107.93 30.905 
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15.21. Comprobación 
15.23. a) En (1.5,0.5) a lo largo de 12 y (0.9286, 0.9286) a lo largo de 13 


b) 56.67 V 
0.8788 —0.208 0) —0.6708 
15.25. —2.08 1.528 — TD, —0.1248 
10) LR 1.408 —0.208 
—0.6708  —0.1248 —0.208 1.0036 


15.27. 18" V/20"V 
15.29. Véase la tabla C.ó6 


Tabla C.6. 


Nodo núm. MEF Exacto 


8 4.546 4.366 

9 7.197 7.017 
10 7-197 7.017 
11 4.546 4.366 
14 10.98 10.66 
15 17.05 16.84 
16 1703 16.84 
17 10.98 10.60 
20 22.35 21.78 
21 32.95 33.16 
22 32.95 33.16 
23 22.35 21.78 
26 45.45 45.63 
27 59.49 60.60 
28 59.49 60.60 


29 45.45 45.63 


15.31. Comprobación 


E 


E 
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Constantes físicas 


Valor experimental 


Valor aproximado en 


Cantidad (unidades) Símbolo óptimo resolución de problemas 
Permitividad del vacío (F/m) Es, 8.854 X 10712 o 
Permeabilidad del vacío (H/m) ES 4m x 1077 12.6 x 10-7 
Impedancia intrínseca del vacío (Q) No 376.6 1207 
Velocidad de la luz en el vacío (m/s) e 2.998 x 10% 3 x:108 
Carga del electrón (C) e —1.6030.< 10522 —1.6 x 10-12 
Masa del electrón (kg) Me 9.1066 x 10-31 9.1 x 10721 
Masa del protón (kg) mp 1.67248 x 10-7 1.67 X 10727 
Masa del neutrón (kg) Ma l 1.6749 x 10-7 1.67 x 10-27 
Constante de Boltzmann (J/K) K 1.38047 x 10-7% 1.38 xX 1072 
Número de Avogadro (/kg-mol) N 6.0228 x 107° 6 x 107 
Constante de Planck (J - s) h 6.624 x 107% 6.62 x 10 
Aceleración por gravedad (m/s?) g 9.81 9.8 
Constante universal de gravitación G 6.658 x 107"! 6.66 x 107" 
Qm?/kg - s?) 

Electrón-volt (J) : ev 1.6030 x 10719 LG 10719 
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Potencias de diez 


Potencia Prefijo Símbolo 
1018 Exa E 
1015 Peta P 
10% Tera T 
10° Giga G 
10% Mega M 
10° kilo k 
10? hecto h 
10? deka da 
101 deci d 
102 centi e 
10-3 mili m 
106 micro y73 
107 nano n 
10-12 pico p 
10 femto f 

s I a atto a 


Alfabeto griego 


Mayúscula Minúscula Nombre 


R>ASOINDDAWA 
EYR "DINA ONLDA 
S 


Mayúscula 


DEXAZIMYRONZ 


Minúscula 


Mogqome 
“n 


Eses 


Nombre 


Nu 

Xi 
Ómicron 
Pi 

Rho 
Sigma 
Tau 
Ípsilon 
Fi 

Ji 

Psi 
Omega 
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Derivadas vectoriales 


Coordenadas cartesianas (x, y, Z) 


A = Aa, + Aa, + A,a, 


oV ov ov 
= — + z pai 
se oz > dy Sy az = 
N IA IA, _ 3A: 
ox 9y 9z 
a, a a 
ð ð ð 
vxa=|2 2 - 


Coordenadas cilíndricas (p, p, z) 


A = A,a, + Apap + A,a, 


av 10v ƏV 
= a, + =—as, + — 
VvV 3p ap p ag as 3z a, 
1 2 1 9045 DA 
- = — — + — ai 
V-A p ap Pea) 2 MÁ Er 
ap pas az 
í lá E) 9 
vxA==|= — — 
p |ðp ə 9z 
Az PA A; 
1094, = ES =a 1 a aae] 
=| == — + — +=|—(pAs) — a 
F EN az | əz ap 19%**" p Up (pAg) ap A 
13 av i vV av 
= + 
ia pap (o ap pP ape ~az 
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764 E  ApPénbice D 
Coordenadas esféricas (r, 0, p) 


A = A, a, + Agag + Agag 


ov 


(Aj sen 0) + 


en 0) as 
ð 


SEN. PET. JA E 
ae re” rsen0 dp >? 
1.9 1 ð 
y- == r2 Je 
r Ər aa r sen 0 90 
a, rao (rs 
<E ð ð 
VxA= 
r? sen 8 | dr 98 


dp 


A, rA (rsen0) Ay 


1 fa 


a r sen 0 É q, 890.0] 5 


ifa DA, 
+1[2 ea- e |a 


L 8 ov T ð 
yay 1 4 Pl 
2 ( or r? sen 0 30 PE 


3 ¿XK 
ap |” 


1 JAs 


rsen ôg 


X) pe A N 
90 7? sen? 8 aq 
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de pérdida, 422 
sólido diferencial, 606 
anillo cargado, 118 
antena 
de cuadro pequeña, 599 
de dipolo, 589 
de dipolo de media onda, 594 
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corte, 549 


densidad 
de corriente, 163 
de corriente de desplazamiento, 
381 
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derivada direccional, 67 
derivadas, 731 
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'ropiedades de la, 72 


ación - 

e continuidad, 180, 385 
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ra cargada, 128 

bonamiento de flujo, 336 

ctro, 415 


or de arreglo, 613 
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, 412 
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cinética, 373 

estática, 373 

. Véase fuerza electromotriz 
omagnetismo, 328 

a óptica, 649 

efinición, 650 
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filtración, 649 
flujo, 60 
eléctrico, 123 
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logarítmicas, 730 
trigonométricas, 727-728 
vectoriales, 735 
impedancia 
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de grupo, 613 

de potencia, 604 
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resultante, 613 
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del vacío, 281 

relativa, 326 

valores de, 739 
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plano de incidencia, 451 
polarización, 171-174, 425 
potencia, 167, 435-438 
potencial, 134 
potenciales magnéticos, 284-287 
potenciales retardados, 389 
presión, 350 
problemas con valor en la frontera, 
199 
producto 
cruz, 13 
escalar, 12-15 
punto, 12 
vectorial, 13-15 
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profundidad pelicular 
profundidad pelicular, 426 


radar(es), 625, 641 
tipos de, 627 
radiación, 588 
radiación reflejada, 514 
razón de onda estacionaria (roe), 444 
reflexión total, 653 
regla 
“bac-cab”, 16 
de la mano derecha, 14, 80, 263, 372 
del tornillo de rosca derecha, 80, 
263 
relaciones constitutivas, 385 
reluctancia, 348 
resistencia, 166, 223 
de radiación, 593 
dieléctrica, 175 
en ca, 427 
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óhmica, 608 
pelicular, 428 
resistividad, 167 
resonador de guías de ondas, 575 
rotacional, 75-80 
definición, 76 
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